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PREFACE, 


LE  s  premiers  Géomètres  n'avoient  encore  fait 
que  très-peu  de  chemin ,  lorfqu'ils  s'apperçu- 
rent  que  le  Côté  d'un  Quarré ,  &  fa  Diagonale 
étoient  incommenfurables ,  c'eft-à-dire ,  que  quel- 
que grandeur  que  l'on  pût  prendre  pour  erre  la 
mefure  exacte  de  l'une  de  ces  deux  Lignes ,  elle  ne 
pouvoir  jamais  être  la  mefure  exa£te  de  l'autre.  De- 
là naiflbient  les  Nombres  incommenfurables ,  ou 
irrationels,  qui  fe  trouvoient  en  une  quantité  fans 
comparaifbn  plus  grande  que  les  Nombres  ratio- 
nels ,  &  ordinaires  ;  &  parce  qu'on  voyoit  bien  qu'ils 
étoient  d'une  nature  particulière  ^  mais  abfolument 
inconnue ,  les  Anciens  les  é vitoient  avec  beaucoup 
d'art  xlans  la  folutio'n  des  Problèmes ,  &ne  les  y  acf- 
mettoient  point.  Cependant  on  les  reçoit  aujour- 
d'hui fans  difficulté,  &  les  folutions  qu'ils  fournif- 
fent  font  parfaitement  légitimes.  Ce  n'eft  pas  qu'on 
les  connoiffe  mieux,  mais  on  s'eft  familiarifé  avec 
eux  à  force  d'en  rencontrer ,  ils  ont  vaincu  par  leur 
foule ,  &  par  leur  opiniâtreté  à  fe  préfenter  prefque 
par-tout. 


P  RE'  FA  C  E. 

Je  crois  avoir  prouvé  dans  ce  Livre ,  que  les 
Nombres  irrationels  ne  le  font  que  parce  que  Tlnfini 
entre  néceflairement  dans  leur  nature,  mais  comme 
la  manière  dont  il  y  entre  n'eft  nullement  apparen- 
te,  &  qu'elle  n'avoir  point  été  appercjue ,  c  etoie 
riniîni  que.  Ton  rencontroit  dès  la  nailTance  de  la 
Géométrie ,  Ci  déguifé ,  &  fi  enveloppé ,  qu'on  n'en 
avoir  aucun  foup<jon.         • 

Les  Anciens  ont  vu  que  dans  l'angle  de  contin- 
gence  fotmé  par  la  circonférence  d'un  Cercle ,  & 
par  fa  Tangente ,  il  ne  pouvoit  paflcr  aucune  ligne 
droite  qui  le  divifat.  C'eft  là  un  angle  infiniment 
petit ,  &  l'Infini  commence  à  s'y  découvrir  un  peu  > 
au  lieu  qu'il  ne  fe  découvroit  nullement  dans  les 
Incommenfurables.  Auili  l'angle  de  contingence 
étoit  une  merveille  incomprehenfible ,  &  l'on  n'eût 
pas  pu  expliquer  comment  aucune  ligne  droite  n'y 
pouvant  palier ,  il  y  paifoit  tant  de  circonférences 
circulaires  qu'on  vouloir ,  toujours  plus  grandes  que 
la  première.  Archimede  n'a  trouvé  le  rapport  ap- 
proché du  Diamètre  du  Cercle  à  la  Circonférence  , 
qu'en  prenant  l'idée  du  Cercle  confondu  avec  un 
Polygone  d'une  infinité  de  côtés  j  &  ce  rare  génie 
per<^oit  déjà  dans  l'abime  de  l'Infini. 

En  dernier  lieu  les  Anciens  font  venus  à  connoîtrc 
l'Hyperbole ,  &  fes  Afymptotes ,  &  quelques  autres 
Courbes  Afymptotiques ,  c*eft-à-dire ,  des  Lignes 
qui  prolongées  a  l'Infini ,  &c  s'approchant  tou)ours 
l'une  de  l'autre ,  ne  peuvent  jamais  fe  rencontrer  ^  ôc 


P  RE  FA  C  E. 

de  plus  des  Efpaces  aâuellement  Infinis.  Voilà  l'In- 
fini plus  déclaré ,  à  mefure  que  la  Géométrie  avan- 
çoit  davantage ,  &  le  voilà  accompagné  de  nouvel- 
les merveilles. 

On  en  demeura  là ,  ou  plutôt  on  vint  à  ou- 
blier ,  ôc  à  ignorer  tout  pendant  la  longue  barba* 
rie  qui  régna  en  Europe.  Au  renouvellement  des 
Sciences  ,  ceux  qui  eurent  le  courage  de  vouloir 
être  Géomètres ,  étudièrent  les  Géomètres  Grecs 
qui  reftoient ,  les  traduâions^u'on  en  fit ,  les  Com- 
mentaires. C  etoit  être  affez  Habile  que  de  les  en- 
tendre &  de  les  fuivre  ^  embarrafies  &  épineux ,  com- 
me ils  font ,  &  l'on  ne  crut  pas  d'abord  qu'il  fût 
poifible  d'aller  par  d'autres  routes ,  &  moins  encore 
a  aller  plus  loin.  Un  peu  de  préjugé  ne  pouvoit  man- 
quer de  fe  mêler  au  refpeâ:  légitime  qu'on  leur 
devoit.  Ce  qu'ils  avoient  admis  de  l'Infini  ^  on  n'eut 
pas  de  peine  à  ladmettre ,  préfènté  par  les  Maîtres  : 
mais  on  Tadmettoit  en  quelque  manière  par  force , 
parce  qu'on  y  étoit  conduit  par  des  guides  révérés  y 
aufli-bién  que  par  la  fuite  néceflTaire  des  démonftra- 
tions ,  &  quand  on  y  étoit  arrivé ,  on  s'arrêtoit 
avec  une  eipece  d'effroi ,  &  de  fainte  horreur.  On 
n'eût  pas  eu  l'audace  de  faire  un  pas  de  plus.  On 
regaraoit  l'Infini  conime  un  Myftere qu'il  falloir  ref- 
peâer ,  &  qu'il  n'étoit  pas  permis  d'approfondir.  Il 
eft  vrai  que  cette  timidité  étoit  fort  excufable  pas 
l'extrême  dif proportion  que  l'Efprit  humain  fenc 
toujoucs  encre  lui ,  &  uh  fi  grand  objet. 
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P  RE  F  A  ce: 

BonaventureCavalcriuSjRcligieuxItalien  de  l'Or- 
dre des  JéAiates,  eft  le  premier  qui  dans  fa  Géométrie 
des  Indivifibles ,  imprimée  à  Bologne  en   163/^ 
Ouvrage  original ,  &  très-ingénieux,  ait  fondé  vo- 
lontairement ,  &  par  choix  tout  un  Syfteme  Géomé- 
trique fur  les  idées  de  l'Infini.  Il  confidere  les  Plans 
comme  formés  par  des  fommes  infinies  de  Lignes , 
qu'il  appelle  des  quantités  Indivifibles ,  les  Solides 
par  Aqs  fommes  infinies  de  Plans  pareillement  Iiv- 
divifibles ,  &  les  rapports  de  ces  fommes  infinies  ou 
de  Lignes,  ou  de  Plans  font  néceffairement  les  mê- 
mes que  ceux  des  Plans  ou  des  Solides ,  fondement 
de  toute  faJiouvelle  Théorie.  Ce  n'eft  pas  qu'effrayé 
lui-même  de  l'Infini ,  ou  craignant  d'effrayer  (çs 
Leâreurs,  il  ne  le  diifimule  autant  qu'il  peut,  il  le 
mafque  le  plus  fouvetit  fous  le  nom  a  Indéfini ,  ter- 
me plus  doux  en  apparence ,  mais  qui  bien  entendu 
ou  ne  fignifîe  que  la  même  chofe,  ou  ne  fignifie 
rien.  Il  voit  que  fon  fyftcme  le  jette  indifpenlable- 
ment  dans  des  Infinis  plus  grands  les  uns  que  les 
autres ,  diflfîcuké  à  laquelle  on  ne  croit  pas ,  dit-il , 
que  les  arnres  mêmes  d^ Achille  puijfent  réjijler.  Auffi 
fe  repofe-t-il  fur  le  fait  évidemment  confiant ,  & 
il  traite  l'objeâion  de  Nceud  Gordien ,  qu'il  laije  à. 
quelque  Alexandre. 

Du  refte ,  il  ne  propofe  fes  vues  qu'avec  la  mo- 
deflie  &  \qs  ménagemens  néceffaires  à  la  Vérité  , 
uia  le  malheur  d'être  nouvelle ,  il  femble  deman- 
er  pardon  aux  Géomètres  d'avoir  mis  leur  Science. 


3 


PREFACE. 

dans  uîl  plus  grand  jour ,  &  d'en  aroir  aagmeiice 
retendue.  Il  fait  valoir  Taccord  parfait  de  (es  con- 
clufions  avee  celles  qui  étoient  déj.a  reçues  de  tout 
le  monde ,  &  par  conféquent  tout  ce  que  les  mêmes 
principes  lui  ont  produit  de  nouveau ,  doit  être  éga- 
lement vrai.  On  s'en  perfuade  encore  par  un  certain 
ordre  naturel  >  par  une  liaifon  facile  qui  fe  trouve 
entre  les  Proportions  anciennes  &  les  nouvelles  : 
car  telle  eft  la  nature  des  Vérités  qu'elles  font  tou- 
jours prêtes  â  recevoir  parmi  elles  d'autres  Vérités ,. 
ôc  leur  laiflent ,  pour  ainfi  dire  j^  des  places  qu'elles 
n'ont  qu'à  venir  prendre. 

La  Géométrie  de  Cavalerius  fubit  le  fort  des^ 
nouveautés  les  plus  dignes  de  l'approbation  du  Pu- 
blicj  de  même  les  plus  deftinées  à  l'emporter  avec 
le  temps  :  de  grands  Géomètres  Tatraquerent ,  de 
grands  Géomètres  l'adoptèrent ,  ou  la  défendirent  j. 
mais  enfîo ,  c'eft  là  la  première  fois  que  l'Infini  ait 
paru  dans  la  Géométrie  en  forme  fyftématique ,  & 
dominant  fur  toute  une  grande  &  vafte  Théorie  r 
quoiqu'encore  extrêmement  enveloppé. 

M.  de  Robervaljdans  une  lettre  écrite  à  Torricelli^ 
aifûre  que  cinq  ans  avant  que  le  Livre  de  Cavalcrius^, 
parût ,  il  avoit  trouvé  la  même  Méthode  des  Indi- 
vifîbles ,  qu*il  appelle  la  Science  de  l'Infini ,  promet-^ 
tant  cependant  de  n'employer  guère  une  expreffion 
fi  hardie.  Cétoit ,  dit-il^  ^»  objervant  de  près  la  mar- 
che (t  Archimede ,  quil  était  arrivé  à  cette  fublime ,  & 
merveilleufe  Science  s  il  l^  cachait  par  une  vanité  de.- 

•  •  • 
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jeune  homme,  qui  voulait  fe  referver  un  Secret  de  re- 
foudre  avec  facilité  les  Queflions  les  plus  difficiles ,  Ù* 
s'attirer  par-là  de  ^admiration ,  ce  qui  lui  avoit  réujjî, 
mais  il  lui  était  arrivé  le  malheur ,  que  tandis  quil 
s*amufoit  à  fe  parer  de  quelques  grains  et  or  tirés  d^une 
Mine  inconnue ,  un  autre  était  venu ,  qui  avoit  décou' 
vert  la  Mine  à  tout  le  monde»  Il  ne  vouloit  pourtant 
pas  tomber  dans  le  ridicule  de  revendiquer  les  îndrvifi- 
bles ,  il  reconnoijfoit  nettement  que  taâe  public  de  la 
prife  de  pajfejjîon  décidait  abfolument  pour  Cavalerius  > 
tant  la  fortuné  a  de  pouvoir  fur  tout  ce  qui  s'appelle 
Gloire ,  &  tant  il  eft  néceffaire  de  fe  foumettre  à  ce 
pouvoir ,  tout  illégitime  qu'il  pourroit  paroîtrc.  Le 
Traité  des  Indivifîbles  qu'avoit  fait  M. de  Robcrval, 
a  été  imprimé  après  fa  mort  avec  difFérens  Ouvra- 
ges d'autres  Académiciens  en  i  ^5)  3 . 

Je  ne  prends  que  les  principaux  points  de  cette 
petite  Hiftoire  de  l'Infini.  Le  plus  grand  effet,  &  en 
même -temps  la  plus  forte  preuve  du  mérite  de  la 
Géométrie  des  Indivijîbles ,  fut  de  tourner  de  ce  côté- 
là  les  vues  de  M.  Wallis ,  grand  Géomètre  Anglois  , 
àc  de  lui  donner  lieu  de  faire  fon  Arithmétique  des 
Infinis ,  qui  parut  en  16$  $.  L* Anglois  plus  hardi 
que  l'Italien ,  foit  par  le  génie  de  la  Nation  ,  foit 
parce  qu'il  venoit  après  l'italien ,  dont  la  Méthode 
commençoit  à  s'établir^produit  dans  tout  fon  Ouvra- 
ge ,  fans  marquer  aucune  crainte ,  fans  ufer  de  pré- 
cautions ,  des  Séries  ou  Suites  infinies  de  Nombres  ^ 
&  détermine  les  rapports  de  leurs  fommes,  d'où  dé- 
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rendent  non-feulement  des  rapports  de  Plans ,  Ôc  de 
•olides  que  Cavalerius  avoit  donnés ,  mais  encore 
des  Quadratures  &.  des  Redifications  de  Courbes, 
qui  n'entroient  pas  dans  la  Théorie  de  Cavalerius. 
Wallis  dit  quil  commence  où  Cavalerius  avoit  fini  j 
&  il  eft  certain  qu'il  va  beaucoup  plus  loin ,  &  qu'il 
pouvoit  même  ,  ainfi  qu'il  en  avertit ,  aller  encore 
au-delà.  A  mefure  que  Taudace  de  manier  l'Infini 
croifToit ,  la  Géométrie  reculoit  de  plus  en  plus  Tes 
anciennes  limites. 

Dans  l'efpace  de  quelque  quarante  années ,  à 
compter ,  fi  l'on  veut,  depuis  Cavalerius ,  toutes  les 
fpéculations  de  Géométrie  «devenant  toujours  plus 
élevées ,  aboutiflbient  à  quelque  chofe  de  commun  , 
dont  peut-être  on  ne  s'apperceVoit  pas  encore. 
Defcartes  par  fafameufe  Règle  des  Tangentes ,  Fer- 
mat  par  celle  des  Maxima  &  Mimma  ,  Pafcal  par 
la  confidération  des  Eiémens  des  Courbes  ,  Barrou 
par  fbn  petit  Triangle  différentiel ,  dont  l'ufage  ne 
finira  jamais ,  Mercator  par  fon  Art  de  former  des 
Suites  infinies  d'une  autre  efpece  que  celles  de 
iVallis ,  tous  ces  grands  hommes ,  chacun  en  fuivant 
fa  route  particulière ,  fe  trouvoient  conduits  ou  à 
l'Infini ,  ou  fur  le  bord  de  l'Infini.  Il  perçoit  de  toutes 
parts,  il  pourfuivoit  par-tout  les  Géomètres ,  &  ne 
leur  laiUbit  pas  la  liberté  d'échapper. 

Il  y  a  un  ordre  qui  règle  nos  progrès.  Chaque 
connoiffance  ne  fe  developpe,qu'après  qu'un  certain 
nombre  de  connolifances  précédentes  fe  font  de^ 
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veloppées ,  &  quand  fon  tour  pour  éclorre  eft  venu. 
Cet  Infini ,  qu'on  ne  pouvoir  plus  fe  difpcnfer  de 
recevoir,  fur-tout  rinnniment  petit ,  plus  néceflaire 
encore  que  fon  oppofé ,  on  ne  favoit  point  rem- 
ployer dans  un  Calcul  Algébrique,  fans  quoi  il  avoit 
très-peu  d'ufage  y  ôc  quelle  apparence  qu'on  l'y  pût 
jamais  employer  îAuroit-on  traité  l'Infini  comme 
les  grandeurs  finies  ?  Sa  nature  n'y  apportoit-elle  pas 
un  obftacle  invincible  î  Cependant  le  terme  étoit 
arrivé ,  où  la  Géométrie  devoir  enfanter  le  Calcul 
de  l'Infini.  M.  Neuton  trouva  le  premier  ce  mer- 
veilleux Calcul ,  M.  Lcibnits  le  publia  le  premier. 
Que  M.  Leibnits  foit  inventeur  aufli-bien  que  M. 
Neuton  ,  c'eft  une  queftion  dont  nous  avons  rap- 
*T.  109.  porté  l'Hiftoire  en  1 7 1  <>  *,  ôrnous  ne  la  répéterons 
pas  ici.  Des  que  le  Calcul  diffentiel  eut  paru.  M" 
fiernoulli ,  M. le  Marquis  de  l'Hôpital ,  M.  Vari- 
gnon ,  tous  les  grands  Géomètres  entrèrent  avec  ar- 
deur dans  les  routes  qui  venoient  d'être  ouvertes , 
&  y  marchèrent  à  pas  de  Géant ,  l'Infini  éleva  tout  à 
une  fublimité ,  &  en  même- temps  amena  tojut  à  un« 
facilité^  dont  on  n'eût  pas  ofé  auparavant  concevoir 
l'efpérance ,  &  c'eft  là  l'Epoque  d'une  révolution 
prefquc  totale  arrivée  xlans  la  Géométrie. 

Cette  révolution ,  quelque  heureufe  qu'elle  fût , 
a  pourtant  été  accompagnée  de  quelques  troubles. 
Il  y  a  eu  un  Géomètre ,  qui  voulant  bien  recevoir 
les  Infiniment  petits  du  premier  ordre,  rejettoit 
^folumeut  ceux  du  fécond ,  &  de  tous  les  ordres 

inférieurs^ 
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inférieurs ,  toujours  infiniment  plus  petits  les  uns 
<}ue  les  autres. 

Dans  r  Académie  même  des  Sciences  il  s'cft^levç 
quelques  conteftations  fur  ce  Syfteme,  &  nous  n'en 
avons  pas  caché  THiftoire  au  Public  *.  *  »'•  f^'Jf- 

ni  X  yf     T      -1       •  i>  ietAeai.dit 

y  a  plus.  M.  Leibmts,  comme  nous  lavonssf.  4».  i7ot 

avoué  dans  fon  Eloge,  paroît  avoir  un  peu  chaiicelé.yj]^/*"** 
Il  femble  qu  il  fe  me  relâché  julqu'au  point  de  ré- 
duire les  Infinis  de  difFérens  ordres  à  n'être  que  des 
Incomparables ,  dans  le  fens  qu'un  grain  de  Sable  fe- 
roit  incomparable  au  Globe  de  la  Terre ,  ou  ce 
Globe  à  un  Globe  dont  ladifliance  du  Soleil  à  Sirius 
feroit  le  rayon ,  ce  qui  ruineroit  l'exadlitude  géo- 
métrique des  Calculs ,  &  de  quel  poids  ne  doit  pas 
être  l'autorité  de  l'Inventeur  contre  l'invention  ? 

Malgré  tout  cela  l'Infini  a  triomphé ,  &  s'eft  em- 
paré de  toutes  les  hautes  fpéculatiôns  des  Géome- 
cres.  Les  Infinis  ou  Infiniment  petits  de  tous  les  or- 
dres font  aujourd'hui  également  établis ,  il  n'y  a 
plus  deux  partis  dans  l'Académie ,  &  fi  M.  Leibnits 
a  chancelé ,  on  fe  fie  plus  aux  lumières  qu  on  tient 
de  lui ,  qu'à  fon  autorité  même. 

II  faut  convenir  cependant  que  toute  cette  ma- 
tière eft  environnée  de  ténèbres  aflez  épaiflès ,  &  de- 
là vient  que  quelques-uns  de  ceux  qui  embrafient  les 
idées  de  f  Innni ,  ne  les  prennent  pourtant  que  pour 
des  idées  de  pure  fuppofition  fans  réalité ,  dont  on 
ne  fe  fert  que  pour  arriver  à  des  folutions  difficiles^ 
qu'on  abandonne  dès  qu'on  y  eft  arrivé ,  &  qui 
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reflèjnblent  à  des  Echafaudages  qu'on  abat,  auffî-tôt 
que  l'Edifice  dk  conftruit,  C'eft  là  une  façon  de 
penfer  mitigée ,  qui  raiTure  un  peu  contre  la  frayeur 
que  l'Infini  caufe  toujours. 

Pour  diffiper  cette  frayeur ,  du  moins  en  partie  ^ 
je  puis  faire  fouvenir  les  Géomètres  d'un  infini  ^ 
qu'ils  reçoivent  tous  fans  exception,  d'où  s'enfui vent 
nécefiairement  toutes  les  idées  du  Syfleme  moderne , 
Se  cela  fans  aucune  des  reilriâions ,  uns  aucun  des. 
adouciffemens  qu'on  peut  imaginer.. 

Tous  les  Géomètres ,  anciens  &  modernes,  con- 
viennent quel'efpace  Afymptotiquede  l'Hyperbole 
eft  infini,  &  ils  eniployent  tous  ce  même  terme.  Que 
veulent-ils  qu'il  ugnifie  î  Certainement  ils  n'enten- 
dent pas  que  cet  eipace  eft  étendu  à  l'infini ,  car  ils 
démontrent  que  d'autres  efpaces  Afymptotiques  pa- 
xeillement  étendus  à  l'infini ,  ne  font  que  finis  >  &  il 
eft  à  remarquer  que  lorfqu  ils  démontrent  que  ces 
derniers  efpaces  ne  font  que  finis ,  ils  n'en  peuvent 
ie  plus  fouvent  déterminer  la  grandeur  finie ,  &  que 
pour  cela  ils  ne. les  traitent  pas  même  d'indéfinis^  Il 
faut  donc  que  l'efpace  Hyperbolique  foit  infini  y 
parce  qu'il  eft  plus  grand  que  tout  efpace  fini ,  quel 
qu'il  foit ,  plus  grand ,  par  exemple ,  que  l'aire  d'ua 
Cercle  dont  le  Soleil  feroit  le  centre ,  &  le  demi- 
diamètre  la  diftance  du  Soleil  à  Saturne  ou  à  l'Etoile 
de  Sirius ,  Ôie.  Aflurémcnt  cette  vérité  démontrée 
en  cent  façons  >  &c  reconnue  de  tout  le  monde ,  eib 
bien  contraire  à  ce  qu'on  jugeioit  par  les.  Cens,  em 
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voyant  une  Hyperbole  tracée  fur  le  papier ,  où  il 
femble  <ju*au  bout  d'un  très -petit  eipace  elle  fe 
confond  déjà  avec  fon  Afymptote. 

L'efpace  Hyperbolique  cft  aufli  réellement  infi- 
ni ,  ou  plus  grand  que  tout  efpace  fini ,  qu'un  efpace 
Parabolique  détermine  eft  les  deux  tiers  de  fon  pa- 
rallélogramme circonforit ,  où  icroit  la  différence 
de  ces  deux  manières  d'être  ?  Il  feroit  trop  puérile  de 
dire  que  l'un  de  ces  efpaces  peut  être  a«uellemcnt 
tracé ,  &  que  l'autre  ne  le  peut.  La  Géométrie  eft 
toute  intelleâuelle ,  indépendante  de  la  defoription 
a(^uelle<&  de  Texiftencedes  Figures  dont  elle  décou- 
vre les  propriétés.  Tout  ce  qu'elle  conçoit  néceilàire 
eft  réel  de  la  réalité  qu'elle  (uppofe  dans  fon  objet. 
L'Infini  qu'elle  démontre  eft  donc  auflfi  réel  que  le 
Fini ,  &  l'idéequ  elle  en  a  n'eft  point  plu»  que  toutes 
les  autres  ^  une  idée  de  fuppofîtion ,  qui  ne'  foit  que 
commode ,  6(  qui  doive  diiparoître  dès  qu'on  en  a 
fait  ufage. 

Si  l'on  conçoit  Tenace  Hyperbolique  dîvifé  en 

Î)arties  finies  égales ,  chacune  pourra  être  prife  pour 
'Unité ,  il  y  en  aura  un  nombre  infini ,  &  leur  iomr 
me  fera  égale  à  cet  Infini ,  qui  eft  l'efpace.  Or  une 
fomme  quelconque  dé  nombres  quelconques ,  ne 

Eeut  être  qu'Un  nombre.  L'Infini  eft  donc  un  nora- 
re ,  &  doit  être  traité  comme  tel ,  ce  qui  prouve 
encore  fa  réalité ,  puifqu-il  a  toute  celle  des  nom- 
bres. 
Le  parallélogramme  circonfcrit  à  l'efpace  Afymp^ 
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torique  Hyperbolique ,  c'eft-à-dire ,  le  parallélo^ 
gramme  dont  un  des  côtés  fera  la  première  &  plus 
grande  Ordonnée  de  l'Hyperbole ,  &  l'autre  Î'A- 
fymptote  ,  ou  Axe  infini  ,  fera  vifiblement  plus, 
grand  &  beaucoup  plus  grand  que  l'efpace  Afymp- 
totique.  Voilà  donc  un  Infini  plus  grand  qu'un  au- 
tre ,  &  cet  Infini  je  le  puis  doubler ,  tripler ,  &c.  en 
concevant  la  première  Ordonnée  de  l'Hyperbole 
deux  fois ,  trois  fois ,  &c.  plus  grande  ;  les  Infinis 
peuvent  donc  avoir  entre  eux  tous  les  rapports  des 
nombres. 

Si  enfin  je  conçois  que  la  première  Ordonnée  de 
l'Hyperbole  foit  devenue  égale  à  l'Afymptote,  le  pa? 
rallélogramme  circonfcrit  eu  un  quarré  infiniment 
plus  grand  que  l'efpace  Afymptotique  infini ,  ce  qui 
fait  voir  &  ti  néceilité  &  la  realité  des  différens  or- 
dres d'Infini ,  car  dès  qu'on  en  tient  deux ,  on  voit 
allez  qu'il  n'y  a  plus  de  bornes» 

Ces  différens  Ordres ,  dont  l'ordre  du  Fini  eft  le 
premier  &  le  plus  bas  y  font  véritablement  incompa- 
râbles  y  c'eft-a-direj  qu'une  grandeur  de  l'un  n'eu  rien 
par  rapport  à  une  grandeur  de  l'ordre  fupérieur, 
non  dans  le  fens  qu'un  grain  de  fable  ne  feroit  rien 
par  rapport  à  un  Globe  dont  la  diftance  du  Soleil 
a  Sirius  feroit  le  rayon ,  mais  dans,  un  fens  infini- 
ment plus  rigoureux  i  car  ce  grain  de  fable  &  ce 
Globe  font  du  même  ordre ,  puisque  ce  Globe  n'eft 
certainement  pas  infini ,  ou  plus  grand  que  toute 
grandeur  finie^ 
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Je  ne  vois  pas  qu'on  puifTe  rompre  en  aucun 
endroit  cette  chaîne  de.  confcquences  qui  naiflent 
il  fîmplement  &  d  naturellement  de  la  propriété 
inconteftable  de  Tefpace  Hyperbolique ,  elles  naî- 
troient  de  même  de  plulîeurs  autres  vérités^  démon- 
trées en  Géométrie  j  &  par  conféquent  ne  pas 
recevoir  l'Infini ,  tel  qu'on  vient  de  le  repréfenter , 
&  avec  toutes  fes  fuites  néceflàircs ,  c'eft  rejetter  des 
démonftrations  géométriques ,  ôc  qui  en  rejette  une 
les  doit  rejetter  toutes. 

Mais  fi  la  certitude  eft  entière ,  il  femble  que 
l'évidence  ne  le  foit  pas  ;  par  exemple ,  un  Innni 
moindre  qu'un  autre  a  beau  être  démontré  ,  il  paroîc 
toujours  enfermer  une  contradicStlon.  Cet  Infini 
moindre  eft  nécef&irement  limité  par  rapport  au 
plus  grand,  &  dès  qu'il  eft  limité,  il  n'eft  plus  infini: 
mais  iliâLttt  prendre  garde  qqe.  ce0£  cQtucradiâion 
apparente  vient  de  l'idée  d'uii  autre  Infini  que  celui 
qu'on  a  pofé. 

Nous  avons  naturellement  une  certaine  idée  de 
rinfini ,  comme  d'une  grandeur  fans  bornes  en  tous 
fens,  qui  comprend  tout,  hors  de  laquelle  il  n'y  a 
rien.  On  peut  appeller  cet  Infini  Métaphyfique  :  mais 
l'Infini  Géométrique  y  c*eft-à-dire,  celui  que  la  Géo- 
métrie confidere,  &  dont  elle  a  befoin  dans  fes 
recherches ,  eft  fort  digèrent ,  c'cft  feulement  une 
grandeur  plus  grande  que  toute  grandeur  finie; 
mais  non  pas  plus  grande  que  toute  grandeur.  Il  eft 
Yifible  que  cette,  définition  permet  qu'il  y  ait  des 
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Infinis  plus  petits  ou  plus  grands  que  d'autres  Infinis^  ' 
èc  que  celle  de  Tin  fini  Métaphyuque  ne  le  permet- 
croit  pas.  On  neft  donc  pas  en  droit  de  tirer  de 
l'Infini  Métaphyfîque  des  objections  contre  le  Géo- 
métrique ,  qui  n'eft  comptable  que  de  ce  qu'il  ren- 
ferme dans  fon  idée ,  &  nullement  de  ce  qui  n'ap- 
partient qu  a  l'autre* 

Je  puis  dire  encore  plus  :  l'Infini  Métaphyfiquc 
ne  peut  s'appliquer  ni  aux  nombres ,  ni  a  l'éten- 
due ,  il  y  devient  un  pur  Etre  de  raifon ,  dont  la 
fauiTe  idée  ne  fert  qu'à  nous  troubler  Se  à  nous 
égarer. 

L'Infini  géométrique  étant  bien  entendu ,  fe$ 

Î>rincipes  bien  inébranlables ,  les  conféquences  bien 
iées ,  la  plupart  des  recherches  un  peu  élevées  ne 
laifTent  pas  de  nous  jetter  encore  dans  des  abîmes 
d'une  obfcurité  proronde ,  ou  tout  au  moins  dans 
des  Pays  ou  le  jour  cft  extrêmement  foible.  L*A- 
fymptotifme  des  Courbes  toujours  fort  étonnant , 
quoique  fort  ordinaire ,  les  efpaces  Afymptotiques 
que  d'afTez  légères  différences  rendent  nnis  ou  infi- 
nis ,  leurs  Solides  que  des  efpaces  infinis  donnent 
finis  j  Ôc  que  des  efpaces  finis  donnent  infinis  y  des 
fommes  de  Suites  '  infinies  ^  qui  d'infinies  qu'elles 
étoient  deviennent  finies  par  la  feule-  élévation  des 
Suites  au  quatre ,  une  infinité  d'autres  merveilles  in- 
compréhenfibles  par  elles-mêmes  ,  naiflent  à  cha- 
que moment  fous  les  pas  des  Géomètres^  &  il  femble 
que  la  Géométrie ,  qui  fe  pique  d'avoir  la  clarté  ea 
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partage ,  devroit  être  exempte  de  merveilles.  Quet 
quefois  même  des  Méthodes  ,  quoique  fines  & 
ingénieufcs  ,  ne  donnent  aucune  idée  nette.  Je  n'ai 
point  vu,,  par  exemple ,  de  Géomètre  qui  entendît 
précifément  ce  que  c'eft  dans  la  «Règle  des  Inflé- 
<ihcions  &  des  Rebrouflèmens  ,  qu'une  différence 
féconde  devenue  égale  à  l'Infini.  J'en  puis  dire 
autant  de  la  Courbure  infinie ,  que  Ton  démontre 
telle  fans  favoir  aucunement  en  quoi  elle  confifte. 
Ajouterai'-je  qu'il  femble  quelquefois  que  les  Géo- 
mètres fe  faifent  honneur  de  leurs  conclufions  fur- 
prenantes  ,  &  qu'ils  feroient  fichés  qu'elles  fuifenr 
plus  vrai-femblâbles  ?  Quoiqu'il  en  foit ,  il  eft  arrive 
dans  la  haute  Géométrie  une  chofe  bifarre  ,■  la 
certitude  a  nui  à  la  clarté.  On  tient  toujours  le  fi( 
du  Calcul,  guide  infaillible,  il  n'importé  où  l'on 
arrive  ,  il  y  falloir  arriver ,  quelques,  ténèbres  qu'on 
y  trouve.  De  plus,,  la  gloire  a  toujours  été  attâ- 
ehée  aux  grandes  recherches  ,  aux  folutions  des^ 
Problèmes  difficiles ,  êc  non  à  l'éclairciifement  de& 
idées. 

J'ai  cra  que  cet  éclairciâemeht ,  négligé  par  les 
habiles  Géomètres ,  pourroit  être  utile  a  la  Géômé* 
trie  i  on  n'en  marchera  pas  plus  fûrement,,  mais  oii 
verra  plus  clair  autour  de  foi ,  avec  le  fil  qu'cm  avoic 
dans  des  Labyrinthes  fombres^  on  aura  un  fiam-^ 
beau ,  dont  la  lueur  ne  fauroit  être  fi  petite  ,  qu'elle 
>ne  foit  toujours  de  quelque  ufage,  &  même  fi  cet- 
té  petite  lueur  que  je  présence  n'efi;  paâ  fauffe  ^.  rien% 
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n*empêchera  qu'on  ne  l'augmente  beaucoup. 

J'avoue  qu'on  peut  me  teprocher  qu'au  lieu  d  c- 
claircir  l'Infini ,  j.'y  porte  une  obfcurité  nouvelle,  un 
Paradoxe  inoui,  qui  eft  expofé  dans  la  Se<5t.  III ,  & 
qui  enfuite  fe  retrouve  fouvent  dans  tout  l'Ouvrage  : 
mais  fî  ce  Paradoxe  eft  vrai ,  s'il  fuit  nécelïàirementêS» 
de  la  nature  de  l'Infini ,  je  la  fais  mieux  connoître , 
j'en  fais  mieux  connoître  les  propriétés  j  qui ,  quoi- 
qu'obfcures ,  font  la  fource  de  tout  ce  que  le  Cal- 
cul nous  donne  de  plus  étonnant  j  on  arrivera  aux 
plus  grandes  merveilles  bien  préparé ,  &  fans  cette 
efpece  de  furprife ,  qui  dans  le  fonds  n'eft  point  ho- 
norable à  une  vraie  Science.  C'eft  toujours  un  degré 
de  lumière ,  que  de  voir  fûrement  à  quel  principe , 
fut -il  peu  connu,  tiennent  certains  effets.  Ainfi 
quand  les  Phylîciens  ont  demandé  comment  fe  fait 
la  génération  perpétuelle  des  Plantes  &  des  Ani- 
maux ,  qui  font  des  Corps  d'une  organifation  fî  ad- 
mirable Ôc  fi  conftante ,  ceux  qui  ont  dit  que  ces 
Corps  font  déjà  tout  formés  «le  la  main  du  fouverain 
Etre  dans  les  Graines  ou  dans  les  Œufs ,  &  qu'ils  ne 
font  que  fe  développer  ;  ont  apporté  dans  la  Phyfi- 
que  une  connoifTance  nouvelle  &  utile ,  toute  ac- 
compagnée qu  elle  eft  de  difficultés  embarraffantes } 
elles  ne  font  pas  abandonner  le  principe ,  &  on  fe 
contente  d'acimirer.  Je  remarquerai  en  paffant  que 
dans  cet  exemple  même  la  principale  difficulté 
vient  de  l'Infini. 

Ceux  qui  o|it  le  plus  traité  l'Infini  géométrique  , 

ne 
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aie  l'ont  fait  jufqua  préiènc  qu'avec  un  refte  de  ti- 
midité ,  qui  les  a  empêchés  de  l'approfondir  autant 
qu'ils  le  pouvoient.  Il  m'a  femble  qu'au  point  où, 
l'on  en  étoit  venu ,  cette  timidité  n'étoit  plus  guère 
-^e  faifon ,  &  que  ma  témérité  lèroit  excufable ,  fi 
je  tâchois  d'avancer  encore  de  quelque  pas  -,  pourvu 

3[ue  je  fuivifle  exaâement  les  routes  déjà  ouvertes. 
1  s'efl:  offert  à  moi  une  infinité  de  nouveaux  Infinis 
-ignorés ,  &  cependant  importans  ,  ôc  en  général 
i'Infini  s'étend  beaucoup  plus  qu'il  ne  faifoit  fur 
-toute  la  Géométrie ,  ne  fût-ce  que  par  cette  feule 
faifon  y  que  c'eft  lui  qui  fait  les  Incommenfurables , 
dont  le  nombre  eft  infiniment  plus  grand  que  celui 
des  Commenfurables.  On  rapporte  qu'il  y  a  dans 
les  Pays-Bas  de  grandes  étendues  de  terre  qui  ont 
été  couvertes  par  la  Mer,  &  dont  il  ne  refte  que 
Qwlques  pointes  4e  Clochârs  é|»aj:fes  ^àc  là ,  qui 
lortent  de  Teau.  Oeft  ainfi  à  peu-pres  que  l'Occatt 
de  rinfini  a  abimé  tous  les  nombres ,  &  toutes  le» 
grandeurs ,  dont  il  ne  refte  que  le»  Commenfurables 
que  nous  puilCons  connoître  parfaitement.  M. 
rluguens ,  qui  étoit  du  moins  autant  homme  d'ef* 
prit  que  grand  Géomètre ,  a  dit  en  quelque  endtbit 
ae  fon  Cofmotheoros ,  qu'il  fiupfonnoit  que  tout  notre 
Calcul  ne  rouloit  que  fur  les  petits  commencemens  des 
Suites  des  ^ombres.  M.  Waliis  a  cru  auffi  que  tous 
nos  Signes  radicaux  ne  fuffiroient  pas  pour  expri<* 
mer  certains  nombres  qu'il  entrevayoit^  plus  un- 
guliers  &  plus  Incommenfurables  que  les  Incom- 
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incnfurablcs  ordmaires.  Il  y  a  bien  ée  l'apparence 
qu'il  entirerojç  de  l'Infini  d^fis  çcf  nombres  de  M. 

W^llis.  .  ^      ^ 

Quand  qiiç  Science ,  ^Ue  que  la  Géométrie,  ne 

i&ic  que  de  naître ,  on  ne  peut  guère  attraper  que 

des  vérités  dilpçrfées  qui  ne  fe  tiennent  point ,  ôc 

çn  \p^  prouve  chacune  à  part  comme  Ton  peut ,  ôc 

prefqyç  toujours  ^vec  be^çoup  d'embarras.  Mais 

quand  un  cettîua  nombre  de  ces  Vérités  défunies 

ont  été  trouvées ,  on  voie  en  quoi  elles  s'accordent, 

&  les  principes  généraux  commencent  à  fe  moui- 

trer  >  non  pas  encore  les  plus  généraux  ou  les  pre-r 

miefs ,  il  faut  ua  plus  grand  nombre  de  Vérités 

pour  les  forcer  9  piroître.  Pluiieurs  petites  Branche» 

que  l'on  tie/ic  d'abord  féparément ,  mènent  à  la 

[rçiTe  B/aqçhe  qui  les  produit ,  &i  pluiïeurs  groffes 

►ranches menetijç  enfin  au  Tronc,  vne  des  grande» 

iliffi.culcés  que  j'aie  éprouvées  dans. la  compoiîtion 

de  cet  Ouvrage  a  é.té  de  faifir  le  Tronc,  ôc  plufieur» 

grofe  Branches,  m'ont  paru  l'être  qui  ne  1  etoient 

pas.  Je  ne  fuîî  p^s  fur  de  ne  m'y  être  pas  encore 

trompé ,  mais  én^a  quand  j'ai  eu  pris  rinfioi  pour 

le  Tronc ,  il  oe  m'a  plyis  été  poifihle  d'en  trouver 

d'autre ,  &  je  l'ai  vu  dilb'ibuer  de  toutes  pans ,  as 

répandre  fes  rameaux  avec  une  régularité  &  une 

fynunétrie  >  qui  n's  pa$  peu  fervi  à  ma  perfuaiîoA 

particulière. 

Un  avantage  d'avoir  faifi  les  premiers  Principes, 
ièroif  que  l'ordre  fe  mer^oit  par-tout  prefque  de 
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Kiî-même ,  cet  of  dre  qui  embellit  tout ,  qui  fortifie 
les  Vérités  par  leur  liatifoft ,  que  ceur  à  qiri  oïf  parlé 
ottt  droit  d'exiger ,  &  qu'on  ne  peut  Idiir  refiifer  faM 
uûe  efpece  d'injuftice ,  fur-totit  fi  oh  facrifie  leur 
commodité  à  k  gkfiré  dé  paroître  Mus  profond; 
De  plusf  les  démonftrations  qui  ne  font  pas  tit'éesf 
des  premiers  principes ,  ne  vont  guère  ati'  but.  qticf 
par  de  longs  &  fariguans  circuits.  Où  ne  iâit  pref^ 
que  plus  d  où  l'on  eft  parti ,  on  ne  fart  par  où  l'oft 
à  pafTé.  Mais  fi  on  a  pti  remonter  I  là , Vraie  nature 
des  chofes ,  les  démonftrations  en  nir/fertt  prefqae' 
immédiatement ,  &  en  fotild  :  il  arrivé  tàremelitî 
qu'il  y  ait  bien  loin  des  conclufions  aux  principes , 
9c  que  l'on  ne  puifïc  pas  embraffcr  d'un  coup  .d'œi! 
tout  le  chemin  qu'on  â  fait.  Enfin  cé.qtii.n'eft  pîisf 
pris- dans  ces  premiers  fonrces ,  manqué  sfffet;  foii- 
vemif  d'une  certaine  clattér,  Oti  fe  fci£  éesrRay'dh* 
des  Développées  pour  mefurer  la  courbure  dts' 
Courbes  j  mais  parce  que  ces  Rayons  né  font  qu'un* 
kidke  dte  1»  ^ourbtfre,  èc  non  pas  ce  qtii  là  ^t  ^ 
^psuid  bn  trouve  ttné  côtïrbune  infinie ,.  on  •ntt^peuc' 
en  prendre  felori  cette  Tfeéorîe  aucune  fdée- nette.' 
Le  Vrai  eft  fiiiirpFe  èc  clair ,  &  quârtd  notre  maMercT 
d'y  arriver'  eft  embârraffcè'  &  o&fcure  ;  on  peirt  dîPr^ 
qu^cMe  mené  au  Vrar,  &  n'éft  pis  V^aïé:  -' 

Le  Câkul  tfèft  guère  en  GébnWtil'e  qtfèf  Ce 
qu'eft  rcïpcrience  en  PRyfiqûe-,ôi  toûtfeS  fes  Vérités 
produites  feulement  pîtf  le  Cdciïf ,  oA  les  pdurroif 
ttaiter  de  Vcrités^cf  cxpétience^  Les  Sciences  doivent 
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aller  jusqu'aux  premières  caufes ,  fur-tout  la  Géo- 
métrie ,  ou  l'on  ne  peut  foup<^onner  comme  dans  la. 
Phyfique  des  principes  qui  nous  foient  inconnus^ 
Car  il  n'y  a  dans  la  Géométrie,  pour  ainfî  dire,, 
que  ce  que  nous  y  avons  mis ,  ce  ne  font  que  les. 
idées  les  plus  claires  que  r£fprit  humain  puifTe 
former  fur  la  Grandeur  comparées  enfemble ,  Se 
combinées  d'une  infinité  de  façons  différentes ,  au 
lieu  que  la  Nature  pourroit  bien  avoir  employé, 
dans  la  ftru^fcure  de  l'Univers  quelque  Méehanique 
qui  nous  échape  abfolument.  Que  fi  cependant  la 
Êéométrie  a  toujours  quelque  obfcurité  effentielle» 
qu'on  ne  puiffe  difHper ,  SZ  cg  fera  uniquement ,  à 
ce  que  je  crois  j  du  côté  de  l'Infini,  c'eft  que  de  ce 
côte-là  la  Géométrie  tient  à  la  Phyfique ,  à  la  nature 
ini^me  des  Corps  que  nous  connoiffons  peu ,  6c 
peut-être  aufli  a  une  Métaphyfîque  trop  élevée  , 
dont  il  ne  nous  eft  permis  que  d'appercevoir,  quel- 
ques rayons. 

Si  Ton  fait  l'honneur  à  ce  Livre  de  l'attaquer  ^ 
&  que  ce  foit  par  des  endroits  qui  me  font  com- 
muns avec  les  Géomètres  partifans  de  l'Infini,  je 
jfïc  repoferai  de  ma  défenfe  fur  leur  autorité ,  &  ne 
me  mêlerai  point  de  foutenir  leur  fentiment^  qu'ils, 
foutiendroient  mieux  que  moi.  Si  on  m'attaque  pac. 
des  endroits  qui  me  foient  particuliers, .je  demande 
en  grâce  qu'on  ne  les  ait  point  jugés  du  premieiL 
coup  d'œil ,  qu'on  ne  les  prenne  qu'accompagnés 
de  tout  ce  qui  les  appuie  ou  les  uvoiifè  j  en  ua« 
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mot  qu'on  rompe  abfolument  la  liaifon  qults  m'ont 
paru  avoir  avec  les  prindpes  reçus,  &  je  recon- 
noîtrai  mon  erreur  fans  chercher  de  vains  fubterfu- 
ges.  J'en  dis  autant  de  toute  autre  efpece  de  fautes 
où  je  ferai  tombé  fans  m'en  appercevoir ,  ce  qui 
n'eft  que  trop  poflible  dans  un  afléz  grand  Ouvra- 
ge ,  que  j'ai  toujours  craint  qui  ne  fut  au-deflu»  ds 
mes  forces  >  &  que  i'ai  fupprimé  long-temps  par 
cette  taifon. 
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EXTRAIT    D  ES    REGISTRES 

de  î Académie  Royale  des  Sciences. 

Du  Xi.  Février  171J. 

MEfficuts  de  M  AIR  AN  6c  Nicole  ,  qui  avoîent  été 
nommés  pour  examiner  les  Elemens  de  la  Géométrie 
de  t Infini^  par  M.  DE  Fontenelle  Secrétaire  perpétuel  de 
TAcadémie  y  en  ayant  fait  leur  rapport  ;  la  Compagnie  a  jugé 
que  la  plupart  des  idées  contenues  dans  cet  Ouvrage  étoient 
nouvelles ,  foit  par  le  fond ,  foit  par  la  forme  que  l'Auteur 
leur  donnoit ,  que  Papplication  qu  il  en  faifoit  à  la  recherche 
des  propriétés  des  Suites  infinies  de  grandeurs  quelconques, 
à  la  nature  àts  Courbes  >  à  leurs  Afymptotes^  à  leurs  Ëfpaces, 
&  aux  Solides  qui  refultent  de  leurs  révolutions  autour  d'un 
axe  j  aux  forces  Centrales ,  &  à  quelques  autres  queilions 
Phyfico-mathématiques  »  étoit  folide  &  ingénieufe ,  que  les 
Incommenfurables ,  &  les  quantités  Imaginaires ,  étoient  ex« 
pliquées  d  une  manieté  toute  nouirëlle^  ôc  comme  fàifant 
partie  d'un  plan  général  >  quipréfemoit  à  l^fprit  un  fpeâacle 
magnifique  ^  &  qu'enfin  un  Ouvrage  fi  capable  d'intérefler 
les  plus  grands  Géomètres  par  les  (péculations  fublimes  qu'il 
contient  >  ôc  en  même-temps  fi  propre  à  éclairer  ceux  qui 
afpirent  à  le  devenir,  ne  pouvoir  qu'être  utile  au  Public ,  & 
faire  honneur  à  l'Académie.  En  foi  de  quoi  j'ai  figné  le  pre- 
fent  Certificat  au  lieu  du  Secrétaire,  A  Paris  ce  2  5^  Février 
1727.  deReaumur,  Directeur  de  ^Académie  Royale 
des  Sciences. 
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SECTION    PREMIERE. 

De  la  Grandeur  ^  &  àe  fes  Rapports  ;  des  Proportions  , 
C?"  des  Progrejpons. 

I  A  Grandeur  eft  ce  qui  eft  fufceptiblc   o  ?«#  *v 
H  d'augmentation  &  de  diminution ,  ou ,  ce  5"*  ^  ^î'*^ 
qui  eft  ie  même ,  de  plus  &  de  moins.  Tels  ^'*'' 
font  les  Nombresj  les  Lignes/Ies  Surfaces, 
I  les  Solides,  les  Temps,  &C.I1  eft  clair  qu'un 
Nombrte  peut ,  &ns  cefler  d'être  nombre  j  être  plus  grand  ou 
plus  petit.  De  même  une  ligne  ^&c. 

A 


2  Ele'mens  de  la  Ge'ome'trie 

2.  Donc  o  n'eft  point  grandeur,  car  il  n  eft  fulceptible  nî 
d'augmentation  ni  de  diminution.  Un  rien  ne  peut  être  un 
plus  grand  ou  un  moindre  rien. 
Deux  manie-  3. 11  eft  naturel  de  concevoir  les  Grandeurs  comme  for- 
VJrmTi/^  niées  par  une  augmentation  fucceflîve  :  &  pour  cela  ce  qu'il 
Grandeur,  y  a  de  principal  à  confidérer ,  c'eft  leur  origine.  Je  puis  les 
prendre  à  un  point ,  dans  un  état ,  où  elles  n  exiftent  pas  en- 
core, &  d'où  elles  partent  pour  devenir  grandeurs,  ou  bien 
je  puis  les  prendre  comme  formées  de  quelque  grandeur  de 
même  efpéce  ,  fi  petite  que  ;e  voudrai ,  &  qui  croîtra  tou- 
jours :  il  n'y  a  que  c^s  deux  manières  poflibles.  Ainfi  s'il  s'a- 
git, par  exemple ,  des  élévations  du  Soleil  fur  l'Horifon, 
je  puis  commencer  par  les  prendre  au  point  où  le  Soleil  eft 
précifément  à  l'Horifon ,  &  où  fon  élévation  eft  nulU ,  ôc 
compter  de  là  i .  degré ,  2.  degrés ,  ou  feulement  i .  Minute  > 
^.  Minutes ,  &c.  ou  des  Secondes ,  &c.  mais  je  puis  auffi 
commencer  par  prendre  i.  degré  ou  une  Minute  ,  &c.  d'é- 
lévation ,  &  de-là  compter  le  refte. 

Selon  la  l '^  manière ,  la  numération  commence  par  o  >  fie 
félon  la  2^*^  par  i.  Selon  la  i  ^  ,  o  eft  un  Terme  d'où  partent 
les  grandeurs  croiffantes  ,  fie  félon  la  2  s  ^  eft  un  Elément 
dont  elles  font  formées.  Elles  font  d'autant  plus  grandes 
qu*elles  font  plus  éloignées  de  o  félon  la  i^*",  fie  qu'elles 
font  formées  de  i  plu«  répété  félon  la  2  ^\  En  un  mot ,  on 
a  fuivi  ou  l'idée  de  diflance  plus  ou  moins  grande  à  un  Ter* 
me  commun ,  ou  l'idée  de  répétition  plus  ou  moins  grande 
d'un  Elément  commun. 

4.  Zéro  ne  peut  être  que  Terme  ,  ôc  jamais  Elément, 
car  il  faut  qu'un  Elément  foit  grandeur ,  fie  il  ne  l'eft  pas  (  2 }» 

5.  Donc  fi  Zéro  commence  une  formation  de  grandeurs, 
cette  formation  eft  faite  félon  l'idée  de  diftance ,  fie  nbn  fé- 
lon celle  d'Elément. 

d.  Un  Elément  doit  être  moindre  que  les  grandeurs  qui 
en  font  formées ,  fie  le  même  pour  elles  toutes    S'il  y  avoit  ' 
dans  la  Nature  une  grandeur  qui  fût  réellement  la  moindre 
grandeur  pofllble  de  toutes  celles  d'une  efpece,  par  exemple. 
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une  élévation  du  Soleil  fur  THorifon  y  moindre  que  toutes 
les  autres  5  ce  feroit  celle-là  qu'il  faudroit  prendre  pour  Eté* 
ment  des  élévations  ;  mais  comme  une  telle  grandeur  n'exifie 
point  y  on  ne  peut  avoir  un  Ellément  que  par  une  détermina- 
tion arbitraire  9  par  exemple  y  i  •  degré  d  élévation  ^  ou  i .  Mi- 
nute y  ôcc.  cet  élément  une  fois  fixé  ne  doit  plus  changer. 

.7.  Soit  que  1  onprerme  pour  élétnent  des  élévations  du  So-  Vmté  n$mé^ 
leil  ou  u  degré,  ou  i.  Minute ,  ou  1.  Seconde ,  &c.  C'eft  ^%^*&g*^ 
toujours  I.  appliqué  à  différentes  grandeurs  réelles  y  &  qui"^  ^'^^ 
les  défigne.  Ainfi  i.  eft  une  grandeuj purement  intelligible 
6c  abilratte  y  au  lieu  que  i  •  degré  >  ou  i  •  Minute  &c.  eft 
une  grandeur  exiftante  &  réelle,  i.  dans  le  i"^  fens s'appelle 
Vumté  numérique ,  &  dsnsle  2  ^  fens  y  où  il  eft  appliqué  à  quel- 
que grandeur  réelle  y  c'eft  V  unité  géométrique*. 

8.  L'unité  géométrique  eft  divifible,  i.  degré  contient 
éo  Minutes  y  1 .  Minute  do.  Secondes  y  ôcc.  Mais  Tunîté  nu^ 
mérique  eft  indivifible,  car  quelque  grandeur  réelle  que  je 
veuille  déiigner^  je  ne  la  puis  déHgner  par  un  nombre  moindre 
que  I .  Et  (î  je  dis  - ,  -^ ,  &Cc  j'entends  7  >  7  de  quelque  grandeur 
xéelle  ou  unité  géométrique ,  comme  d'un  degré ,  d  une  mi- 
nute j  d'une  toife ,  &c.  alors  c'eft  le  demi-degré ,  ou  la  de*- 
mi  minute,  &c.  qui  devient  l'unité  numérique. 

.  p«  L^unité  numérique  eft  l'Elément  commun  de  tous  lés 
jiombres  y  2.  5.  4.  âcc.  ils  ne  Com  tous  que  !•  répété  un  cer* 
<tain  nombre  de  fois. 

ro.  Les  nombres  naturels  étant  pris  félon  l'idée  de  di- 
stance précifément ,  ils  font  o ,  i ,  2 ,  3  >  &c.  &  félon  l'idée 
xl'élément  ^  ils  ne  font  que  i  y  lyS  y  ôcc.  De  la  i'^^  manière 
ils  fe  forment  par  addition  ,0.  o-+'i  =  i.o-Ha=2,  &c. 
&  de  la  2^^  ils  fe  forment  par  multiplication  y  i.  1^2  =  1» 

1x5  =  5,  6cc.  Donc  tout  nombre  eft  égal  à  la  diftance  ofit 
il  eft  de  o ,  &  tout  nombre  eft  égal  au  nombre  de  fois  que  l. 
à  du  être  repété  pour  le  former. 

1 1  •  Zéro  ne  peut  abfolument  être  élément  (  4.  )  mais  r. 
peut  être  terme  auffi-bien  qu'élément  y  car  rîen  n'empêche 
que  Ton  ne  prenne  les  nombres<:roiiËuis  comme  diftans  de  i  y 
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&  que  Ton  ne  dife  i-hi  =  i.  i-+-a=:3,  &c.  Mais  ce  qui 
marque  bien  que  i.  n  eft  pas  fi  naturellement  terme  que  o , 
c'eft  que  les  nombres  ne  lont  pas  égaux  à  leurs  diftances  à  i, 
comme  ils  le  font  à  leurs  diftances  à  o  (  lo.  ) 

I  2.  Tout  o  eft  le  même  o ,  &  tout  i  eft  le  même  i  nu?* 
nidrique ,  mais  non  pas  géométrique  (  7.  ) 

13.  Puifque  l'unité  numérique  eft  indivifible  (8)  6c  le 
moindre  nombre  poffible  ,  elle  n  a  point  d'élément  ;  car  il 
feroit  moindre  qu'elle ,  ou  ce  qui  revient  à  la  même  chofe  f 
elle  n'a  d'élément  qu'elle-même.  Et  en  effet  1x1=1.  Cela 
doit  être  encore  j  parce  que  tout  nombre  a  étant  =1x^(10) 
il  faut  auft]  que  a  étant  i  ^  i  x  i  foit  ==;  1  • 

1 4»  Donc  1  eft  toujours  i ,  à  quelque  puiffance  qu'on  l'é- 
levé ,  &  par  conféquent  auffi ,  quelque  racine  qu'on  en  tire. 

I  j*.  Puifque  i .  multiplié  par  lui-même  tant  qu'on  voudra 
ne  change  point ,  c'eft  la  même  chofe  que  s'il  n'étoit  point 
multiplié,  &  une  multiplication  qui  ne  produit  aucun  effet 
peut  n'être  point  comptée.  Donc  il  eft  également  vrai ,  & 
que  I .  n'eft  formé  d'aucune  multiplication ,  &  qu'il  eft  for- 
mé d'autant  de  multiplications  par  lui-même  qu'on  voudra  > 
ce  qui  lui  eft  particulier. 

1 6.  Il  n'y  a  point  de  nombre  quî^aulïi-bîen  que  o>  &  mô- 
me que  I  •  (  II.)  ne  puiffe  être  un  Terme  d'où  l'on  comp- 
tera d'autres  nombres  plus  grands:  mais  il  ne  fera  qu'un 
Terme  particulier ,  &  il  n'y  en  a  point  qui ,  auffi-bien  que  i  ^ 
ne  puiffe  être  élément, mais  élément  particulier  de  nombres 
plus  grands.  Ainfi  tout  nombre  a  eft  tel  que  l'on  en  peut  tou- 
jours faire  un  plus  grand  qui  fera  a'+'mjouaxm^m  étant 
un  nombre  quelconque  entier. 

1 7.  Tout  nombre  a  pouvant  être  Terme  à  l'égard  d'un 
plus  grand  qui  fera  a-+-m  y  il  n'eft  pas  vrai  de  même  qu'il 
puiffe  être  élément  à  l'égard  de  tout  nombre  plus  grand. 
Ainfi  2.  &  5.  font  tels  que  2  -h  m  =  3  ,  wî  étant  =  i  :  mais 
jamais  2  x  ;?9  ne  peut  être  c=  3  ,  tw  étant  un  nombre  entier. 
Il  en  eft  de  même  de  tous  Its  nombres  dont  le  grand  n'eft  pas 
^un  multiple  exa£t  du  petit.  Cela  enferme  deux  cas*  i""*  b'ûs 
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font  premiers  entr'eux  comme  2  &  5  >  ils  ne  peuvent ,  n'étant 
pas  exprimés  félon  l'idée  de  diftance  y  ou  par  a  &  a  -f-  w , 
s'exprimer  que  par  aSmb.  2?.  S'ils  ne  font  pas  premiers  entr'- 
cux ,  &  que  l'un  foit  fimplement  un  multiple  non  exaâ  de 
l'autre ,  il  eft  aifé  de  voir  qu'ils  s'exprimeront  par  am&cbm, 
aàib  étant  deux  membres  premiers  entr'eux  >  &  m  le  même 
de  part  &  d'autre.  Tels  font  io  =  2xj  &i5'=:3X5'. 

1 8.  Donc  en  général  deux  nombres  ne  peuvent  s  expri- 
mer que  par  ^  ôc  a^m^oMa  àcaxmy  oua&ç,b,ouam, 
ôcbm. 

1$.  Un  Rapport  eil:  la  comparaifon  de  deux  chofos>  on    Raffmf^ 
plutôt  le  fondement  de  la  comparaifon  quàon  en  fait  ;  donc  ^^/^/'^'^^ 
il  faut  qu'elles  foient  deux ,  car  fi  elles  n'étoient  précifément  giomim^f^ 
&  de  tous  points  que  la  même ,  il  n'y  auroit  nulle  comparai- 
fon à  en  faire.  Donc  tout  leur  rapport  ne  vient  précifément 
que  de  ce  qui  fait  qu'elles  font  deuic.  Or  deux  grandeurs  pré- 
cifément prifes  comme  telles>&  fans  nulle  autre  circonilance 
étrangere,ne  peuvent  être  deux  y  que  parce  que  l'une  eft  plus 
petite  y  &  l'autre  plus  grande  ;  donc  c'eft  de-là  uniquement 
que  vient  leur  rapport  ^  &  il  ne  confîfte  qu'en  ce  qui  rend 
i'une  plus  petite ,  &  l'autre  plus  grande ,  ou,  la  plus  petite 
étant  pofée,  en  ce  qui  rend  l'autre  plus  grande. 

20.  Donc,  fi  deux  nombres  ou  grandeurs  font  exprimés 
par  ^  &  ^"--f-  w j  ou  par  abuamy  tout  leur  rapport  confîfte 
dans  m  j  qui  feule  les  rend  deux.  Or  m  eft  la  diftance  de  a-^m 
za^a  étant  pris  pour  Terme  à  l'égard  de  a-i^m,&cm  eft  le 
nombre  de  fois  que  a  y  Elément  de  am ,  eft  repété  dans  am  • 
Donc  le  rapport  de  ^  &  de  a^+^m  eft  pris  félon  Pidée  de  di- 
ftance, &  le  rapport  de  ^  Ôc  de  am  félon  Pidée  d'élément. 
Le  I  "  s'appelle  rapport  arhhmétiquf  ou  différence ,  &  le  a<^ 
rapport  géométrique. 

2.1.  Dans  l'expreflion  générale  du  rapport  arithmétique 
de  ^  &  de  a-hm ,  a  peut  être=o ,  parce  que  a  eft  confidéré 
comme  un  Terme  à  Tégard  de  a^+^m ,  ôc  que  o  eft  le  Terme 
commun  des  grandeurs.  Les  deux  grandeurs  a  &  a-^m  de- 
yiendrom  donc  alors  o  &  o  Ht  w=3  m ,  &  même  tout  la 
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rapport  arithmétique  de  ^  &  de  a-t-m  fe  réduit  néceflaire- 
ment  à  celui  de  o  ôc  de  m  ;  car  en  retranchant  de  ^  &  de 
^-^-m ,  a  qui  leur  eft  commun ,  &  qui  par  conféquent  ne  les 
tend  point  deux,  &  ne  fait  rien  à  leur  rapport,  ona^ — a 

2.2.  Donc  a  ècm  étant  deux  nombres  indéterminés,  dont 
chacun  peut  avoir  une  infinité  de  valeurs  différentes ,  le  rap- 
port arithmétique  de  deux,  nombres  quelconques  fe  réduit 
toujours  à  celui  de  o ,  &  de  leur  différence  m. 

2  j.  Donc  quand  on  prendra  m  pour  un  nombre  détermi- 
né,  il  y  a  un  rapport  primitif  &  original  de  o  &  de  m ,  qui 
a  9  pourainfi  dir%,  une  infinité  de  copies  dans  les  rapports 
de  ^1  &  de/ï-hw. 

14.  Dans  l'expreflîon  du  rapport  géométrique  de  ^  &  de 
am^an^  peut  être  =  0(4),  mais  il  peut  être  =  i ,  &  même 
quelque  grandeur  que  foit  a ,  le  rapport  de  ^ï  &  de  ^  m  fe 
réduit  à  celui  de  i  &  de  m^  car  a  àcam  ayant  a  qui  leur  eft 
commun  &  inutile  à  leur  rapport ,  fi  on  ie  leur  ote  à  tous 
deux  par  la  divifion,ce  qu  il  faut  faire^puifque  leur  rapport  eft 

formé  par  multiplication  {  i  o  ) ,  on  a  —  ==  i ,  &  —  =  w. 

2  f.  Donc  les  rapports  géométriques  du  nombre  infini  de 
grandeurs  rëpréfentées  par  a  &cam ,  nQ  font  que  les  copies 
du  rapport  primitif  &  original  de  i  ôc  de  m. 

25.  Quand  deux  grandeurs  ne  peuvent  être  exprimées 
que  par  ^  &  ^ ,  à  caufe  que  a  &il?  font  premiers  entr'eux  (  1 7), 
cela  n  empêche  pas  qu'elles  n'aient  une  différence  w ,  =  A 
— /i,  enquoiconfifteleur  rapport  arithmétique,  &  elles  peu- 
vent toujours  être  exprimées  par  ^  &  a-hm.  Mais  elles 
n'ont  point  de  m  pour  exprimer  leur  rapport  géométrique  ^ 
.  &  elles  n  ont  rien  de  commun  que  i ,  élément  de  toutes  les 
grandeurs  j  car  elles  font  i  x  a=ûy  &  i  x  b:=b.  Donc  leur 
rapport  géométrique  confifte  dans  a  &  dans  b  pris  en  leur 
entier ,  &  c  eft  un  rapport  irréductible  &  original.  Ces  gran- 
deurs font  deux  par  toute  leur  nature  &  par  toute  leur  expref^ 
(ion.,  6c  leur  rapport  géométrique  ne  peut  être  que  -f  ou  -f* 
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17.  Si  deux  grandeurs  font  exprimées  par  am^Schm  félon 
i  art.  1 7.  il  eft  vifîble  qu  elles  ne  font ,  félon  le  rapport  géo- 
métrique que'^  &  ^,  &  qu'il  fuffit  de  les  confidérer  fous  cette 
dernière  expreffion* 

28.  En  fuppofant  toujours  ^  <^,  on  peut  concevoir  que 
comme  am  eft  formé  de  ^ ,  multiplié  par  m^  ainfi  h  eft  formé 
de  a ,  multiplié  par  ^  ^czï  ax-^  ^=^.  Ainfi  en  prenant  m 
pour  un  nombre  quelconque ,  foit  entier  %  foit  fradUonnaire  , 
&  =:  4  expreffion  d'un  rapport  géométrique  irrédudible  ^ 
m  fera  un  multiplicateur  ^  qui  d'un  nombre  quelconque  en 
fera  toujours  un  plus  grand  quelconque. 

19.  Donc  deux  grandeurs  ayant  un  rapport  arîthmétîquç 
fe  peuvent  toujours  exprimer  par  ^  ic  a-^m,  Se  Ci  elles  ont 
un  rapport  géométrique  ipzï  a  àcam  y  &  en  réunifiant  les 
deux  fignes  H- ôc  X ,  les  deux  grandeurs  quelconques  s'ex- 
primeront par  tf  &  a^m^m étant  dans  l'arithmétique  une 

diâférence  >  &  dans  le  géométrique  un  multiplicateur  ^  en 
quoi  confifte  de  part  6c  d'autre  tout  le  rapport, 

30.  Deux  grandeurs  différentes  do  a  6c  de  a '^  m  ne  peu^ 
vent  avoir  entr'elles  le  même  rapport  quelconque  que  a  ôc 
a -h  m  j  ou  faire  avec  a  &l  a  +  m  une  proportion ,  foit  arith-' 
métique  yïoii  géométrique  y  à  moins  qu'elles  ne  foient  deux 
entr'elles  précifément  de  la  même,  manière  dont  a  èna  +  m 
font  deux  (  10  )•  Donc  il  faut  qu'elles  confervent  Xm  de  a 

m  >  donc  ces  deux  nouvelles  grandeurs  font  b  ^àLb  +  m^ 


5  r  •  Si  deux  grandeurs  ne  peuvent  être  exprimées  félon 
le  rapport  géométrique  que  par  a  ôcb  y  comme  elles  font 
deux  y  ou  différentes  par  toute  leur  expreffion  ^  deux  autres 
grandeurs  ne  fauroient  avoir  le  même  rapport  géométrique^ 
qu  elles  ne  foient  encore  ^  6c  ^  ^  fie  en  même  temps  pour  être 
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différentes  de  ^  &  de  ^  >  il  faut  qu'elles  le  foient  par  quelque 
chofe  qui  leur  foit  commun  à  toutes  deux^  &  par  conféquent 
ne  change  rien  au  rapport  de  ^  &  de  b.  Donc  les  deux  nou* 
velles  grandeurs  font  axmy&ibxm^CQ  qui  n'empêche 
pas  que,felon  le  rapport  arithmétique  y  elles  ne  puiffent  être 
exprimées  par  ^ôca-f-wî(  17  J. 


y 


Expreftongé-      32.  Donc  toutc  proportion  s'exprime  ainfi  : 

nérale  de  la 

proportion  a-       a.  a  +  m.  b.  b  +  w.  OU  ^.  ^.  a  +  m.b  +  m. 

rithmétique ,  X  x  x  x 

&deUgéo^  Chacune  de  ces  expreflîons  contient  deux  proportions  > 
métrique.      j,^^^  arithmétique  ,  iautre  géométrique. 

3  5 .  Quoique  dans  les  deux  proportions  de  chaqug  efpéce^ 
les  grandeurs  puiffent  être  les  mêmes ,  par  exemple,  <^=2  , 
^  =  5,^=34,  de  part  &  d'autre ,  les  deux  proportions  ne 
feront  pas  la  même ,  car  le  rapport  égal  qui  doit  être  entre 
les  1.  premières  grandeurs  d'une  proportion ,  &  les  2.  der- 
nières ,  ne  fera  pas  le  même  de  part  &  d'autre.  Ainfi  danj 
<î.  a-^m^b.  b'-hm ,  ce  rapport  égal  fera  4  >  &  dans  a,  h. 
a-^m»  b^m/\\  fera  i.  De  même  dans  a.  am.  b.  bm  le 
rapport  ou  multiplicateur  égal  fera  4,  &  dans  a.  b.  am.  bm  , 
il  fera  7  (  t8  ).  Alors  cette  dernière  proportion  fera  a.  ax-^. 
m.  mx  ^  y  c'eft-à-dire,  2.  2  x  ^.  4.  4  x  ^,  ou  i.  3.  4.  6.  6c 
elle  fera  réduite  à  la  même  forme  que  a.  am.  b.  bm  ^  félon 
lart.  28. 
.  34.  La  première  proportion  quelconque  de  Part.  32.  de- 
viendra la  2^^  y  fi  on  met  feulement  les  deux  termes  moyens 
à  la  place  l'un  de  Pautre.  Donc  ce  déplacement  de  termes 
n'empêche  pas  qu'il  n'y  ait  encore  proportion  ,  quoique  le 
rapport  égal  qui  conftitqe  la  proportion^ne  foit  plus  le  mê- 
me (33;!.  ^ 

5  j.  Au  lieu  de  commencer  par  les  plus  petits  termes  dans 
les  deux  comparaifons  que  l'on  fait  y  ou  oans  les  deux  rap« 
ports  y  on  peut  commencer  p?r  les  plus  grands  y  &  dire  : 


a'^m.  a.  b^m.  b.  o\ib.  a.  b^m.  a^m  y  &  il  eft  clair 

X  X  XX 

quç 


l 


DE  l'Infini.  Partie  L  SeSk  L  $ 

ue  ce  déplacement  de  termes  >  &  celui  de  Tart.  précédent 
bnt  tous  les  déplacemens  poflibles  >  qui  laifferont  fubfiiler 
une  proportion. 

36.  En  toute  proportion  il  n^  a  que  3  grandeurs  diffé^ 
rentes^  a  ,  i  j  iicm ,  répétées  chacune  une  fois. 

57.  De  quelque  manière  que  les  4  termes  d^une  propor- 
tion quelconque  foient  rangés  ^  pourvu  qu'ils  le  foient  de  ma« 
niere  qu'il  y  ait  proportion  icijb  y  &  m  fe  trouvent  toujours 
dans  lés  deux  termes  extrêmes  &  dans  les  deux  moyens  y  ôc 
ne  s'y  trouvent  qu*une  fois  chacun.  Donc  la  fomme  des  ex- 
trêmes^ ôc  celle  des  moyens  dans  la  proportion  arithmétique^ 
&  le  produit  des  extrêmes  &  celui  des  moyens  dans  la  géo- 
métrique y  font  toujours  des  quantités  égales. 

Des  principes  qui  viennent  a  être  établis  y  on  tirerait  aijèment 
toute  la  Théorie  des  Proportions  à  priori  y  au  lieu  que/buvent  les 
démonjîrations  quon  donne  en  cette  matière  font  fondées  fur  tégch 
lit é  des  extrêmes  &  des  moyens  y  qui  n^ejl  qu  une  propriété  y  &  non 
Fejfence  de  ta  proportion.  Ilfuffit  cf  avoir  fait  appercevoir  le  che* 
min  qu^on  pourrait  prendre  y  nous  ne  le  fuivrons  pas  plus  loin. 

^  38.  Dans  la  proporrion  (bit  arithmétique  y  foit  géomé-    ^y^gm^ 
trique ,  les  deux  rapports  égaux  font  celui  du  i  '^''  terme  au  2*,  glnêrmU  éUU 
&  du  3"^^  au  4™^ ,  mais  non  celui  du  2^  au  3'"^  Que  ^^^^ll^f^^'l"^ 
étoit  ég^l  aux  deux  autres^  la  proportion  fctoit  continue  y  ôc^^^ tk  u^éê^ 
szçpdlevoït  progrejpon  y  &  pourroic  comprendre  enfuite  tant  *»^^'î«^* 
de  termes  qu'on  voudroit. 


an 


Donc  deux  grandeurs  étant  exprimées  par  a  ôc  par  a  ^  m> 

une  3  "^  qui  auroit  même  rapport  à  la  2^^ ,  que  la  2^^  à  la  l '^ 
_  • 

feroit  a  ^  m  ^  m  ^  Ôc  on  aura  de  même  une  4^^  grandeur^ôc 

toujours  ainfî  de  fuite.  Donc  la  progreffion  arithmétique  fera 

-7'a.a^m.a^+*2m.a^+»  ^my  Ôcc. 
Et  la  géométrique. 

-H-  a.  am.  am\  am^  y  Ôcc. 
Si  les  deux  1  ^^^  grandeurs  étoient  exprimées  par  4  ôc  par  /> 
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îl feroît aifé  de  réduire  h  à lexpreffion  ^  ^   ^  >  puifqu'on 

peut  prendre  mi=t  —  a  {26)  ou  nj  —  (  28  )• 

ip.  Donc  en  toute  progreflîon  il  n  y  a  ^ue  deux  gran-^ 
deurs  différentes ,  a  &  w  ^  répétées. 

40.  De  ce  qu'il  n'y  a  que  ces  deux  grandeurs ,  &  de  ce 
que  la  progreflîon  arithmétique  fe  forme  par  l'addition  con- 
tinuelle de  m  au  terme  précédent  >  &  la  géométrique  par  la 
multiplication  continuelle  de  m  par  le  terme  précédent ,  il  fuit 
que  les  Coëfficiens  de  m  dans  l'arithmétique ,  &  les  Expo- 
fans  de  m  dans  la  géométrique  font  les  mêmes  >  &  de  plus 
font  les  termes  de  la  Suite  naturelle  i  ^  2  >  3  ^  &c. 

Cûmparaifin     4 1  •  Donc  a  &i  m  étant  donnés  ^  fî  l'on  en  veut  faire  une 

dis  deux  Pro-  progreflîon  arithmétique  >  il  n'y  a  qu'à  multiplier  m  par  tous 

ffre  IMS.       1^^  nombres  naturels  de  fuite ,  &  ajouter  toujours  ^ ,  &  fi  l'on 

veut  faire  une  progreflîon  géométrique  y  il  n'y  a  qu'à  élever  m 

de  fuite  aux  puiflances  déiignées  par  ces  nombres  ^  &  multi^ 

plier  toujours  par  a. 

42.  Dans  la  progreflîon  arithmétique  a  peut  être  =  o  > 
&  alors  elle  eft  -r-  o.  im.  2w.  3m,  &c.  &  même  afin  que 
m  foit  dans  le  i  ^'^terme  auffi-bien  que  dans  tous  les  autres  j  & 
qu'en  même-temps  il  foit  ==:  o  ,  on  peut  concevoir  que  la 
progreflîon  eft  -7-  om.  im.2m,  ôcc. 

43.  Si  ^  a  une  autre  valeur  que  o  >  o  peut  encore  être 
le  i*^'  terme  de  la  progreflîon ,  pourvu  que  a  foit  ==  m.  Car 
alors  elle  eft  -^  1  w.  2w.  ^mj  &c.  &  par  conféquent  o  en 
peut  être  le  i^^  terme  (42  )• 

44.  Et  même  il  le  doit  être  y  fi  Ton  veut  que  la  progref- 
fîon  commence  d'auflî  loin  qu'elle  le  peut. 

47.  Donc  toute  progreflîon  arithmétique  >  dont  le  1^^ 
terme  différent  de  o  eft  égal  à  la  différence  ^  peut  commence» 
par  o ,  &  le  doit  pour  commencer  d'aufliî  loin  qu'elle  le  peut- 
Telle  eft  la  Suite  naturelle  des  nombres. 

46.  Dans  la  progreflSon  géométrique  a  peut  être  =  i  > 
&  alors  elle  eft  -^  1  •  m\  rn".  m'  >  &c*  c'eft-à-dire ,  que  tous 
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fes  termes  ne  font  que  m  élevé  de  fuite  à  toutes  fes  puiflànces 
excepté  le  i"^^  terme  i. 

47.  Donc  toutes  les  puiflânces  confécutîves  de  quelque 
grandeur  que  ce  foit ,  font  en  progreffion  géométrique. 

48.  Donc  \  peut  toujours  être  le  i^^  terme  de  ces  diffé* 
rentes  progredions  y  ôc  doit  Fètre ,  afin  qu'elles  commencent 
d'aufli  loin  qu'elles  le  peuvent. 

4jp.  Et  même  pour  faire  que  ce  i^^  terme  ibit  aufli  expri- 
mé par  m  y  il  n  y  a  qu'à  confîdérer  que  les  expoiàns  de  m  font 
en  progreffion  arithmétique  naturelle  (40) ,  dont  par  confé- 
quent  le  i  ^^  terme  eft  o  (4;)  >  6c  que  par  conféquent  dans  la 
progreffion  -^  i.mK  rn^y  &c.  m^  doit  être  immédiatement 
avant  m  ^  6c  par  conféquent  ===  i  •  Donc  le  i  "  terme  i  fera 
exprimé  par  m^,  comme  dans  la  progreffion  arithmétique 
~o.  im.  2m,  Ôcc.  le  I  ^^  terme  o  pour  être  exprimé  par 
cm  (42). 

En  effet  m^  eft  m  multipliée  deux  fois  par  elle-même  >  m^ 
efl  m  multipliée  une  fois  par  elle-même  yin^^ûm  qui  n'efl  plus 
multipliée  par  elle-même^mais  qu'on  laifle  telle  qu'elle  étoit  > 
ôc  qui  par  conféquent  n'efl  que  m  multipliée  par  i  qui  ne 
tnultiplte  point.  Donc  nf  c(i  encoce  d'un  degré  au-deflbus  ^ 
par  conféquent  eft  une  grandeur  qui  n'efl  abfolument  formée 
par  aucune  multiplication.  Or  la  feule  grandeur  à  laquelle 
cette  idée  convienne  efl  i  (  i  y  ). 

50.  Donc  toute  grandeur  élevée  à  la  puifTance  o  efl  i. 
5  f  •  Donc  I  o  eft  aqffi  =s^  i  ^  Qc  en  effet  les  puiffances  de  i 
ne  le  changent  point  (14)* 

$2.  Si  a  eft  une  autre  grandeur  que  r  >  i  peut  encoce  être 
le  i*"^  terme  de  la  progreffion  géométrique  >  pourvu  que  a 
Ibit = m.  Car  alors  la  progreffion  eft  -^  m^  m' ^  6cc,  6c  par 
conféquent  le  i^^  terme  peut  être  wi^  ==  i  (4P  ). 

j  j.  Si  m  =  I  y  la  progreffion  géométrique  eft  toute 
compofée  de  grandeurs  égales  y  ôc  n'eft  plus  progreffion,  ou 
bien  c'en  eft  une  qui  l'eft  le  moins  qu'il  fe  puiffe.  Ceft  la 
même  chofe  que  fi  dans  une  progreffion  arithmétique  m  étoic 

o« 

Bii 
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liMnienie      ^4  OiiNVoit  pâc  la  formation  des  deux  progreifîons  O^. 

tT0fÊfV9T  les  1*4^ 

tirmisquei'  ^  ^  M  (jS)  quc  Icut  3™^  terme  eft  a  -4-  a  m  =  a  -+• 

eonques  d'une 

l:!S&uernxs  —  i,ouan^^==^axrn'-'  ,  que  le  lo"^  eft  a  ^ 
0ujéoméni^  mx  lo—  I  ,  ou  ^  X  m"^\  &  en  général  le  n"^'  a  ^ 

mxn I  y  ou  arn^\  Ce  qui  donne  tout  d*un  coup  uû 

terme  quelconque  de  la  progreifîqpi ,  quand  on  fait  le  quan^^ 
tieme  il  eft. 

Par  exemple  y  fi  on  demande  le  lo"^  terme  de  la  pro-^ 
grefiîon géométrique^  dont  2  &  3  font  les  deux  i^^^  termes V 
&  où  par  conféquent  iw==  î,  ce  10'"^  terme  eft  [  élevé  à  la 
puifFance  n  —  i  ^  c'eft-à-dire  ^  à  la  s>^^  y  &  multiplié  par  2  s:  ^ 

Donc  c^efti^'  =  il  =  ii!^  =  75  i^. 

On  voit  par  cet  exemple  que  fi ,  outre  que  la  progreffioa 
fera  géométrique  >  fes  deux  i  ^^^  termes  font  des  nombres 


»— 1 


premiers  entre  eux^  le  »"^fera-— . 

;;:•  Si  on  aie  i^^ terme cfuneprogrefCon  quelconque > 
&  un  autre  /  qui  ne  foit  pas  le  z^ ,  on  aura  toute  la  progref^ 
fion  ^  pourvu  qu'on  fâche  le  quantième  eft  ^  ^  ou  ^  ce  qui 
eft  le  même  ^  que  Ton  connoifTe  le  nombre  total  des  termes  n. 

Car  ce  n^^  terme  eft  ^  -^  mx  n i  y  ouani^^  (  y4)  >  &  »• 

eft  alors  un  nombre  inconnu*  Donc  dans  la  progreflion  acith^ 

métique i  =  a^^mx  n  —  i^&par conféquent -^=5m> 
&  dans  la  géométrique  6  ==  am     ,  &  par  conféquent  K  T 


ou — j-.===ï  m.  Or  quand ona^  &  m,  onatoute  lapro*> 


»— 1 

M 


greflioil  quelconque  (  39).>  ôc  il  ne  Ëiut  plus  que  donner  à 
~^  ssss  m  des  Çoëffîciens  ;i  ou  à  ill.  =  m  des  Expofans 


»— * 
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qui  foient  la  fuite  naturelle  des  nombres  (41).  Donc  la  pro-« 
greflîon  arithmétique  fera 


OU  -î-  ^.  î2±±Zîf.  ÎLfiiliiziLf.  ^^+?^— 4^  ^  5^^; 
Oh  Ton  voit  que  fi ,  par  exemple,  »= 4,  c*eft-à-dîre,  fib 
doit  être  le  4"*^  terme ,•       JLt'~^"^eft==  ^*  Car  «^  —  40^ 


c=  o.  Donc  il  ne  reftç  que^~-.  Orici  3  8=» —  i^Donç 

»— I 

Pareillement  la  progreflion  géométrique  fera 

—  -i-  J^  JL 

^  II.  tf  X  -i-j —  a  X  A-_.  ^î  X  ±^  .   tf  X  ^^  y  &« 

^i  ^rn  J^i  ^^ 

OU  ^  ^.  a'*^'  x^**"^  a'*"''  X  ^"^^  a"~'  x  ^*~S*^<^' 
ùPonvoitquefi»t=:4,Ie4«*«termea*'    ^  x  ^^    ^  eft 


i.  Car»  — -  4 s==  o.  Donc  a**""^  c=p a**""',.  Or Texpo* 
(ant  j~  eft=o.  Donc  a''  ^==3  a^  ==  i  (50).  Donc  II 
ne  refte  dans  ce  terme  que  b^ — '.  Or  ici  3 1=  n  —  1 .  Donc 

On  voit  aiTez  qu  il  en  ira  de  même  de  toute  autre  valeur 
qu'on  donnera  à  n  dans  Pune  &  dans  Tautre  progreflion. 
$C.  Si  on  veut  que  h  entre  dans  le  premier  terme  de  ces 

{>rogreflîons  comme  dans  tous  les  autres  y  il  eil  clair  par  fana? 
ogie  perpétuelle  de  leurs  termes  que  dans  l'arithmétique  ce 

premier  terme  fera  '"'"^T"'^        ^"St  ^^>^  ^^ 


o 


la  géométrique  J^^  x  IT^^  5==  ^  x  1  ?=  a. 

Biiî 
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57.  On  a  donné  dans  l'article  j  j.  à  ^^^  ou  à  i^lZl  des 


«• 


f 
le 


CoëlHciens  ou  des  Expofans  qui  font  la  Suite  naturelle  des 
nombres  y  ôc  c  eft  ainfi  qu  on  a  fermé  toutes  les  autres  frac- 
tions des  deux  progreflionSf  De-là  il  fuit  aue  dans  la  progreG* 
fion  arithmétique  tous  les  termes  ajoutés  zay&c  dans  la  géo- 
métrique tous  les  expofans  d^  a,  &c  tous  ceux  de  b  font  en 
)rogre(rion  arithmétique  :  car  ces  grandeurs^  fradionnaires 
es'unes  ôc  les  autres  ^  ayant  toujours  le  même  dénominateur^ 
ont  leurs  numérateurs  en  cette  progreflion.  Seulement  il  eft 
bon  de  remarquer  que  dans  la  progreflion  géométrique  les 
expofans  de  a  font  en  progreflion  arithmétique  décroiflante  j 
&  ceux  dç  b  en  progreflion  arithmétique  croiflfante  1  ôc  que 
ces  deux  progrefliôiis  arithmétiques  ne  font  que  la  même 
renverfée. 
3ii<yfns         58.  Remplir^  comme  on  a  fait  dans  l'article  5" y.  une 
jrtff<>rrw»»</i progreflion  quelconque  dont  on  a  le  i^^  terme,  ôc  un  autre 
^leïcmql^e ,  quclconquc  ^  en  conrtoiflant  n  j  nombre  total  des  termes  » 
Mfpartenans  qu  introduire  entre  ^  ôc  ^  un  nombre  n  de  moyens  propor- 
iauurlvft  tionnels  quelconques^  ç  çft  la  même  chofe  y  à  cela  près  que 
gftfpon.       dans  la  i^  opération  le  nombre  total  des  termes  eft  »,  ôc 
jdans  la  2^c  ^  .4.  2  ;  car  outre  le  nombre  n  de  moyens  pro- 
portionnels ^  il  y  a  encore  les  deux  extrêmes  ^7  ôc  ^.  Donc  il 
ne  faudra  que  mettre  par-tout  au  lieu  de»  —  i,»  —  i  -4-a 
fc=  »  -h  I ,  Ôc  tout  fe  réduira  aux  articles  SS  *  5^  ^  S7* 

Par  exemple ,  fi  on  cherche  7  moyens  arithmétiques  entre 
3  ôc  ;  >  Vm  ou  diflférence  de  j  ^  de  ;  étant  2 ,  celle  de  la 

progreflion  fera  *  =  -î— ^  j  Ôc  la  progreflion  fera 
^3*o«(î<J)  3**-  i  î^i-  J'+'f^  s**-!-  J^Hf  J+î?- 

Si  entre  les  mêtneç  extrêmes  on  cherche  8  moyens  arith- 
métiques ,  la  progreflion  fera 
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Pareillement  fi  on  cherche  7  moyens  géométriques  entre 
5  6c  5  ^  leur  m  étant  |  /celle  de  la  progreflîon  fera 

i  ' 

-T  ==  —^ —  j  &  la  progreflîon  fera 

•^  41 

■^3  oufyé)  3'  X  y^  5^  x  5».  3'  x  y%  3'  x   5'. 

1  Ij  'i  <i  15.  1 


Si  on  cherche  entre  les  mêmes  extrêmes  8  moyens  géo« 
métriques^  la  progreflîon  fera 

^   i'  X  s'.    3     X  y  ^    3  '  ^  J  '•    3  '  X  5  •    3     x  J  • 

4  tj.  li  7t  1®  ^ 

?  79  9999  99  9^ 

3xy.     5xj:.3Xî.jxy.3x;=;' 

jp.  Il  entre  dans  les  progreflîons  de  ces  exemples  des    Moyens 
fradions  qui  fe  peuvent  réduire  à  de  moindres  termes.  ^]ltsfjff^^ll^^^^ 
font  toutes  réduâibles  dans  la  i^^  progreflîon  arithmétique  >  irridumUes, 
&  elle  devient, 
f- 3  -*-  5-  î  -H  ^-  3  -^  i  3  -H  V  3  -^1-  3-»-  4-  3  -Hi- 

2    J-2     2  -4-1 

3  -1-  4-  3  -t-  4- 

Celle-ci  a  encore  des  fiaélîons  réduSibles  qui  font  |  =  ^  9 
*  =  I ,  ^  =  1^ ,  1  =  2.  Si  ces  fradions  peuvent  être  en 
progreflîon  arithmétique  >  les  termes  dans  lefquels  elle  en- 
troient ^  étant  toujours  ajoutés  au  i^^  terme  feront  encore 
en  cette  progreflîon  (  41  )  ^  &  par  conféquent  il  y  aura  entre 
les  mêmes  extrêmes  une  nouvelle  progreflîon  arithmétique 
compofée  d'un  moindre  nombre  de  termes^  puifquelle  n'aura 
que  quelques-uns  de  ceux  qu  avoir  la  première.  Or  telles  font 
ces  fraâions  ^  car  fans  changer  leur  valeur  ^  elles  deviendront 
^=  7,^  =  I  =af,|=r|,|  =  ^^oti  Ton  voit  que  leur 
dénominateur  2  étafttle  même>  leurs  numérateurs  i  ^  2,3,4^ 
font  en  progreflîon  arithmétique.  Et  comme  le  1^^  terme 
5  -+•  5  eft  =  3  + 1 9  &  qu'en  général^  le  numérateur  de  fa 
fraâion  étant  toujours  o  >  le  dénominateur  eft  tel  nombre 


I  ^ 
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que  Ton  veut ,  la  nouvelle  progreflîon  fera  -f-  3  -+-  !•  J 
3-4-1.  3-*- 7.  J-t-i  ==  ^*  Et  il  n  y  a  plus  que  3  moyens 
proportionnels  au  lieu  de  7  qu  il  y  avoit  >  &  5  termes  en 
tout  au  lieu  de  p. 

Et  comme  dans  cette  nouvelle  progreflîon  i  >  7  &  7  font 
encore  réduâibles  j  de  manière  que  leur  dénominateur  fera 
le  même  ^  6c  leurs  numérateurs  en  progreflîon  arithmétique  j 
car  7  =  ^ ,  i  =  I ,  ^  ==  i ,  il  fe  fera  la  nouvelle  progreflîon 

-f-  3  ^-t>3-*-t3-*-70U3.4.7. 

Quant  aux  fraâions  irréduâibles  de  la  première  progref- 

fîon,  qui  font  ^,  ^,  ^,^,  il  eft  bien  vrai  quelles  font  en 

progreflîon  arithmétique  entr'elles  :  mais  elles  n'y  peuvent 

être  ni  avec  ^  >  ni  avec  |,  fradions  extremesr,  &  par  confé- 

quent  les  termes  affeâés  des  fradions  ^  •  ^ ,  ^ ,  ^  ne  peuvent 

être  moyens  arithmétiques  entre  3  -4- 1  =  3  >  &  3  -4-  5:  ==  S, 

félon  une  progreflîon  compofée  de  moins  de  p  teones. 

On  voit  donc,  non  par  cet  exemple  particulier  feulenjent^ 
mais  par  la  nature  générale  de  la  chofe  0  que  fi  les  termes 
d'une  progreflîonarithmétiquecomprife entre  deux  extrêmes 
déterminés  aài  h ,  font  tous  afleâés  de  fradions  réduâibles 
qui  foient  encore  après  la  rédudion  en  progreflîon  arithmé- 
tique ^  la  progreflîon  demeure  la  même ,  &  conferve  le  mê- 
me nombre  de  termes  ;  que  s'il  n'y  a  que  quelques  termes 
dont  les  firaâions  (oient  réduûibles  9  il  faut  afin  qu'il  y  aie 
encore  une  progreflîon  compriiè  entre  a  6c  h  y  i  "^  que  a  ôc 
^ ,  ou ,  pour  parler  plus  exaâement  y  h  foit  du  nombre  des 
termes  dont  les  fraâions  font  réduâibles  y  car  a  en  efl:  tou- 
jours ,'2^  que  toutes  les  fraâions  étant  réduites ,  foient  en 
progreflîon  arithmétique.  Moyennant  ces  deux  conditions  il 
y  aura  une  nouvelle  progreflîon  comprife  entre  les  mêmes  ex- 
trêmes a  ai  b  y  ai  compofée  d'un  moindre  nombre  de  termes. 

Ce  doit  être  le  même  raifonnement  à  Tégard  des  fraâions 
qui  font  les  expofans  des  termes  de  là  progreflîon  géomé- 
trique y  car  les  expofans  de  a  pris  de  fuite  ^  &  de  même  ceux 
de  h  font  en  progreflîon  arithmétique  (y7  .  Donc  les  termes 
moyens  de  la  progreflîon  géométrique  afieâés  de  firaûions 

ou 
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ou  expofans  réclu£lîbles  pourront  encore  être  moyens  entre 
les  mêmes  extrêmes  félon  une  progreffion  compofée  d'un 
moindre  nombre  de  termes ,  pourvu  que  les  expofans  de 
ceux  qui  compofent  la  nouvelle  progreffion,  foient  une  pro- 
greffion arithmétique. 

Ainfi  dans  la  i"  progreffipn  géométrique  de  Part.  $î: 

t=  ^  ^  X  $  ^  font  des  termes  moyens  dont  les  expofans 
étoient  tédudibles ,  mais  de  plus  ceux  de  3  &  ceux  de  j  font 
entr^eux  une  progreffion  arithmétique  y  ôc  enfin  les  deux 

1        z  ±        1  ±  • 

extrêmes  3*X3'«&3*X5*  étant  réduits  à  3  '^  x  y  '; 

o  4 

&  33^x5*,  la  progreffion  arithmétique  des  expofans  fub- 

fifte  toujours  ;  d^où  il  fuit  que  ?^x^*,3*xj^5}^xy' 

font  trois  termes  qui  peuvent  être  moyens  géométriques  en« 

40  04 

tre3  t==ï3*xy*&j  =.3  ♦  x  y  '  dans   une  progreffion 

compofée  feulement  de  $  termes,  au  lieu  que  la  première  ou 

ils  entroient  Tétoit  de  p. 

Il  efl  clair  que  dans  cette  nouvelle  progreffion  3  *  x  $  ^ 
a  encore  un  expofant  réduûible  ;  que  de  plus  les  deux  ex* 
trêmes  ont  aufn  les  leurs  réduâiblçs  ;  que  les  expofans  de 
ces  3  termes  feront  une  progreffion  arithmétique  >  6c  que 


o  1 


les  3  termes  feront  3  *  x  y  *.  3  *  x  y  *.  5  ^  x  ^  *  ,    ou 

3-  3  *  X  y  i  ;• 

60.  Tout  moyen  proportionnel  unique  entre  a  6c  b  z  ^ 
pour  Coefficient  s'il  efl  arithmétique  ^  &  pour  Expofant  ifîi 
eft  géoinétrique.  Car  alors »=  i  »  &n^i  «a.  Donc  le 

moyen  proportionnel  arithmétique  entre  a  ti^cùa 


■    t 

j  b  —  î^sa  ï^  +  i^^ôLle  geométricpic  t& 

C 
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Il        I 

a  X  — f-  =a*  x^^^ou  VaA.  Donc  dans  un  nombre  quel- 

conque  de  moyens  proportionnels  quelconque  entre  ^î  &  6 , 
,  il  ne  fe  pourra  trouver  de  ferme  qui  foit  le  même  que  ce 
moyen  proportionnel  unique ,  à  moins  qu'il  n'y  en  air  un 
afFedé  a  une  fradion  réduâible  à  |.  Or  fi  w  eft  un  nombre 
pair ,  «  -h  I  fera  impair,  &  par  conféquent  nulle  fradion  ne 
pourra  fe  réduire  à  {.  Donc  fi  le  nombre  de  nioyens  propor- 
tionnels quelconques  entre  a&c  bcA  pair ,  il  n  y  en  aura  au- 
cun qui  foit  le  même  que  le  moyen  proportionnel  unique 
entre  a  &c  b  y  &  au  contraire  il  y  en  aura  un  qui  fera  le  ter- 
me du  milieu ,  fi  »  eft  impair.  On  en  voit  des  exemples  dans 
les  deux  progreflions  tant  arithmétiques  que  géométriques 
de  lart.  58. 

61.  Un  nombre  quelconque  de  moyens  proportionnels 
quelconques  étant  introduits  entre  a  &  ^,il  n  y  en  a  aucuns  qui 
puiflent  être  moyens  entre  les  mêmes  extrêmes  félon  une  pro- 
grefllon  compofée  d'un  moindre  nombre  de  termes^que  ceux 
^ont  les  fraâions  font  redudibles  avec  certaines  conditions 
C'  SSt  }>  Donc  fi  toutes  les  fraâions  font  abfolument  irrédu- 
ûibles ,  il  n'^y  aura  aucuns  termes  moyens  qui  puifTent  l'être 
tfntre  les  mêmes  extrêmes  félon  une  progreflîon  compofée 
aun  moindre  nombre  de  termes.  Or  fi  »  ~h  i  dénomina- 
teur perpétuel  de  toutes  les  fradions^eft  un  nombre  premier  > 
toutes  les  fraûions  feront  irréductibles.  Donc  en  ce  cas-là 
aucun  des  termes  moyens  entre  ^  &  ^  ne  pourra  l'être  entre 
les  mêmes  extrêmes  félon  une  progreflîon  compofée  d'un 
moindre  nombre  de  termes.  Par  exemple,  fi  on  prend  12 
moyens  proportionnels  quelconques  entre  a  Gai  y  on  fera  fur, 
parce  que  »  -4-  i  ==»  1  j  efl  un  nombre  premier  ,  qu'aucun  de 
ces  f  »  termes  moyens  ne  fera  moyen  entre  a  éc  h  félon  une 
progreilioni  qui  n'auroit  que  1 1  termes  moyens ,  oii  1 3  en 
tout, ou  ixen  tout,ou  11  jou,  10, &c» 

61.  Donc  à  chaque  fois  qu'on  introduit  entre  ^3r&  è  un 
nomcce»  de  moyens  proportionnels  quelconques^  tel  que 


\ 


^W^ma^ 
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«•4-1  foît  nombre  premier,  on  a  des  termes  moyefis  diffé- 
rens  de  tous  ceux  qui ,  étant  en  moindre  nombre  >  feroient 
moyens  auffi  entre  ^  &  ^«  Ccft-à-dire  ^  que  la  Suite  des  nom- 
bres premiers  étant  i,?^^,?,  11,13, 17,  &c.  fi  on  intro- 
duit fucceffivement  entre  aék.  h,7,  moyens  proportionnels 
quelconques, ou 4, ou  5, ou  10, ou  11^  ou  itf,&c.onaQra 
toujours  des  termes  moyens  difFérens ,  &  non  feulement  toutf 
difFérens  dans  les  différentes  opérations ,  mais  encore  difFé- 
rens de  ceux  qu'on  auroit  eus ,  en  introduifant  entre  a  &i  i 
ou  I , ou  5,  ou  y, ou 7,  ou  8, ou  9, ou  II  ,ou  13  ,ou  14 1 
ou  1 7 ,  &c.  termes  moyens. 

tf  3.  Quand  on  a  introduit  entre  ^  &  ^  un  nombre  n  de  ccff/psTsifim 
moyens  proportionnels  quelconques ,  on  a  vu  par  les  raifon-  ^^^  ^^^^ 
ncmens  &  par  les  opérations  des  art.  SS  9  SI  ^  S^^  ({u^  terv^ê psr 
tout  fe  réduifoit  à  dîvifer  le  rapport  arithmétique  t  —  ^  ou  »»'  Propre/^ 

le  géométrique  —  de  ii  &  de  ^  en  un  nombre  »  •+•  i  de  "/"'*,  *  *^' 

_  1  cûrrejfwm 

|)artie ,  dont  la  i  '«  étoit  ^ ,  ou  filL^^  k  â<ic  ~ÏT^  ^** 


,»-H  1 


OU    ^  ^   '^  &c.  &  que  toutes  ces  parties  ajoutées  à  ^ , .  ou 


^•^* 


multipliées  par  ^  ^  formoîcnfla  progreflRon  cherchée.  Or 
toutes  ces  parties • ,  ôccront  le  mêmerappoit 


w4»  t  t  »■»-  » 


arithmétique ,  &  toutes  les  iJ!L — ,  i— ; —  >  &c;  ont  le 


9*-  I  *i^' 


même  rapport  géométrique.  Donc  le  rapport  arithmétique 
l—ûy^  géométrique  —  ont  été  divifés  Fun  &  l'autre  en  par- 
ties égales/iont  le  nombre  eft=»^+-i,run  en  parties  arithméti- 
quement  égales^Ôc  l'autre  enparticsgéométriquenient  égaies. 
64.  Des  grandeurs  croiflFantes ,  comme  on  les  fuppofe  ici , 
ne  peuvent  avoir  le  même  rappwt  arithmétique/Hi  la  même 

Cij 
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différence  qu'elles  n'aient  toujours  un  moindre  rapport  géo^ 
métrique  :  car  cette  différence  confiante  qu  on  leur  ajoute 
toujours^eft  toujours  moindre  par  rapport  a  elles  à  mefuref 
qu'elles  croiflent^ôc  par  conféquent  elles  approchent  toujours 
davantage  de  l'égalité  félon  le  rapport  géométrique  ^  ou  >  ce 
qui  revient  au  même>  ont  un  moindre  rapport  géométrique. 
Cela  fe  voit  dans  la  Suite  naturelle  des  nombres.Âu  contraire 
des  grandeurs  croiffantes  ne  peuvent  avoir  le  même  rapport 
géométrique  qu'elles  n  aient  toujours  un  plus  grand  rapport 
arithmétique  ou  une  plus  grande  différence  y  ce  qui  eft  clair» 
Donc  le  rapport  arithmétique  de  ^  &  de  ^  divifé  en  parties 
^rithmétiqueoient  égales  (  5  j  )  l'eil  en  même  temps  en  parties 
géométriquement  inégales  &  décroiffantes>&  le  rapport  géo- 
métrique de  a  ôc  de  ^  divifé  en  parties  géométriquement  éga* 
les  (  5  ;  )  l'efl  en  même  temps  en  parties  acithmédquement 
inégales  ôc  croiffantes. 

5 j.  Si  on  introduit  entre  ^  &  ^  le  moyen  arithmétique 

&  le  géométrique  V  abon  a  toujours >   V  ab  y 

car  le  rapport  arithmétique  de  ^  &  de  ^  étant  divifé  en  deux 

parties  arithmétîquement  égales  par  <-—  ^Ôc  endeuxpardes 


arithmétiquement  inégales  &  crpiffantes  par  v^ab  {fi^^ab 
a  une  moindre  différence  à  a  .que y  ôc  une  plus  grande 

différence  à  ^  ^  &  par  conféquent  eft  moindre  que  —— • 

(J6.  Et  comme  une  progreflîon  (bit  arithmétique  y  foît 
géométrique  de3termcs,reprefentetoutes  celles  quiauroienr 
un  plus  grand  nombre  de  termes,  &  que  vifiblement  le  même 
raifonnement  y  aura  lieu  >  il  fuit  qu'une  progreffion  arithmé* 
tique  &  une  géométrique  compofées  d'un  même  nombre 
quelconque  de  termes ,  étant  comprifes  entre  les  mêmes  ex- 
trêmes y  chaque  terme  moyen  de  la  géométrique  (era  plus 
peut  que  fon  correfpondant  dans  l'arithmétique. 
Somme  de  gj^  Donc  la  fomme  de  la  progreflîon  géométrique  eu: 
^  ^'^''^'''  moindre  que  ceUe  de  raritmédqtfe, 


1 

I 
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6S*  Toute  progreflîon  géométrique  étant  -^  a.  am.  am\ ^éomhriquê ^ 
am}  •  &c.  (  5  8  )  *  les  différences  de  fes  ternies  font  am  —  a.  "'ff»''^/  .f*^ 

^  -^     ^  '  ctlU  de  IM" 

am^  —  am=sam  —  a>im.am^ — am^=sam-^ axm^ ^  &c» 
où  Ton  voit  que  c'eft  toujours  la  même  grandeur  am  —  a, 
diâérence  des  deux  i"^"  termesj  qui  eft  muldpliée  de  fuite  par 
toutes  les  puiffances  de  m  y  comme  a  Tétoit  dans  la  progref-* 
fîon-^^î.  am,  &c.  Donc  les  différences  des  termes  dune 
progre(Eon  géométrique  font  aufli  en  progreiïion  géométrî-* 
que  >  &  en  même  progreflîon  que  les  termes  dont  elles  font 
différences  >  puifque  les  deux  progreilions  ont  le  même  mul'*. 
tiplicateur  perpétuel  m. 

69.  Puifque  \q^  différences  des  termes  d*une  progreflîon 
géométrique  font  une  féconde  progreffion  géométrique  qui 
a  le  même  multiplicateur  m  que  la  première  (68)  y  les  diffé- 
rences de  ces  différences  feront  une  troifiéme  progreflîon  qui 
aura  encore  le  même  multiplicateur  m  y  ai  toujours  ainfî  de 
fuite  tant  qu'il  y  aura  des  différences  de  différences  ;  car  la 
progreflîon  des  premières  différences  ayant  néceffairement 
un  terme  de  moins  que  la  progreflîon  des  termes  dont  elles 
font  différences  y  la  progreffion  des  fécondes  différences  en- 
core un  terme  de  moins,  &  toujours  ainfî  de  fuite,  il  viendra 
à  la  fin  une  progreflîon  de  trois  termes  feulement  y  après  la* 
quelle  il  n'y  en  pourra  plus  avoir. 

jQ.  Comme  on  ne  peut  introduire  etitre  a  &l  b  wn  terme 
moyen  qui  foit  arithmétiquement  plus  éloigné  de  j?  &  de  ^ 
en  même  temps  que  celui  quieflprécifément  au  milieu  y  ou 
le  moyen  arithmétique:  de  même  on  ne  peut  introduire  entre 
a  àib  aucun  terme  moyen  qui  foit  plus  grand  par  rapport 
lia  y  &  en  même  temps  plus  petit  par  rapportât,  que  le 
moyen  géométrique  ;  car  il  efl  plus  grand  que  l'un  dans  la 
même  raifon  qu'il  efl  plus  petit  que  l'autre^ôc  par  conféquent 
tout  autre  terme  ;c>  s'il  efl  plus  grand  par  rapportât  ^  ne  fera 
pas  fi  petit  par  rapport  à  ^  >  ôc  s  il  eft  plus  petit  par  rapport 
a^  >  ne  fera  pas  fi  grand  par  rapport  à  a.  Et  comme  une  pro* 
gref&on  de  3  termes  les  reprefente  toutes;  il  s  enfuit  que  daa» 

C  iij 
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une.  progreffion  géométrique  quelconque  chaque  terme 
moyen  eft  plus  grand  par  rapport  à  celui  qui  le  précède  y  àc 
en  même  temps  plus  petit  par  rapport  à  celui  qui  le  fuit  j  que 
chaque  terme  moyen  ne  le  feroit  dans  toute  autre  Suite  corn* 
prife  entre  les  mêmes  extrêmes,  compofée  du  même  nombre 
de  termes^ôc  qui  ne  feroit  point  une  progreflîon  géométrique. 

71.  Les  différences  des  termes  a  une  progreflîon  géomé- 
trique font  aufli  en  progreflîon ,  &  en  même  progreflion(58)w 
Donc  chacune  de  ces  différences  eft  plus  grande  par  rapport 
à  celle  qui  la  précède ,  &  plus  petite  par  rapport  à  celle  qui 
la  fuit^que  ne  feroîent  les  différences  des  termes  de  toute  autre 
Suite.  Donc  la  progreffion  géométrique  eft  celle  de  toutes 
les  Suites  dont  les  termes  ont  les  différences  les  plus  inégales^ 
au  lieu  que  larithmétique  eft  la  feule  de  toutes  les  Suites  qui 
les  a  toutes  égales. 

On  voit  affez  que  la  plus  grande  inégalité  poflîble  des  di^ 
férences  des  termes  d'une  progreffion  géométrique  doit  s'en- 
tendre du  tout  pris  enfemble  ;  c'eft-à-dire,  que  fr  quelqu  autre 
Suite  a  quelques  termes  qui  aient  des  différences  plus  inéga- 
les ,  elle  en  aura  d'autres  qui  auront  des  différences  moins 
iné£:ales. 

7z*  Donc  la  différence  b  —  a  y  ou  Tîntervalle  arithméti- 
que qui  eft  entre  a  &i  by  étant  divifé  également  par  la  pro- 
greffion arithmétique ,  l'eft  le  plus  inégalement  qu'il  fepuiffe 
dans  fon  tout  par  la  géométrique  :  &  il  eft  bon  de  remarquer 
que  comme  pour  une  progreflîon  on  ne  fauroit  prendre 
moins  de  3  grandeurs,  ici  on  nefauroit  prendre  moins  de 
3  parties  de  l'intervalle  fuppofé ,  &  que  par  conféquent  on 
doit  concevoir  entre  a&i  b^  1  termes  moyens  pour  le  moins. 
Si  pour  fe  faire  une  image  fenfible,on  fe  repréfente  cet  inter- 
valle comme  une  ligne  où  foient  marqués  les  points  de  divî- 
fion  réfultans  des  deux  propreflîons  y  &  les  nombres  corref- 
pondansàces  points,  la  ligne  divifée  également  par  la  pro- 
greflîon arithmétique,le  fera  le  plus  inégalement  qu'il  fe  puifle 
par  la  géométrique ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  les  points 
de  diviûon  également  diftans  dans  l'arithmétique ,  le  feront 
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le  plus  inégalement  qu'il  fe  puifle  dans  la  géométrique  ,  les 
points  de  divifîon  de  lune  6c  de  Tautre  progreflîon  ne  fe  ren- 
contreront jamais  ^  ils  feront  dans  la  géométrique  plus  ferrés 
vers  l'origine,  &  plus  écartés  vers  l'extrémité;  de  forte  que  fî 
Ton  conçoit  la  ligne  divifée  par  le  milieu ,  la  progreflîon  arith- 
métique aura  de  part  &  d'autre  un  nombre  égal  de  points  de 
divifîon  j  ou  de  termes;  &  la  géométrique  un  plus  grand  nom- 
bre du  côté  de  a  que  de  ^  ,  &  par  conféquent  un  plus  grand 
nombre  de  petits  termes ,  les  petits  étant  ceux  qui  font  moin- 
dres que  le  moyen  arithmétique  >  ce  qui  revient  à  ce  que  la 
fomme  de  la  progreflîon  géométrique  eft  moindre  (  6j  ). 

75.  Donc  la  progreflîon  arithmétique  &  la  géométrique  'Divifion  it 
font  entre  toutes  les  Suites  poflîbles  celles  qui  font  les  plus  l'^Zlt^%a 
oppofées  par  rapport  à  la  divifion  de  l'intervalle  commun»    t^^^  '»^W' 
•74.  Toute  progreflîon  géométrique  en  enferme  unearith-  ^^^'^fif^'IP^ 
métique ,  qui  eft  celle  des  expofans  de  w ,  &  fi  la  iptogreiCion  gref/mséo^ 
géométrique  n'eft  formée ,  comme  elle  peut  l'être ,  que  des  w«'^*3«'' 
puiflances  de  m^m^  jm^  ^m  ,  &c.  Cette  progreflîon  fera  en 
même  temps  Tarithmétique  des  expofans  de  w ,  &  la  géo- 
métrique des  puiflances  dent;  de  forte  que  le  rapport  arith- 
métique égal  des  expofans ,  reprefentera  perpétuellement  le 
géométrique  égal  des  puiflances.  De  là  il  fuit  qu'à  tous  les 
changemens  qui  pourront  arriver  aux  expofans ,  il  répondra 
des  changemens  analogues  dans  les  puiflances  ;  c*eft-à-dîre, 
que  fi  >  par  exemple ,  on  double ,  on  triple ,  ôcc.  les  expofans^ 
on  quarrera ,  on  cubera ,  ôcc.  les  puiflances  ;  que  fi  on  divife 
les  expofans  par  z ,  par  3  ,  &c.  on  tirera  la  v^ ,  ou  V  &c^ 

des  puiflances. 

7^.  Si  Ton  conçoit  une  progreflîon  géométrique  qui  ne 
£oit  formée  que  de  m^  toujours  répété,  &  qui  par  conféquenr 
ne  fera  progreflîon  que  le  moins  qu'il  fe  puifle ,  l'expofant  i 
confiant  reprefentera  le  rapport  géométrique  confiant  des^ 
grandeurs  :  mais  fi  on  divife  de  fuite  tous  les  expofans  i  par 

X  j  2  ,  5 ,  &c.  on  aura  k  Suite  w' ,  w%  m*  ,  où  le  rapport 
acithmiétique  des  e;cpofaAS  7  >  i  >  f  >  ôccrepréfentera  encore 
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le  rapport  géométrique  des  grandeurs  m^ ,  wS  ^^  y*fcc.  Et 
puifque  i  ^  î ,  j  >  &c.  ont  un  rapport  arithmétique  inégal  ôc 

décroiflant,  wS  ^*>  ^'^  &c.   en  auront  un  géométrique 

pareil,  &  par  conféquent approcheront  toujours  de  plus  en 

plus  de  l'égalité. 

11  1 

y 6.  Si  on  élevé  m^oum' ,  ou  en  général  w»,  à  toutes 

±      i-      1 
fes  puiflânces  de  fuite ,  ce  qui  donnera  wi  » ,  m^ ,  m"» ,   &c# 

il  efl  yifible  que  les  expofans  redeviennent  en  progrelEon 

1     •    1      1 

arithmérique  :  aufli    la    progreffion   m» ,    m»,wi" ,  &c« 

eft-elle  géométrique. 

sommi  de      77-  Pour  avoir  la  fomme  de  tous  les  termes  d'une  pro- 

u  ffogrefton  greffion  arithmétique  qui  en  a  i  o  >  par  exemple ,  il  n'y  a  qu  à 

""iuSiue!  confidérer  que  lesfommesdu  i"&du  io"^sdu2^  &  du 

p^ic  ^  &c.  font  égales  ;  que  toutes  ces  fommes  enfemble  font 

la  fomme  de  la  progreffion;  que  le  nombre  de  ces  fommes 

cil  égal  à  la  moitié  du  nombre  des  termes  de  la  progreffion; 

6c  que  par  conféquent  une  de  cesfommesquelconque^comme 

celle  du  i^"^  &  du  lo"^^  terme,  multipliée  par  la  moitié  du 

nombre  des  termes  eft  égale  à  la  fomme  de  la  progreffionXe 

nombre  des  termes  étant  «>  le  dernier  terme  eft^-l-mx»  —  i 

(  54).  Donclafommedu  i^'^ôc  du  dernier  eft  la^m  x  n — i^ 


Ôc  celle  de  toute  la  progreffion  t^2a^my.n —  ix 


X 


Dans  la  progreffion  naturelle  où  ac=  i  =3m,  la  fomme 
eft  z  -4-»—  I  X  —  =  »  -4-  I  X  — c=3 .Parexcmplc> 

celle  des  lo  premiers  nombres  eft  — ■ =  5'5'* 

smmidits      7^*  On  fait,  &  il  feroît  aifé  de  le  prouver  par  tout  ce 

limitTiiHê.  qui  a  été  dit,que  dans  une  progreffion  géométrique,la  fomme 

as  tous  les  antécèdens  eft  à  celle  de  tous  les  confèquens  comme 

un 
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un  antécédent  quelconque  à  fon  conféquent.  Or  dans  une 
progreflîon,tous  les  termes  étant  alternativement  antécédetis 
&  conféquens ,  horfmis  le  premier  qui  n*eft  qu'antécédent , 
6c  le  dernier  qui  n'eft  que  conféquent  y  la  fomme  de  tous  les 
antécédens  dans  -H-  a.  am.  am^.  am^ ,  &c.  anf^^  fera  la 
fomme  totale  inconnue  de  tous  les  termes  >  que  j'appelle /*> 
moins  le  dernier  terme,  c'eft-à-dire,/—  ane—\  De  même 
k  fomme  des  conféquens  fera  f —  a.  Donc/* —  a  n/" — '. 
y"—  aw  a.  amw  \.m.    Donc  f  m  —  ar»'  =jr —  a.   Donc 

Jm — /assanf"  —  a.  Doncf==^'^  ~* 


Par  exemple ,  fî^aa:2,»;i  =  3>»  =  4iccqui  donne  la 
progreffion  ~  2.  6.  iS.  y 4.  La  fomme  ^^^^  cft 


»X3* — 1        2x8i"«-i         itfo 

;^  =  — ^— =  — =80.     , 

Si  a  6c  n  demeurant  les  mêmes ,  wa  =  p  ce  qui  donne 
la  progreffion  décroiffante  -H-  ^-^  f*  t*  Z?  >  1*  fomme  eft 

X 

XX  —  : — X       _jt_ 


I 1  i     —      81 

ï —  T 

2 


^  divifé  par  —  f 


—   81 XI  itfi  »7 

Si  m  eft  une  fraflion  dont  on  tire  quelque  racine,  comme 
dans  les  deux  progreffions  géométriques  de  Fart.  58.  dont 

g* 
je  prends  h  i" ,  on  m  =  —  ,  &  »  «=  p ,  la  (bmme  fera 


î* 


9 


t 


JLi2!-3  divifé  par4--  I.    Pr  ^^ 

3*  }»  5' 

X  y  f  =  4.  Donc  J^  -  3  -=  -i^^.    D'uni 

3'    p 
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I  i       i 

"S  7        lî 

autre  côté  le  divifeur  —, i  e=        ,^   .    Donc  la 

9  9.  i  11 

fomme  eft  -^  ~  ^     x  -7-^ — r=-^— -^-* 

55>  étant  =  ipyjia j  dont  la  J/  eft  un  peu  plus  de  6 y  Se 
59  étant  =  i^6Ss  dont  la  l^  eft  un  peu  plus  de  3  ,  il  fuit 

que  y  ^  —  5  *  eft  à  peu  près  3  >  &  cette  grandeur  ayant  un 
divifeur,  il  femble  qu'elle  doive  encore  devenir  moindre.  Ce- 
pendant dans  cette  progreffion  la  fomme  des  deux  extrêmes 

3  &  ;•  eft  8 ,  &  elle  eft  encore  beaucoup  augmentée  par  celle 

i.         i 
des  7.  mpyens  proportionnels.  Mais  auffi  y^  — ^  5'  eft  une 

fiaûion^  quoiqu'elle  n'en  ait  pas  la  forme  >  &  par  conféquent 

elle  augmente  la  grandeur  qu  elle  divife.  Car  y  '  eft  plus 

grand  que  i  =s  i* ,  &  moindre  que  2  dont  la  puiffance  8  ^^c 

eft  2  y  6".  3  *  eft  auffi  plus  grand  que  i ,  &  à  plus  forte  raifon 

moindre  que  2.   Donc  quand  de  $^  on  retranche  3^  ,  on 

en  retranche*  plus  que  i  ^  &  puifque  y*  &  3*  font  Tun  & 
l'autre  moindres  que  2 ,  le  refte  que  donne  la  fouôraâion 

ou  y* 3^  eft  moindre  que  i  ^  &  pair  conféquent  une 

fradion ,  mais  cette  fradion  eft  inconnue  y  du  moins  exac- 
tement. 

On  la  peut  appeller  ^^  &  la  fomme  de  cette  progreflîon 
'•9  , 

fera  y*  —  3*  x  x. 

Jtapfort  de     79*  Pout  avoir  pat  le  calcul  le  rapport  de  la  fomme  A 
wfommeK    dWc  progreffion  arithmétique  à  la  fomme  G  d'une  géomé- 
trique ,  ou  plutôt  les  deu;c  fommes  enfemble  >  les  deux  pro- 
greffions ayant  les  mêmes  extrêmes  ^i  &  ^ ,  &  le  même  nom- 

<  ■■  ■   ■ 

bre  n  de  termes  %  il  faut  confidérer  que  dans  2  a^mxn —  1 
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X  '-  Formule  de  ^  { 77  )  &  dans  'Ilzi^  Formule  de  G  (  78  ) 

jn  étant  différent  de  part  &  d'autre ,  il  doit  être  réduit  à  la 
même  exprèiBon ,  ce  qui  fe  fera  en  prenant  dans  A ^  m=9 


,  &  dans  Gjm=^  — ^ — (  yy  ). 


On  a  donc  d'une  part  2  a  *^  m  x  n  —    i  x^ 


2  ^  •+•  r— .  X  n  —  I  X  ^z=sa^ûx^c=s  « — .  ïLt 


n 


de  l'autre  ^  >^  -  ^^  ^-'-^  -  V 


Donc  ^.  G::  '-^^±^. 


h» — » 


» — «—<»•' 


z 

Par  exemple >  fi  ^s=i^  ^=8,  &»  =  4^ona 


^»  +  ^»x^» — «  — 4^ — «..    3^x81 — î     18  t   &  i» — « 


1 


•       4  ±  li 

—  4»— I  =  g»"  — .  I.  Or  8  étant  =  2S  on  a  8'  «  2  * 

t=  2^  ==  i(J ,  dont  enfuite  il  faut  retrancher  i •  Donc  yi.  G. 

:  :  18.  I  j ,  qui  font  en  effet  les  fommes  des  2.  progreffions. 

80.  Sin  demeurant  le  même ,  b  devient  plus  grand  par 

rapport  à  ^ ,  vf  devient  plus  grande  par  rapport  à  G.  Car  A 

c=5  — — —  augmente  par  l'augmentation  de  ^ ,  (ans  qu  il  lui 
arrive  d'ailleurs  aucune  diminution  ^  ôc  G 


*»" 

— «»— 

-I 

X 

X 

h»- 

—  I- 

— <•» — 

-I 

D 

•  • 

1) 
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eft  telle  que  fon  numératear  augmente  par  l'augmentation 
de*,  &  fon  dénominateur  au/Il,  ôcpatconfëquentGnefait 
quefe  maintenir  à  peu-près  comme  elle  étoit,  Ôc  n'augmente 
pas  a  proportion  de  yi.  Donc  plus  b  fera  grand,  n  demeu- 
rant le  même  >  plus  A  l'emportera  fur  G, 

8 1 .  Sïa^b  demeurant  le.s  mêmes ,  n  augmente ,  A  aug- 
mente abfolument ,  &  dans  G  la  grandeur  b'  '  —a'"' 
enapproche  toujours  plus  d'être  b--a»  àcb'     '  — a'~~' 

'd'être  b'  —  a"  ,  &  alors  la  différence  deb'  à  a  "  eft  très- 
petite  ,  d'où  il  fuit  que  G  eft  fort  grande.  Donc  l'augmen- 
tation de  *  par  rapport  à  a ,  augmente  plus  le  rapport  de  A 
à  G,  que  l'augmentation  de  ». 
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«SECTION     IL 

T)e  la  Grandeur  infiniment  grande* 

82.  /^^E  qui  par  fon  effence  eft  fufceptible  de  plus  &  de  ^a  quec'eft 

V^moins ,  ne  perd  rien  de  fon  effence  en  recevant  ce  î«'^^»/w. 
plus  ou  ce  moins  dont  il  étoit  fufceptible.  Or  la  grandeur  eft 
par  fon  effence  fufceptible  de  plus  &  de  moins  (  1 .  )  Donc 
elle  ne  peçd  rien  de  fon  effence  en  recevant  ce  plus  ou  ce 
moins ,  donc  elle  eft  encore  grandeur,  donc  encore  égale- 
ment fufceptible  de  plus  &  de  moins ,  donc  elle  en  eft  tou- 
jours fufceptible  ;  donc  elle  l'eft  fans  fin ,  ou  à  Finfini. 

Examinons  la  grandeur  entant  que  fufceptible  d'augmen- 
tation. 

85,  Puifque  la  grandeur  eft  fufceptible  d'augmentation 
fans  fin  y  on  la  peut  concevoir  ou  fuppofer  augmentée  une 
infinité  de  fois ,  c'eft-à-dire  qu'elle  fera  devenue  infinie.  Et 
en  effet ,  il  eft  impoflîble  que  la  grandeur  fufceptible  d  aug- 
mentation fans  fin  foit  dans  le  même  cas  que  fi  elle  n'en 
étoit  pas  fufceptible  (ans  fin.  Or  fi  elle  ne  l'étoit  pas ,  elle 
demeureroit  toujours  finie  ;  donc  étant  fufceptible  d'augmen- 
tation fans  fin  y  elle  peut  ne  demeurer  pas  toujoursTfinie ,  ou  > 
ce  qui  eft  le  même  j  devenir  infinie. 

84.  Pour  mieux  concevoir  l'Infini  >  je  confidere  la  Suite 
naturelle  des  nombres ,  dont  l'origine  eft  o  ou  i . 

Chaque  terme  croît  toujours  d'une  unité ,  &  je  vois  que 
cette  augmentation  eft  fans  fin  ^  &  que  quelque  grand  que 
foit  le  nombre  où  je  ferai  arrivé ,  je  n'en  fuis  pas  plus  proche 
de  la  fin  de* la  Suite  y  ce  qui  eft  un  caraâere  qui  ne  peut  con* 
venir  à  une  Suite  dont  le  nombre  des  termes  feroit  fini.  Donc 
la  Suite  naturelle  a  un  nombre  de  termes  infini. 

En  vain  diroit-on  que  le  nombre  des  fermes  qui  la  con> 
pofent  eft  toujours  aâuellement  fini  ;  mais  que  je  le  puis  tou- 
jours augmenter.  Il  eft  bien  vrai  que  le  nombre  des  termes 

D  iij 
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que  je  puis  aftuellement  parcourir  ou  arranger  félon  leur  or- 
dre ,  eft  toujours  fini  ;  mais  le  nombre  des  termes  dont  la 
Suite  eft  compofe'e  en  elle-même,eft  autre  chdfe.  Les  termes 
dont  elle  eft  compofée  en  elle-même  ,  exiftent  tous  égale- 
ment ,  &  fi  je  la  conçois  pouffée  feulement  jufqu  à  i  oo ,  je  nfe 
donne  pas  à  ces  i  oo.  termes  Une  exiftence  dontfoient  privés 
tous  ceux  qui  font  par  de-là.  Donc  tous  les  termes  de  la  Suite, 
quoiqu'ils  he  puifTent  pas  être  tous  embraffés  ou  confiderés 
enfemble  par  mon  efprit ,  font  également  réels.  Or  le  nom- 
bre en  eft  infini ,  comme  on  vient  de  le  prouver ,  donc  un 
nombre  infini  exifte  auffi  réellement  que  les  nombres  finis. 

8  ;.  Dans  la  fuite  naturelle  chaque  terme  eft  égal  au  nom- 
bre des  termes  qui  font  depuis  i.  jufqu'à  lui  inclufivement. 
Donc  puifqueje  nombre  de  tous  fes  termes  eft  infini  (8^) , 
elle  a  un  dernier  terme  qui  eft  ce  même  infini. 

On  l'exprime  par  ce  caraâere  oc.  # 

Il  ne  faut  point  que  le  mot  de  dernier  terme  effraie  en  cette 
matière.  Ceft  un  dernier  terme  fini  que  la  Suite  naturelle 
n'a  point  :  mais  n'en  avoir  point  de  dernier  fini ,  ou  en  avoir 
un  dernier  infini  y  c'eft  la  même  chofe  ;  car  ce  qui  fait  qu  elle 
n  a  pas  un  dernier  terme  fini ,  c'eft  que  quand  elle  a  un  ter  - 
me  fini  quelconque ,  fon  cours  n'éft ,  ni  ne  peut  être  terminé  , 
puifqu'elle  n'a  encore  qu'un  nombre  fini  de  termes  ;  mais 
quand  elle  a  un  terme  infini  ^  elle  a  un  nombre  infini  de  ter- 
mes ,  &  l'on  peut  concevoir  fon  cours  comme  terminé. 

S  6,  OO  eft  un  nombre  inexprimable  >  car  il  s'en  faut  bien 
que  ce  caraâere  oo  nous  en  donne  une  idée  claire.  Mais  en 
même  temps  oo  eft  en  quelque  forte  un  nombre  déterminé  , 
ou  diftingué  de  tout  autre  ,  puifqu'il  Peft  non  feulement  de 
tout  nombre  fini  ;  mais  en  cas  qu'il  y  ait  d'autres  Infinis  pof- 
fibles ,  de  tout  Infini  qui  ne  feroit  pas  le  dernier  terme  de  la 
Suite  naturelle ,  ou  feroit  le  dernier  d'une  autre  Suite  infinie. 
Ainfî  oofera  toujours  pris  ici  pour  un  Infini  fixe  6c  con- 
fiant ^  dernier  terme  de  la  Suite  naturel. 

Il  eft  inconcevable  comment  la  Suite  naturelle  paflfe  du 
Fini  à  Tlnfîni ,  c'eft-à-dire  >  comment  après  avoir  eu  des 
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termes  finis ,  elle  vient  à  en  avoir  un  infini.  Cependant  cela 
doit  être  y  ou  bien  il  faut  abfolument  abandonner  toute  idée 
de  l'Infini ,  &  n'en  prononcer  jamais  le  nom  9  ce  qui  feroit 
périr  la  plus  grande  &  la  plus  noble  partie  des  Mathémati- 
ques.  Je  fuppofç  donc  que  c'eft  là  un  fait  certain,  quoi- 
qu'incompréhenfible  y  àc  je  prends  la  grandeur  qui  doit 
être  infinie ,  non  comme  étant  dans  ce  paffage  obfcur  du 
Fini  à  l'infini  ;  mais  comme  l'ayant  firanchi  entièrement , 
&  ayant  paffé  par  les  degrés  néceflaires ,  quels  qu'ils  foient, 
fi  ce  n'eft  que  je  puifle  quelquefois  entrevoir  quelque  lu- 
mière fur  la  nature  de  ces  degrés. 

87.  L'idée  naturelle  de  la  grandeur  infinie  eft,  quelle,    comment 
ne  puifle  être  plus  grande  ou  augmentée ,  &  en  efièt  00  streJugm^^ 
dernier  terme  de  la  Suite  naturelle  étant  i.  qui  a  reçu  des  ti oh  diminua 
augmentations  fans  fin  y  il  n'en  peut  recevoir  d'avantage» 

D'un  autre  côté  la  grandeur  infinie  étant  toujours  grandeur, 
en  doit  conferver  Peflence ,  &  être  fufceptible  d'augmen- 
tation (  i  )  &  même  fans  fin  (  8i  ).  Ces  deux  idées  fi  con- 
traires en  apparence ,  fe  concilient  parfaitement ,  &  on  le 
va  voir  en  les  examinant  toutes  deux  l'une  après  l'autre. 

00  ne  peut  plus  être  augmenté  par  les  grandeurs  qui  Ta- 
voient  augmenté  jufques4à ,  car  il  a  reçu  d'elles  tout  ce  qu'il 
pouvoit  recevoir  d  augmentation.  Donc  00  H-  1  n'eft  que 
00 ,  ou  00  -4-  I  8=  00. 

88.  Et  fi  I  n'augmente  pas  oc,i-f-i  ou  2,  ou  3,  &c* 
ne  l'augmente  pas  non  plus«  Donc  en  général  a  étant  un 
nombre  fini ,  00  -4-  ^  =  oc. 

8p.  Et  fi  tf  n'augmente  pas  00 ,  il  ne  le  diminue  pas  non 
plus  quand  il  en  eft  retranché.  Donc  oc  +./Ï  =  00. 

90.  Mais  par  la  raifon  des  contraires ,  &  encore  plus  par 
la  nature  même  de  la  chofe ,  je  puis  dire  oc  -+^  00  ou  2  00  ^ 
ou  5  pc ,  &c.  Car  il  faut  que  Tinfini ,  puifqu  il  efl:  grandeur  y 
foit  capable  d'augmentation ,  &  je  vois  qu'il  le  fera  fans  fin  ^ 
puiiqu'il  pourra  être  multiplié  par  tous  les  nombres  naturels 
de  fuite  ,  dont  le  nombre  eft  infini.  Voilà  donc  les  deux 
idées  de  l'art.  87.  conciliées.. 
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p  I .  On  voit  par-là  que  oc  qui  eft  i  y  devenu  infini  par 
une  augmentation  fans  fin ,  ou  une  grandeur  finie  qui  eft 
fortie  de  Yordre  du  fini ,  &  a  paffé  dans  celui  de  l'infini  >  ne 
peut  plus  être  augmentée  par  tout  ce  qui  eft  de  Tordre  du 
fini  dont  elle  n'eft  plus ,  mais  feulement  par  ce  qui  eft  de 
Tordre  de  Pinfini  dont  elle  a  commencé  d'être,  &  il  eft  clair 
qu'il  en  ira  de  la  diminution  comme  de  l'augmentation. 

pa.  ^^o  =  ^,commeooH;:^j=:OC,& parconféquent 
a  y  quoique  grandeur  y  eft  auiïi  peu  grandeur  par  rapport  à 
oc  y  que  o  par  rapport  à  a.  Donc  aucune  grandeur  finie 
n'eft  grandeur  par  rapport  à  oc ,  &  toute  grandeur  qui  Teft 
pat  rapport  à  oo ,  ne  peut  être  qu'infinie. 

P3,  La  moitié  d'une  grandeur  >  fon  tiers ,  enfin  toute  ali- 
9^^tin^d!'  quote,  &  plus  généralement  toute  partie  déterminable ,  eft 
•tminahUt     grandeur  par  rapport  à  fon  Tout  ;  donc  toute  partie  Jdétermi- 

àet  Infini  font 

des  infinis,     nablc  de  TInfini  eft  infinie  (  pa  )•  Donc  Sl^,n  étant  un  nom- 

n 

bre  fini  quelconque  ,  eft  une  grandeur  infinie.  A  plus  forte 
raifonw  oO>  ou  TInfini  multiplié  par  une  grandeur  finie,  eft 
une  grandeur  infinie  y  comme  on  Ta  déjà  vu  dans  l'art,  po. 

P4.  Puifque  oo  n'a  aucune  aliquote  dans  toute  la  fuite  na- 
turelle des  nombres  finis  (  93  ) ,  il  eft  nombre  premier. 

pc,  51-oc:  :  i.w.  ouwoc.  00  :  :  ».  i.  Donc  deux  gran- 

n 

deurs  infinies  peuvent  avoir  les  mêmes  rapports  que  des 
grandeurs  finies. 

En  effet  les  rapports  de  deux  grandeurs  finies  ne  font  pas 
finis  y  parce  qu'elles  font  finies  y  mais  parce  qu'elles  font 
grandeurs  Tune  à  Tégard  de  Tautre. 

p  6,  La  fotnjme  dç  deux  Infinis  ne  peut  être  qu'infinie  > 


»  00  •-i-'OO  =  »-H  i  X 00.  oc  •+.^==^±1152.. 

•*•  n  n 

p7.  Leur  différence  peut  être^o,  car  ils  peuvent  être 
égaux,. 

p8.  Si  on  leur  fqppofp  une  différence  finie,  elle  fera  en- 
pore  nulle  par  rapport  à  eux  (  8p  ) ,  $c  ils  feront  égaux. 

99^ 
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S 9*  Réciproquement  (1  deux  Infinis  (ont  égaux^  leur  diifê^ 
rence  eft  nulle ,  ou  finie. 

100.  Donc  fi  deux  Infinis  font  inégaux ,  leur  différence 

n'eft  ni  nulle>  ni  finie ,  donc  infinie^  «oc  —  oo  =  «  —  i 


^OC. 


n 


loi.  Le  produit  de  deux  Infinis  eft  infiniment  plus 
grand  qu'aucun  des  deux^car  il  contient  celui  des  deux  qu  on 
voudra  prendre  pour  le  premier,autant  de  fois  qu  il  y  a  d  uni- 
tés dans  le  fécond  ?  or  il  y  en  a  une  infinité ,  dont  le  produit 
contient  le  premier  Infini  une  infinité  de  fois  ;  donc  il  eft 
infiniment  plus  grand ,  &  c  eft  la  même  chofe  à  l'égard  du 
fécond  Infini. 

I02,  La  divifion  d'un  Infini  par  un  Infini  doit  donner 
tin  quotient  infiniment  moindre  qu'aucun  des  deux  :  car  (î 
la  multiplication  d'un  Infini  par  un  Infini  donne  un  produit 
infiniment  plus  grand,  la  divifion  qui  fait  un  effet  contraire 

doit  donner  un  quotient  infiniment  plus  petit.  Ainfi  —  =3 1> 

ou ==  — ,  ou  00  divifé  par eft  =«. 

105.  11  fuit  &  de  tout  ce  qui  a  été  dit ,  &  de  la  nature 
de  la  chofe,  que  oc  étant  grandeur ,  eft  fufceptible  d'augmen- 
tation,pourvû  que  les  grandeurs  que  Ton  concevra  Paugmen- 
ter,  foîent grandeurs  par  rapport  à  lui,  c'eft-à-dire  infinies. 
Ainfi  l'on  peut  concevoir  cette  nouvelle  Suite  00.  ;iOO. 
300 ,  &c.  qui  fera  une  progreflion  arithmétique  dont  la  difié* 
rexice  fera  =  00,  &  comme  la  diflTérençede  i  ado  rou  00 
!_  I  eft  =  00 ,  cette  progreflion  pourra  commencer  par  i  j 
&  on  aura  -f-  i.  00.  apo.  300,  &c* 

104.  Puifque  dans  cette  nouvelle  progreflion  les  cot^- ^^^^^J^*' 
ciens  de  00  croiflent  toujours  félon  la  Suite  des  nombres  ment  plus 
naturels ,  die  fe  terminera  enfin  par  00  x  00 =oo^  r*»i/,  & 

*  toujours  de 

lo;*.  00^  =  ooxoD  eft  infiniment  plus  grand  que  00 fiiiteÀn^ 
1 1  o  I  )•  Donc  comme  la  Suite  naturelle  !•  2 ,  &c.  fe  termi-'"' 
<noit  à  00  infiniment  plus  grand  queies  termes  de  fon  origine. 
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de  même  la  progrei&on  oo.  lOO  y  &c.  fe  terinine  à  oo^  infi- 
niment plus  grand  que  les  termes  qui  font  à  fon  origine. 

io(J.  On  peut  concevoir  une  5"^^  progreifion  arirfimé- 
tique  qui  fera  oo^  2QO\  300^ ,  &a  cX)xoc^  =00  ,  fur  la- 
quelle  on  fera  les  mêmes  raifonnemens  y  &  toujours  ainfi  de 
fuite  y  de  forte  que  le  dernier  terme  de  chacune  de  ces  pro- 
greflions  fera  toujours  infiniment  grand  par  rapport  à  ceux 
qui  étoient  vers  l'origine  ;  &  en  raflemblant  tous  ces  derniers 
termes  >  on  aura  la  progreffion  géométrique  -Jf  00,  oo^«  oo'. 
00^  ^.ôcc.  toute  formée  des  puiflfances  cqnfécutives  de  oOyàc 
telle  que  chaque  terme  fera  toujours  infiniment  grand  par 
rapport  à  celui  qui  le  précède. 

I  oj.  Il  faut  toujours  raifonner  de  chaque  terme  de  la 
progreffion  géométrique  par  rapport  à  celui  qui  le  précède 
comme  on  a  fait  de  Flnfini  ou  de  00  par  rapport  au  FioL 

Donc  oo«^  j-  00  =:  00*.  Et  en  général  00  ±:  00. 


io8.  Donc  autant  qu'il  y  a  de  puifllances  poiTibles  de  00  > 
autant  il  y  a  d'ordres  ou  genres  dlnfinis  qui  s  élèvent  toujours 
les  uns  au-deflus  des  autres.  00  efl  du  i^^  ordre  ou  genre  y 
00^  du  2^ ,  &c. 

lop.  I  peut  être  le  1^*  terme  de  la  progreffion  géomé- 
trique (  47  &  48  ) ,  &  elle  fera  ~  i.  oo.  oc*. oo? ,  6cc.  ou 
(4P  )  oo^.  oo^  00^ ,  &c. 

î  I  o-  Donc  000  =  I .  Et  en  effet  le  raîfonnement  par 
lequel  on  a  prouvé  dans  fart,  49  que  m«  =  1 ,  prouve  aufïï 
que  00=^==  I  ^  car  ileft  abfolument  indépendant  de  la  gran- 
deur de  m. 

1 1 1  •  La  progreffion  -^  oc^^-  oc^  00* ,  &c.  peut  &  doit 

aller  iufqu  à  oo  y  puifque  les  expofans  de  ks  termes  font 
la  Suite  naturelle  des  nombres.  Donc  il  y  a  un  nombre  d'orr 
dres  d'Infinis  =  oo. 

1 1 2.  Si  la progrelGon  efl  -^  i.  00.  00^  >  &c.  (  109  )  le 
Fini  eft  un  des  ordres  qui  y  entrent ,  &  il  efl  clair  qu'il  y 
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doit  entrer,  i  repréfente  toutes  les  grandeurs  finies ,  quelles 
qu  elles  foient ,  qui  ne  font  point  grandeurs  par  :rapport  aux 
infinies,  oo  repréfente  toutes  les  grandeurs  fimplement  infi- 


nies, telles  que  woo,  ou— ^OO*  celles  qui  font  des  pro- 

duirs  des  grandeurs  fimplement  infinies  par  de  pareilles  gran« 
deurs  y  &  toujours  ainli  de  foite  ;  par  exemple  >  oo  x  ;2  oo  , 

plus  grand  que  oo* ,  &  oo  x  —  moindre  que  oo*  font  éga- 
lement de  Tordre  deoo^,  quoiqulnégaux  en  grandeur  dans 

cet  ordre.  De  même  oo*  xwoo^ouoox  —  font  de  Tordre 
deo05>  &c. 

1 1  ;•  Ces  ordres  ainfi  établis  >  une  grandeur  quelconque 
a  des  rapports  finis  à  tout  ce  qui  eil  de  fon  ordre,  &  die  né 
peut  recevoir  des  augmentations  ou  des  diminutions  que  par 
ce  qui  eft  de  fon  ordre»  Si  on  la  conçoit  élevée  à  un  ordre 
fopérieur ,  il  faut  la  prendre  comme  ayant  fi*anchi  ce  pafiâgé 
immenfo ,  ôc  alors  tout  ce  qui  eft  d  un  ordre  inférieur  n'efl 
plus  grandeur  par  rapport  à  elle>  ôc  difparoît  devant  elle  j 
comme  elle-même  n  efl  point  grandeur  par  rapport  à  toutes 
celles  desordresfupérieurs>ôc  difparoîtroit  devant  eIIes.Tout 
cela  n'efl  que  ce  qui  a  été  dit  du  Fini  &  du  fimple  Infini , 
appliqué  à  tous  les  ordres  en  général^  dont  le  Fini  &  le  fim- 
ple Infini  n'étoient  que  les  deux  premiers. 

1 14,  Ce  que  font  dans  le  Fini  les  puiflances  ou  plus 
généralement  les  multiplications  >  en  élevant  la  grandeur  i 
différentes  dimenjïom ytllcsh  font  dansTInfini^  en Télevant  à 
différens  ordres  ;  deforre  que  les  dimenfions  du  Fini  répon^ 
dent  aux  ordres  de  TInfini.  Âinfi comme  a^  ou  abcdeH 


grandeor  de  4  dimenfions  >  iab^cm  00)  x;?op  >oa  X— > 


00 


ou  O0*xj»* 00*  011 X  ~>  &c*  eâtm Infini  du  4«»e ordre. 

II  y.  Si  deux  Infinis  ou. du  mêmeprdre  ou  de  dîfl^érens 
ordres  font  multipliés  Tun  par  Tautre  y  lé  produit  eft  d'un  or- 
dre dont  Texpofant  cû  la  fomnie  des  expofans  des  ordres  des 

Ei; 
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deux  Infinis  :  par  exemple  ,00x00=00        =  OO*.  OO*- 

X00'  =  00  sssOOV 

116.  Si  deux  Infinis  du  même  ou  de  différens  ordres 
font  divifés  l  un  par  l'autre ,  le  quotient  eft  de  l'ordre  dont 
l'expofant  eft  la  différence  des  expofens  des  ordres  des  deux. 

Infinis.  -^  =00  '  ~  ^  =  00°=  I  (no;.-~r  =  00  ^~* 

00  00. 


TroprUtés       1 1  j.  Daîis  le  Fini  plus  un  nombre  eft  grand ,  plus  il  eft 
quiféijfent    pgj-j  p^p  rapport  à  fon  quarré,  plus  fon  quarré  eft  petit  par 
nnffU,  oT  rapport  à  fon  cube ,  &  toujours  ainG  de  fuite  des  autres  puif- 
s'Mfperfoi^     fances.  Et  l'on  voit  ici  qu  un  nombre  infini  n  eft  pas  gran=- 
IZpaJ'ie  ''  deur  par  rapport  à  fon  quarré,  que  le  quarré  ne  Teft  pas  par 
n>o;^en  de     rapport  au  cubc ,  &c.  Donc  le  rapport  des  puiflances  fupé^ 
^^»jî»'-        rieures  aux  inférieures  ayant  toujours  été  croiflant  dans  le 
Fini  à  mefure  qne  les  nombres  étoient  plus  grands,  il  devient 
enfin  infini  dans  l'Infini^c'eft-à  dire ,  lorfque  les  nombres  font 
infinis.  Cela  conduit  naturellementà  cette  réflexion,  Que  les 
propriétés  qui  vont  toujours  croiflant  dans  le  Fini ,  doivent 
dansllnfini  recevoir  tout  raccroiflement  dont  elles  font  capa- 
bles ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  arriver  au  Terme  où  elles  ont 
tendu ,  &  dont  elles,  fe  font  toujours  approchées  pendant  un 
chemin  infini. 

Cette  réflexion  fuppofe  trois  chofes.  i  ^  Que  la  propriété 
prenne  naiflance  dans  le  Fini,  i^  Qu  elle  s'y  foutieime  aufli 
long-temps  que  l'on  peut,  pour  ainfi  dire  >  la  fuivre  de  Toeif; 
30  Quellefoit  capable  d'un  certain  accomplifîement  dans 
rinfini.  Moyennant  ces  trois  conditions,la  réflexion  devient 
un  Principe. 

1 1 8*.Donc  fi  une  propiété  a  pris  naiflance  dans  le  Fini  f 
fi  elle  s*y  conferve  aufli  long-temps  qu'on  l'y  peut  fuivre ,  6c 
fi  elle  eft  capable  d'un  certain  atccompliflement  dans  Tlnfini) 
il  eft  certain  qu'elle  l'y  reçoit.  .  . 

I.I9,  Si  on  voit  dans  l'Infini  une  propriété  ^  &  qu'ea 
piême  temps  on  en  voie  la  naiflance  dans  leFini,il  eft  certain 
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qtfelle  fe  conferve  dans  tout  le  cours  du  Fini  où  l'on  ne  peut 
la  fuivre  de  vue ,  &  que  dans  tout  ce  cours  elle  approchoit 
de  plus  en  plus  de  Tdtat  où  elle  eft  dans  l'Infini.  , 

1 20,  Par  la  raifon  des  contraires  >  les  propriétés  qui  vont 
décroiiTant  dans  le  Fini  auflGL  long  temps  qu'on  les  peut  (ùi-* 
vre ,  &  peuvent  s  anéantir  dans  l'Infini,  s'y  anéantiffent  (ure- 
nient.  Ainfî  parce  que  le  rapport  géométrique  des  termes  de 
la  Suite  naturelle  décroît  toujours  >  &  qu'il  eft  poflible  qu'iJ 
foit  nul  dans  l'Infini^puifque  deux  Infinis  peuvent  être  égaux  > 
la  Suite  naturelle  infinie  fe  termine  par  deux  Infinis  égaux*. 

12 1.  Si  on  voit  qu'une  propriété  eft  nulle  dans  l'Infini  > 
&  en  même  temps  qu'elle  a  commencé  à  décroître  dans  le 
Fini  >  il  eft  fiir  qu'elle  a  décru  dans  le  cours  du  Fini  où  l'on 
n'a  pu  la  fuivre,  6c  qu'elle  a  toujours  approché  de  plus  en  plus 
de  Ion  anéàntiffement. 

I^2•  Comme  ces  conclufions  fuppofent  toujours  une 
propriété  dont  on  voit  la  naifTance  dans  le  Fini ,  ôc  la  fin  ou  l| 

poflible  ou  aéiuelle  dans  l'Infini ,  il  ne  fuit  point  de  là  qu'aune' 
ropriété  qui  fe  maintient  conftante  &  fans  altération  dans 
te  Fini>  doive  fe  maintenir  dans  FInfini  :  car  tout  ce  qu'on 
en  voit  dans  le  Fini ,  ôc  qui  eft  fuppofé  conftant  >  peut  n  être 
que  fa  naifiance  >  ôc  en  ce  cas-là  on  ne  voit  qu  une  de  fes^ 
extrémités^  ce  quinefufiit  pas.  Donc  il  eft  feulement  pofÏÏ- 
ble>  ôc  non  pas  abfolument  néceflaire  qu'une  propriété  qui 
fe  maintient  toujours  dans  le  Fini^  fe  maintienne  aufli  dans 
rinfini. 

1  z  3  •  Mais  par  la  même  raifon ,  fi  on  voit  une  propriété 
dans  le  Fini ,  ne  fût-ce  qu'à  fa  première  &  plus  petite  nai(^ 
fance  y  qu'on  la  retrouve  la  même  dans  l'Infini  ^  il  eft  fut 
qu'elle  a  été  conftante  dans  tout  le  cours  intermédiaire^pour-* 
vu  que  ce  cours  ait  été  uniforme  ;  c'eft-à-dire ,  que  les  autres 
propriétés  qui  y  étoient  cioifTantes  ou  décroisantes  l'aient 
toujours  été.  Mpyennant  cette  condidon  ^  les  deux  extrémi-* 
tés  feules  affurerom  de  tout  l'entre-deux^ 

Pour  prévenir  la  penfée  où  Ton  pourroit  tomber ,  que  toute 
cette  Théorie  abftraite  de  l'Infini  eft  peu  utile^je  vaisapportec 


l 


* 
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quelques  exemples  des  ufages  que  peut  avoir  le  peu  que  nous 
en  avons  vu  julqu  ici. 

Exemple.    I. 

1 2.4.  Si  Ton  cherche  la  fomme  de  la  Suite  naturelle  pouP» 

fée  jufqu  à  oc^  on  voit  par  la  Formule  générale (  77  ) 

que  cette  fomme  efl; =5- —  (107);  ceft-à^dire  > 

que  la  fomme  de  la  Suite  naturelle  infinie  eft  la  moitié  du 
quarré  du  nombre  infini  qui  la  termine.  Et  quoique  ce  nom* 
bre  infini  nous  foit  inconnu  >  si  eft  certain  qu  on  prend  par-là 
une  idée  de  cette  fomme  qu  on  n  auroit  pas  eue  autrement* 

Exemple    IL 

ï  ly.  Si  je  ne  prends  la  fomme  que  de  la  moitié  des  ter- 
mes de  la  Suite  naturelle  y  le  nombre  n  de  fes  termes  étant 


00      I    /•  /•       oo*-^i  00  00* 


alors  =  —  >  la  fomme  fera =  — -.  Et  elle  fera 

i    '  8  8 


à  celle  de  la  Suite  entière  terminée  par  00  :  :  — :.  — —  (107) 

:  :  1.  S  :  :  i  «  4  •  Donc  dans  la  Suite  naturelle  infinie  la 
ibmme  danombreinfini  destermes  eft  quadruple  de  la  fomme 
de  la  moitié  infinie  de  ce  nombre  total  des  termes.  Cela  me 
fait  appercevoir  que  cette  propriété  pourroit  avoir  pris  nîriC- 
iance  dans  la  n^me  Suite  finie  ^  &  je  vois  en  efifet  que  i  o  > 
fomme  des  4  premiers  termes ,  n  eft  pas  quadruple  de  j  j 
fomme  des  z  premiers^  mais  que  2 1  ^  fomme  des  6  premiers^ 
approche  plus  d'être  quadruple  de  6 y  fomme  des  3  premiers^ 
que  I  o  n  approchoît  d'être  quadruple  de  3  >  6c  quelques  au- 
tres indnifions  m'aiTûreront  de  rcfte  que  cette  propriété  eft 
croiflfante  dans  le  Fini  ;  £c  comme  je  la  vois  accomplie  dans 
f  Infini ,  j  en  conclus  fôrement  { 1  ip  )  qu'elle  eft  croiffante 
dans  tout  te  coor  du  Fini  y  &  que  plus  on  prend  un  grand 
nombre  de  termes  de  la  Suite  naturelle  y  plus  leur  fomme  ap^ 
proche  d'être  quadnrple  de  la  fomme  d  un  nombre  de  termes 
une  fois  moindre. 
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Si  je  prends  la  fomme  d'un  nombre  de  termes  de  la  Suite 

naturelle  ==  —  y  elle  fera =  — — ,  &  elle  fera  à 

3  18  18 

00* 

1  fomme  du  nombre  total  des  termes  :  :  1.9. 

De  même  ^  fi  je  prends  la  fomme  d^uri  nombre  de  termes 

de  la  Suite  naturelle  =  —  >  elle  fera  à :  :  i  •  1 5. 

4  » 

Et  en  généralil  eft  clair  par  la  Formule que   fi    le 

nombre  des  termes  que  je  prends>eft  -^^  m  étant  un  non> 

brc  fini  quelconque  >  la  fomme  en  fera  — ^  qui  fera  à  ^ —  > 

fomme  du  nombre  total  des  termes  :  :  i.  W2% 

D'où  je  conclus  que  dans  !e  Fini  ^  plus  le  nombre  n  des 
ternies  de  la  Suite  naturelle  fera  grande  plus  la  fomme  appro- 
chera d'être  à  celle  d'un  nombre  de  termes = —  :  :  4,  i«  à 


celle  d'un  nombre  de  teanes  &»  —  :  :  9.  i .  à  celle  d'un 

3 

nombre  de  termes  =  —  ::  i6.  i.  &c.  Et  c*eft  par  Flnfîni 
qu'on  eft  arrivé  à  cette  connoifiànce  du  Fini. 

Exemple    II  J. 

iz6.  Je  fuppofe  qu  on  fait  ce  que  c  eft  que  les  nombres 
Figurés, qui  font  les  Unités,les  Nombres  Naturels^lesTrian- 
golaires ,  les  Pyramidaux ,  les  Triangulo-pyramidaux ,  &c.  à 
Tinfini.  Il  eft  démontré  qu  un  nombre  mturel  quelconque 

étant  »,  le  n^-     Triangulaire  eft ^*       , 

I  X  1 

Pyramidal ^ , 

IK2K3 

Triang.  pyr . 

^         «ù»   *  ^  .IX  2x3x4 

&c. 
De-là  il  fuit  que  le  dernier  des  Naturels  étant  oC , 


00* 
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4c  dernier  des  Triangulaires  eft ^ 

des  Pyramidaux 


00 

6 

4 


00 


des  Triang.  pyramidaux. . . 

00  ^ 

D'où  Ton  voit  que  ceux  des  ordres  fuivans  feront  — ^  j 


y  &c.  le  numérateur  étant  toujours  oo  ^levé  à  la  puif- 

fance  ou  à  Tordre  immédiatement  lupérieuf  y  &  le  dénomi- 
nateur le  produit  continuel  des  nombres  naturels  jufqu  au 
nombre  inclufivement  qui  eft  l'expofant  de  oo. 

On  peut  s  affûrer  par-là  que  les  difFérens  ordres  d'Infini 
font  très-réels ,  puifque  des  Suites  de  nombres  y  conduifent 
néceffairement.  Et  fi  Ton  fe  contentoit  d  appercevoir  que  les 
dernierstermes  de  ces  différentes  Suites  de  Nombres  Figurés 
doivent  être  infinis ,  la  connoifl^nce  feroit  fans  comparaifon 
plus  imparfaite. 

1 17.  On  peut  élever  a«  quarré  tous  les  termes  de  la 

progreflîon  "ff  i.  op.  OO^OOJ,  ôcc.oo      ,  ce  qui  donnera 

la  nouvelle  progreflîon  -^  x^s=  x.  00*.  00       .OC       «c. 

OC       .  De  même  en  élevant  au  cube  la  première  progref- 

fion,  on  aura-^  i.ooî.  oo^oo^,  &c.  oc^^  ^ôcainfide 
ftiite  pour  toutes  les  autres  puiffances ,  &  enfin  pour  la  puif- 

r  ..        00  00  100  300     4j 

lance  =  00^  ou  aura  —  i      .00     .00       .00        j  occ 

oc  =00  ^  ,c'eft-à-dire,ûc  multiplié  par  lui-même 

autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  oc^. 

iiS.  On  peut  encore  élever  au  quarré,  au  cube>  &c. 

&  enfin  à  00  la  progreflîon  -^  i  ^  . oc      .oc   ^  , &c* 

00* 
OC      ^  ce  qui  donnera  pour  dernier  term«  dansia  dernière 

élévation,  00  ^  ^^s=oo/^  .11  eft  vifible  que  ces  élévations 

n  ont 
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il  ont  point  de  fin  >  qu'on  iroit  jufqu'à  une  progceflion  dont 

le  dernier  terme  feroit  oo^  ,  &  que  là  même  on  recomr 
menceroit  encore  à  faire  des  élévations  fans  fin. 

.00  00  00  xOO- 

i2p.  I      =  K  Car  (  127  )  4r  I    •  oc     .00       i 

Donc  00*  ==1  X  00*  .  Donc  i  =31.  Doi>c  i 
conferve  jufque  dans  Tlnfini  fa  propriété  de  ne  point  aug- 
menter pv  aucune  élévation  à  une  puiflance.  -  ^ 

150»  Doncoo®  =  i  (iio)  =;  I     • 

i3r.  Donc  auffi  1^  «=  i  .  Et  il  eft  remarquable  que 
o  &  00  appliqués  de  la  même  manière  faffent  le  même  effet > 
mais  la  raifon  en  eft  claire.  Ceft  qu'une  grandeur  qui  n'ef| 
aJbfolument  multipliée  par  rien ,  ou  la  mêm^  grandeur  mul^ 
tipliée  de  façon  qu  elle  ne  puiffe  augmenter,  c'eft  la  même 
chofe,  &  elle  ne  peut  changer  d^état.  Or  i  eftla  feule  graÀ* 
tieur ,  qui  multipliée  par  elle-même  ne  change  point. 

1 5 1.  Il  eft  clair  par  tout  ce  qui  a  été  dit ,  que  fi  on  élevé 
tous  les  termes  de  la  Suite  naturelle  infinie  au  quarré  j  au 
cube  >  &c.  le  dernier  terme  de  la  Suite  quarréé  fera  oc^>  de. 
la  Suite  cubée  00'  >  &c.  toujours  d  un  ordre  fupérieur. 

155*  Que  00  (bit  divifé  en  un  nombre  fini  ^  de  parties    TmnMtU» 
qui  feront  infinies  (P5  ) ,  ou  que  le  rapport  arithmétique  de  i  fj^î,^^"^^ 
de  de  0O9OU  leur  difl^rence  3=^  00  foit  divifée  en  ce  nombre  n  n$  o^i  que 
de  parties >  c'eft  la  même  choie, &  ces  parties  feront  îpfi^  r^duanx^ 
nies  ;  &  parce  qu  elles  font  infinies  y  leurs  parties  en  nombr(^ 
fini ,  le  feront  atiffî  j  quoique  toujours  moindres  j  oU  /ce|c[iii 
revient-aa  mêîhé>  leurs  rapports  arithmétiques  ou  difFérencis 

feront  «hcore  infinies.-  Ainfi'^  &.  pétant 'deux  Infinis 
qui  font  {orties  dé  00 ,  leur  différence  =»  ^  eft  infime. 

la  même  raifonje  rapport  géométric^giiç  de  90  à- 1  étant  cii«; 
vifé éttùn  nombre  fini; »  dé  parties^ eflès feront infînleç >J5q 
comme  ce  feront  des  rapports  géométriques^  ces  rapports  le- 

tout  donc  Mfni&>  QVtyQ^  ^«ft  Ixnême  ofaafe/ fos  grandeiiiâ 
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entf  e  lefquelies  feront  ces  rappom^feront  infinies  leis  unes  pftt 
rapport  aux  autres.  Donc  fi  on  introduit  entre  i  &  oo  ua 
nombxe  n  fiiii  de  moyens  gnéométrîques,  ce  qui  donnera  (  5  8) 


~  1.  OC^*^^  •  oô »•+•'. 00 »-+"S  &c.  Jufqu^à  00»  ^ 
=a  00  ^  on  aura  une  progreflion  dont  chaque  terme  fera  iot^ 
Imi  par  rapport  à  celui  qui  le  précédera. 

rar  exêmple^fi  ;? »=  i > on  aura -j;f-  i.OQ^cai^oo»  dO;<; 

•  •  • 

1 54..,Donc  voilà  de  nouvelles  progreflîons  >  dont  les  ter^ 
mes  toajours  infiniment  grandi  par  rapport  à  ceux  qui  les 
précèdent,  font  toujours  par  conféquent  d^ordres  fupérieurs^, 
toittme  ceux  de  -^  1. 60 .  ôo*  %  bu  de  -^  !•  00 ,  00*  .oc' 9, 
Ôt  de  toutes  fes  prôgreflîons  pareilles.  Mais  il  y  a  cette  diffé- 
rence ôftentiÉlle ,  qu  au  lieu  que  dans  ces  dernières  progref- 
fions,  c*eû  le  rapport  infini  de  ooà  i^  doublé  ou  triplé  y  &C.: 
qui  a  été  divifé  en  un  nombre  fini  n  de  parties ,  qui  ont  fait 
^tànt  à^otdte^  potentiels  i  ceà  dans  les  progreilions -^  i- 


bb ^'^^.ac^^^y &c. It  rapport fimplement înfinî  de  oô 
à  1  quieft  divifé,  iSc  qui  ne  produit  que  dfcs  ordres  radicaux. 
'    i5  ^  Quoique  00  foit  infiniment  grand  par  rapport  à 

00^  la  moitiié  géométrique,  &  ^'il  ne  le  (bit  pas  pariap 

|ictt  à  ^  fa  œokié  teithmétîqtie  >  cela  n  empêche  pas  qUfr 

'  ,  '        .       • 

l^.correfpondancjë  du  rapport  aritlu^étique  &  dugéoméfriqud^ 
cétTpit  toujours  parfaite  î  car  pomix^^oQ  a^e  ^én^tnia 

isBiii^  à  :^  >  ainfi,  qk)  ?•  uff  rapport;  gnéopaEetdque  inâiû,  à 

1 

^.*/  {^  eoji^ne  pour  égaler  ~-  àioo  >  il  ac  fint  ^  lor 

dbtiMàr^^ittrî  poxi  ^Ib  e»^  a  <io ,!  îi,hé  Eut  giie'l^  <Îout 
bteïbu  te  q^ûattiËrir^  ce^bi,^  ^  raahiere  çarticulierç  i^;^j;c^ 
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màxmèàtfx  de  oo  (k  de  i  font  du  même  ordre  qut  OO^  êc 
plus  généralement  parce  que  toutes  les  parties  déterminables 
d*un  Tout  quelconque  >  ou  qui  font  en  nombre  fini  ^  font  d(i 

même  ordre  que  ce  Tout  y  il  faut  que  les  oo  * ,  oo  S  &c. 
foient  du  même  ordre  que  oo.  Mais  ces -Infinis  radicaux  ne 
peuvent  être  du  même  ordre  que  oo ,  qu  entant  qq^ils  foijt 

quelque^  parties  déterminées  du  rapport  géométrique  ^^  ou 

de  l'ordre  potentiel  qui  efl  entre  i  6c  oo  >  donc  ils  (ont  dd 
même  ordre  potentiel  qu«  pp  >  ou  du  même  ordre  par  rap-i 
port  à  x^ou  au  flhi^  ce  qttt  n empêche  pas  qu'Us  ne  foirnt 
entr'eux  d^  différens  ptrdf es  ^adicsstux  infioimeot  élev^  bs 

uns  au-deiTus  Ac%  autres  ^  comme  les  ^>  ~-#  &c.  çnt 

entr'eux  des  différences  infinies. 

'    135.  Puîfque  dans  la  progreffion  radicale  *^ 

^      ^      '  ^     '^  des  Infin 

-77- 1.  00         ,  ^         y  &c.  00.  djaque  terme  eft  mfini-  fotinti$u,^ 
ment  grand  par  rapport  à  cebi  qui  le  ppéçede  (  133  )  on  a  ^^'•'^^ 


mSTMÀ 

tUeaux  Mttx 


Qpi»-t-x  -4-1—,  QO*"*"SOttQfl>'*"^*  H-f»^=^00 


n 


00 ''"*"' ±00  *+*^:^  00  •■+•'.  00  :+:oo»'i"^5wao.A^ 

plus  forte  raifon  fi  1  on  pcend  dans  cett»  progreffion  desf 
texsnes  qui  ne  foient  pas  con^ut^^  car  le  pbs  grand  en 
fera  encore  infiniment  plus  grand  par  rappost  ai'autce. 

1 3  7.  Le  noaabre  n  de  moyens  gépm^triquje?  étant  déter- 
miné >  deux  termes  qui  appartiennent  à  la  même  prxpgreffîon^ 
difierent  d'autant  d'ordres  radicaux  que  les  numérateurs  de 
l^ut^expolansdiâbrent  d Wkés*  AÂQfifio»^^  ^ce  qui  donne 

-^  j-p©*^oQ^,QO^,Qip,  oeypitqueoo^&oo^d^ 

ferent  de  deux  ordres  radicaux. 

139.  PJIds  n  eft  grand  >  plus  Ip  isipppnt  —  a  é%é  jdiyiié 

en  un  grand  nombite  de  parties  >  &;  pat  con^ueht  plus  <41es 
Cbm  petites  f  <{uoiq«e  toutes 'iafiiûâfi.DoBC  fi  denx  Infinis 
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radicaux  font  confécutifs  dans  une  progceflion  qui  à  ttfi^ôefS 
tain  nombre  de  termes  j  le  rapport  infini  du  plus  grand  au 
plus  petit  n  eft  pas  fi  grand  que  celui  de  deux  autres  infinis 
radicaux  confécudfs  dans  une  autre  progreflion  qui  a  un 

moindre  nombre  de  termes.  Ainfi  le  rapport  de  oo  ^  a  oô  ' 

n'eft  pas  fi  grand  que  celui  de  oo"^  à  oo"^. 

15p.  Après  tout  ce  qui  vient  d'être  établi ,  il  eft  aifé  de 
comparer  enfemble  deux  Infinis  radicaux  dont  les  expofans 

ont  le  même  dénominateur^  comme  00  7  6c  00 ^  :  car  on 
voit  tout  d'un  coup  qu^iis  appartiennent  a  une  progreflion 
qui  a  introduit  entre  i  &  00  fîx  moyens  géométriques  ^ 
6c  que  dans  cette  progreffion  ils  différent  de  deux  ordres 
radicaux. 

140.  Et  comme  pour  la  çomparaifon  de  deux  Infinis 
radicaux  il  faut  qu'ils  appartiennent  à  la  même  progreffion  y 
&  que  quand  ils  y  appartiennent ,  leurs  ex()ôfkns  oHt  le  même 
dénominateur  ;  il  s'enfuit  que  fi  leurs  expofans  ont  difFérens 
dénominateurs  ^  il  faut  leur  en  donner  Un  qui  foit  le  même 

fans  changer  leur  valeur.  Auffî  pour  comparer  00  ^  &  00  ^  > 

ïï  faut Jes  changer  en  00  »*  6c  00  «^ ,  moyennant  quoi  on 
voit  qu'ils  appartiennent  à  une  progreffion  qui  a  introduit 
II  moyens  géométriques  entre  1  6c  00  >  ôc  que  dans  cette 
progreffion  ils  différent  d'un  ordre  radical. 

141.  Quand  les  numérateurs  des  expofans  feroîent  di& 
(étcns  aufC-bien  que  les  dénominateurs  >  comme  dans  00 
&  00^^  cela  ne  changeroit  rien  à  cette  manière  de  comparer 
les  Infinis  radicaux.  On  auroit  dans  cet  exemple  00  ^  fie 

00  '  ^  ^  après  quoi  la  comparâifon  eft  aifée. 

142.  Comme  ion  a  introduit  entre  i  6c  00  un  nombre 
quelconque  n  fihi  de  moyens  géométriques  (135)  on  en 

£eut  introduite  ce  même  nooSte  eoue  i  6c  oqS  ce  (|uî 
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axi  1X1  IX  i  >X4 

donnera  (j8)-7rï*oo»+».  00  »+ï.  00»+ ».  00»+ i&c; 

^x  if  +  i 

00    »  +  »    =s=s  oo\  Où  l'on  voit  que  le  numératear  des 
expoians  eft  toujours  un  produit  de  deux  nombres  ^  dont  a 
expofant  du  dernier  terme  00^  eft  toujours  l'un  ^  ôc  les  autres 
font  la  Suite  naturelle  des  nombres. 
Si  I  par  exemple  ^  n=^6^on  aura 

XX  I      ixz  XX  3       ax4      >x  f 

I.  OC  7  .00  "T" .  00  ~  .00  7  .  00  "7"  • 

zX6  1x7 

"T".oo~. 

Â         4         4  L  t9  t%  14 


Puifque  dans  cette  progredion  c'eft  le  rapport  géométrique 
de  00^  à  I  qui  a  été  divifé  en  un  nombre  »+ 1  de  parties 
égales  y  au  lieu  que  d^ns  celle  de  Part.  155^  c'étoit  le  rapport 
de  00  à  I  ;  &  puifque  le  rapport  de  00*  à  i  eft  infiniment 
plus  grand  que  celui  de  00  à  1 9  les  divifions  infinies  pro* 
duites  par  cette  2"^*  progreflion  font  infiniment  plus  grandes 
que  les  infinies  produites  par  la  i"*;  &  comme  la  i"^  n'en 
pouvoit  produire  que  d'infinies  tant  que  n  étoit  fini  >  la  2^ 
dans  cette  même  fuppofition  n  en  peut  produire  que  d'infi* 
nies  y  6c  infiniment  plus  grandes. 

Et  en  eflfet  ^  puifque  i  eft  un  coefficient  conftant  dans  les 
numérateurs  des  expoians  >  tous  les  termes  de  la  2^^  pro« 
greffion  font  les  quarrés  de  ceux  de  la  1'^  ^  qui  étoieiit 


^  1.  00  ^-t*».  oo»-+-ï^  &c.  Or  n  étant  fini  oo»-*-»; 


00  "  "^  S  &c.  étoient  des  grandeurs  infinies.  Donc  leurs 
qûarrés  font  infiniment  plus  grands. 

145.  Donc  le  rapport  de  deux  termes  infinis  confécutifs 
eft  infiniment  plus  grand  dans  la  2^  progreflion  que  dans 
la  i'^  I  &  en  général  deux  termes  infinis  qui  dans  la  z"^ 

F  Uj 
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progcefïïon  difFerent  d'un  certain  nombre  d'ordres  radicaux  > 
différent  infiniment  plus  que  deux  autres  termes  infinis  qa^ 
difFéreroientde  C€  même  nombre  d'ordres  radicaux  dans  la  i'\ 

144.  La  2^  prôgreflîon  a  des  termes  qui  lui  font  com^ 
muns  avec  la  l'^S  ce  font  tous  ceux  dont  i'expofant  a  un 

numérateur  moindre  que  le  dénominateur.  Âinfi  00  ^>  00  ^^* 

00  ^  auroient  audi  appartenu  à  une  progreffion  qui  auroit 
introduit  6  moyens  géométriques  entre  i  ôc  oo  ^  mais  ils  nV 
auroient  pas  été  confécunfs ,  comme  ils  le  font  dans  la  tl^ 
progreffion.  Il  eft  aifé  de  le  voiry  &  comme  ii  y  auroit  eu  un 
autre  terme  dans  chacun  de  leurs  intervalles  j  le  rapport  de 
deux  termes  consécutifs  de  la  2^  progreffion  eft  doublé  de 
celui  de  deux  termes  confécutifs  de  la  i'^>  ce  qui  revient  aux 
quarrés  de  l'art.  142. 

14 y.  Les  termes  de  la  2"^^  progreffion  qui  ont  le  numéni'^ 
teur  de  leur  expofant  plus  grand  que  le  dénominateur  >  par 


8  10 


exemple  >oo^^oo^^&c.  font  particuliers  à  cette  progref^ 
lion ,  c'eft-à-dire  >  n'ont  pu  entrer  dans  la  i'%  J  appelle /^nrr 
Infinis  radicaux  les  termes  qui  font  communs  aux  deux  pro-« 
greffions  )  parce  que  leur  expofant  eft  une  pure  fi:a£lion>  6c 
j'appelle  Infinis  radicaux  mixtes  ^  ceux  qui  font  particuliers  à 
la  2"^  progreffion  ^  parce  que  leur  expt^ant  eft  une  firaâioa 
qui  contient  un  entier  plus  une  pure  fraâion. 

146.  Tous  les  termes  de  la  t"^  progreffion  ont  un  expo*^ . 
iant  dont  le  numérateur  eft  un  mukiple  exaâ  de  2  >  ou  pair  ^ 
&  enfin  le  derniera  un  expofant  dont  le  numérateur  eft  doQ« 
ble  du  dénominateur.  Il  eft  clair  qu'il  en  ira  de  même  de 
toute  progreffion  paridJle  comprife  entre  i  &00  \ 

147.  Les  purs  Infinis  radicaux  de  la  2"^*  progreffion  lui 
ëtant  communs  avec  la  l 'M  144  )  >  ^  ^^^  ^^  ^^^  confidérer 
dans  cette  l'S  ou  plutôt  en  général  >  tous  les  purs  Infinis 
radicaux  doivent  être  confidérés  dans  une  progreffion  corn- 
l^rife  entre  1  &  00  >  &  on  a  déjà  vu  tout  ce  qui  leur  appar* 
tient.  Mais  les  Infinis  radicaux  mixtes  étant  particuliers  à  1% 


i 
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tf ^  5  y  doîvem  être  confîdérés ,  &  ne  le  peuvent  être  dans 
l'autra;  ou  en  général  >  tous  ceux  dont  l'expofant  eft  une 
fraâion  qui  contient  \  plus  une  pure  fraâion  j  appartiennent 

uniquement  à  une  progreflîon  de  cette  efpece*  Ainû  00  ~ 
efl:  un  des  termes  a  une  progrefHon  qui  auroit  introduit  S 
moyens  géométriques  entre  i  Ôc,oo*>  &  qui  féroit 

2X  X  ax  2  a  X  )  iXi? 


i^S.  Il  eft  aifé  de  trouver  cette  progreflîon  donc  00  T 
eft  un  des  termes;  parce  que  16 y  numérateur  de  T^poiant^ 
eft  multiple  exa£l  de  2 ,  ou  pair  >  &  qœ  dans  les  progreflions 
que  nous  confid^roc^  pré&ntementjtous  les  numérateurs  des 
expofans  font  pairs  {\^2.)^  Mais  il  (eoible  que  (t  on  avoit 

eu  00  "5"  qui  fe  rapporte  aufll-bien  que  00  '  à  une  progreA 
fion  compcife  encre  i  Se  00^  (  14;  )  ^  il  y  auroit  eu  quelque 
difficulté  à  déterminer  en  particulier  la  progreffion  dont  il 
feroic  un  des  termes»  Cependant  cela  feroit  fort  aifé  :  car 
puifque  ces  progreffions  ont  toujours  des  termes  dont  les 
expofans  ont  des  numiérateuis  pairs ,  il  n  y  auroit  eu  qu'à 

donner  à  oc  »  un  numérateur  pair  fans  changer  la  valeur 
de  rexpofant,  &  on  auroit  eu  00  ^^^  =  oq  *»  «a  00  *  ♦ 


50  •     iS 


De4àîl  fuit  que  00  >  ^  »  00  ^  eft  un  destecnes  d^ime  pro-^ 
grefEon  qui  introduit  17  moyens  proportionnels  entre  1  Ôc 

00*  ^  fie  qui  a  pour  dernier  terme  00  *i?  «=  00^  (  1 47  )- 

.    «4s9«  SiPon  veutoompartcûo  ^^.00  ^  ^ilâucaprjs 

âv<iîr  changé  00  V^  en  oo  ^  >  changer  auffi  00  ^  en  oô  H 1 
&:  Ton  voit,  parce  q[uelés  numérateurs  de  leurs  expofans  font 
3ôââî2^x  t5>  &  32*=!îix  ^6 y  qu'ils  font confecutîfs  dana 
wne  progreffiôn ,  qui  a  introduit  1 7  moyens  géométriques 
«Épie  I  &  00^  %^  fie  qu -ils  ne  diiierent  que  kùti  osdié  cadicaL 
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la  Méthode  de  comparer  deux  Infinis  radicaux  compris  tiii 
tre  I  6c  oo^  ^  foie  que  lun  foit  pur  radical  ^  ôc  l'autre  mixte  p 
foit  qu'ils  (oient  tous  deux  mixtes. 

Si  leurs  expofans  ont  des  dénominateurs  difTérens ,  il  faut 
les  réduire  à  avoir  le  même  ^  afin  que  les  deux  Infinis  pui(^ 
(ent  appartenir  à  la  même  progreflion. 

Apres  cela  >  fi  les  numérateurs  des  expofans  font  tous! 
deux  pairs  >  il  n'y  a  plus  rien  à  faire  >  &  l'on  voit  tout  d'un 
coup  de  combien  d'ordres  radicaux  différent  les  deux  Infinis 
dans  laprogreflion  quia  été  détenninée  par  le  dénominateur 
commun. 

Si  les  deux  numérateurs  ne, font  pas  pairs  j  il  faut  les  réduire 
à  l'être  y  &  comme  par-là  le  dénominateur  commun  change  ^ 
les  deux  Infinis  viennent  à  appartenir  k  une  nouvelle  pro*; 
greilion  dans  laquelle  il  efl  aifé  de  les  comparer. 

I  5 

Far  exemple^  pour  con^parer  oo  ^  &  oo  ^  >  il  faut  les  chan^ 

ger  en  oo  s  &  oo  T  ^  5c  comme  les  deux  numérateurs  des 
expofans  font  pairs  ^  &  que  ^i=2X2j&cio  =  :^x^yOH 
voit  qu'ils  appartiennent  à  une  progrefHon  qui  introdiiit  entre 
1  6c  oo^j7  moyens  géométriques  ^  6c  qu'ils  y  ont  entfeux 

oo  «  ,  oc  «  ,  6c  pM  conféquent  qu'ils  y  difibrent  de  $ 
ordres  radicaux. 

Pour  comparer  oo^  6c  oo^,  on  a  d'abord  oo^  6c 

oo  r*  :  mais  parce  que  i  s  n'efl:  pas  pair  j  il  faut  changer  oc  «  * 

en  oo  »^  >  6c  par  coniequent  oo  **  =  oo  ^  en  oo  **>  6c 
alors  ils  appartieiment  tous  deux  à  une  progreffion  qui  intro* 
duit  entre  i  ôc  oo*^,i  3  moyens  proportionnels  :  6c  parce  que 
8  s=  2X4,6c3os='2xij,  ils  différent  dans  cette  pro- 

rrefïîon  d'autant  d'ordres  radicaux  que  4  6c  15  diflferent 

['unités  y  c  eft-àdire  ^  de  11  ordres, 

I  ;  i«  Si  on  introduit  entre  1  6c  oo)  UQ  nombre  n  fini  de^ 
Oioyens  géométri(jues  i  on  aur^ 
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•rr  !•  00».+'.  oo»+ï.oc  »•+•' .  OC  »+i  ^  &c.  jufqua 

%  X  »+i 

00    »  +  ^    =  oc  '  dernier  terme. 

Le  rapport  de  00'  à  1  étant  infiniment  plus  grand  que 
celui  de  00*  à  i,  cette  3  °*^  progreffion  produira  des  divifions 
infiniment  plus  grandes  que  celles  de  la  2**%  ou  de  lart.  142  > 
qui  étoient  infiniment  plus  grandes  que  celles  de  la  i"""  y  ou 
de  Fart.  1 5  3  >  &  Ton  voit  que  tous  les  termes  de  cette  3  ^ 
progreflîon  font  les  cubes  de  ceux  de  la  i" ,  ou  ont  un  rap- 
port triplé. 

1$!.  De  plus,  il  peut  y  avoir  dans  cette  3'"''  progreflîoa 
de  purs  Infinis  radicaux ,  des  mixtes  qui  peuvent  aufli  lui  être 
communs  avec  la  2*** ,  parce  que  leurs  expofans  feront  une 
fraâion  qui  contiendra  i  plus  une  pure  fradion  ;  &  enfin  il 
y  a  néceflairement  des  mixtes  particuliers  à  cette  3°**  prô- 
gteffion,  parce  que  leurs  expofans  font  une  fraâion  qui 
contient  2  plus  une  pure  fraction.  Ainfi  fi  »  =  5 ,  quand  on 

LLi  IL 

aura  00    7    c=:  qo  7  ^  on  aura  un  de  ces  Infinis  radicaux 

particuliers  à  cette  progreflîon. 

1 3:3.  Il  eft  vifible  qu'en  introduifànt  de  même  un  nom- 
bre n  fini  de  moyens  géométriques  entre  i  ôc  oc^  >  il  y  aura 
les  mêmes  raifonnemens  à  fiiire  fur  l'augmentation  infinie 
des  divifions  y  ou  du  rapport  des  termes  >  &  que  de  plus  on 
aura  de  nouveaux  Infinis  radicaux  mixtes  particuliers  à  cette 
4"''  progreflîon  ^  dont  les  expofans  feront  une  firadion  qui 
contiendra  3>pliis  une  pure  fraâion^  ôc  toujours  ainfide  fuite. 

154.  Donc  en  général  un  expofant  étant  ^yon  m  &  » 


font  des  nombres  finis ^  &c  m>ny  topt oc  "  eft  un  Infini 
radical  mixte  qui  appartient  à  une  progreflîon  dont  Je  der« 
nier  terme  eft  oc  élevé  à  une  puiflance  qui  a  autant  d'unités 
que  n  eft  contenu  de  fois  dans  m  ;  plus  une  >  ou  ^  ce  qui  revient 

G 


m 

i 
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m 

au  même  ^  tout  oo  ~  eft  au  deflus  de  OO  élevé  à  la  puiflance  '- 
qui  a  autant  d'unités  que  n  eft  contenu  de  fois  dans  m^  &c 

m  10 

ce  OO  "  entre  dans  Tordre  potentiel  fui?ant.  Ainfi  oc  *  eft 
au  deffus  de  06%  &  entre  ôo'  &  QO%  ou  y  ce  qui  eft  le  mê- 
me >  il  entre  dans  Tordre  potentiel  qui  eft  entre  00*  &  oo\ 

1  ^  5^.  La  Méthode  qui  a  été  donnée  dans  Tart.  i  j'o  j  pour 
k  comparaifon  des  Infinis  radicaux  qui  ne  paftènt  pas  ûo^  ^ 
s'applique  d'elle-même  aux  Infinis  radicaux  quelconques^ou 
qui  feront  au  deftus  de  tel  ordre  potentiel  qu  on  voudra  ^ 
pourvu  qu'on  fafte  attention  que  comme  dans  les  progreflions 
comprifes  entre  i  Se  00%  2  eft  un  coefficient  perpétuel  dans 
les  numérateurs  des  expofans^  de  même  dans  les  progrefllons 
comprifes  entre  i  &  ooS  c'eft  3^4  pour  les  progreffions 
comprifes  entre  i  ai  00^^  &  ainfi  de  fuite.  Du  refte  les  opé-; 
rations  font  les  mêmes. 

Par  exemple,  on  veut  comparer  00*  &  00  »  qui  appar- 
tiennent à  iine  progreffion  dont  le  dernier  terme  eft  00* 
(  ^  y  5  )  >  &  P^  conféquent  le  coefficient  perpétuel  des  numé- 

rateurs  des  expofans  eft  4.  En  réduifant  les  expofans  de  00^ 

6t  de  OC  ^  au  même  dénominateur  >  on  a  OO  ^  &  OO  ^  • 
Mais  comme  3  n'eft  pas  un  multiple  de  4 ,  comme  20  en 

I  X  go 

eft  un ,  il  faut  changer  ces  deux  Infinis  en  oc  *^  &  en  00  **  > 
d'où  Ton  voit  qu'ils  appartiennent  à  une  même  progreffion 
qui  introduit  23  moyens  proportionnels  entre  i  6c  OC* 

«aa  OC  ^^ ,  &  qu  ils  dif&rent  de  17  ordres  radicaux ,  parce 

que  12=1 4 X  î,&  80  =  4x20. 

Il  ferôit  intitfle  de  répéter,  que  plus  le  nombre  n  de  nwyens 

proportionnels  qu  on  introduit  entre  les  mêmes  extrêmes  eft 

grand ,  plus  les  nmports  égaux ,  quoi-quMnfinis  >  font  petits* 

^^fms        15^  Mais  il  neft  pas  fi  important  de  fkvoir  comparer 

tlldil^xMH  ^^  ï^fi"^  radicaux  entr^eux,que  de  les  pouvoir  comparer,  ou 

Uni.  rapporter  au  Fini ,  qui  eft  toujours ,  ou  le  principal  objet ,  ou 

du  moins  la  bafe  de  nos  recherches» 
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Il  fuit  de  tout  ce  qui  a  été  dit  >  que  tout  Infini  radical  pur , 

tel  que  oo"ou  OO  "*  >  »  &  m  étant  finis^  6c  »  <  m^  ap- 
partient à  quelque  progreflion  géométrique  qui  auroit  m- 
vifé  le  rapport  infini  de  oo  à  i  en  un  nombre  fini  de  parties 
égales^  ÔL  parconféquent  infinies >  &  du  même  ordre  que 

leur  Tout  qui  eft  de  Tordre  de  oo.  Donc  oo~fut-îl  le  i  ^' 
terme  moyen  de  cette  progreflion  ou  celui  qui  fuit  immé- 
diatement 1 1  il  a  un  rapport  infini  à  x  >  &  ce  rapport  eft  de 
Tordre  de  oo  >  ou  du  i^^  ordre  potentiel.  Donc  tout  Infini 
radical  pur  eft  par  rapport  à  i  >  ou  au  Fini  du  i^^  ordre 
potentiel. 

m 

1 57.  Tout  00^,  Infini  radical  mixte  p  e&  au  deiTus  dç 
(quelque  In6bi  potentiel^  ôc  entre  dans  Tordre  potentiel  fui- 
vaut  (  I  ;4  ).  Or  de  cet  ordre  potentiel  où  il  entre  ^  il  en  dé- 
termine une  certaine  partie  où  il  fè  place  ^  ^  cette  partie  e0: 
néçefTairement  d'une  dénomination  finie  1  &  P^t  eonféquent 
elle  efl:  infinie  ^  ôc  du  même  ordre  que  Ton  Tout  qui  eft  ce 

m 

dernier  ordre  potentiel.  Donc  90^  eft  par  rapport  à  i  de 

ce  dernier  ordre  potentiel.  Ainfi  oo"^  qui  eft  au  deflUs  de 
00',  &  entre  00'  &  00%  eft  du  ^"*  ordre  potentiel  par  «p- 
pott  à  I  >  ou  au  Fini. 

1 5:8.  Donc  en  général  un  Infim  radical  quelconque  eft 
par  rapport  acr  Fini  du  même  ordre  potentiel  que  TInfîni 
potentiel  le  plus  élevé  >  au  defTous  duquel  il  eft  immédiate^ 
ment.  Il  ék  clair  que  Texpoiam  de  TInftni  radical  détermine 
tout  d  un  coup  quel  eft  flnfini  potentiel  le  plus  élevée  au 
deflbus  duquel  il  eft  imcnédiatement» 

159.  Donc  quand  on  a  deux  Infinis  radicaux  qui  diiSê- 
«ent  entr  eux  d'un  certain  nombre  d'ordres  radicaux  >  mais 

tous  compris  dans  le  même  potentiel  ;  pomme  OQ'^i 

00  T  ^  Slc.  fi  on  compare  ces  deux  Infinis  radicaux  au 

G  i; 
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ils  font  du  même  ordre  potentiel  5  les  différences  de  leurs 
ordres  radicaux  difparoifTent  ^  &  elles  ne  font  à  compter  que 
quand  on  compare  les  Infinis  radicaux  entr'eux. 

1 60.  Il  fuit  auffi  de-là  j  qu  une  grandeur  qui  par  une  cet»- 
taine  fuppofition  ou  conféquence  devroit  être  de  Tordre  de 

00 ,  &  qui  ne  fe  trouveroit  que  =  oc  *  ^  ou  o©"^ ,  &c.  de- 
vroiç  être  confidérée  de  deux  manières*  Par  rapport  au  Fini, 
elle  feroit  toujours  de  l'ordre  dont  on  auroit  fuppofé  ou 
conclu  qu'elle  auroit  dû  ^tre.  Mais  en  elle-même,  elle  feroit 
infiniment  moindre  que  fi  elle  a^oit  été  ==  00  >  &  non  pas 
un  Infini  radical.  Il  en  feroit  de  même  d'une  grandeur  qui 

auroit  dû  être  00^ ,  &  ne  feroit  que  oo'^^ ,  &c. 
fluettes  font      1 5 1 .  Un  Tout  infini  ne  peut  avoir  une  infinité  de  par- 
t'^JT^\\    tîes  infinies  de  fon  ordre  :  car  lorfqu'il  n'eft  divifé  qu'en  un 
ttun  Tout  in-  nombre  fini  de  parties ,  elles  font  mfinies  ,  &  de  Ion  ordres 
J^»'*  mais  d'autant  moindres  qu  elles  font  en  plus  grand  nombre  ; 

doù  il  fuit  y  que  quand  elles  font  en  nombre  infini ,  elles  doi- 
vent être  infiniment  moindres  qu  elles  n'étoient  y  ôc  n'être 
plus  de  Tordre  du  Tout.  Mais  pour  le  démontrer  plus  à  la 
rigueur ,  foit  fuppofé  oo  formé  de  parties  infinies  en  nombre 
infini ,  égales,  ou  inégalés.  Si  elles  font  égales,  une  partie 
quelconque  ,  &  fi  elles  font  inégales ,  une  certaine  partie 
moyenne ,  multipliée  par  un  nombre  infini  fera  =  QO.  Oc 
cette  partie  eft  infinie  par  la  fuppofition  ^  donc  le  produit  où 
elle  entrera  fera  un  Infini  d'un  ordre  fupérieur  à  oo ,  ce  qui 
eft  contradiâoire.  "Donc  un  Tout  infini  ne  peut  avoir  un& 
infinité  de  parties  infinies  de  fon  ordre. 

16  z.  Donc  toute  partie  infinitieme  eft  d'un  <M:dre  infé- 
rieur à  fon  Tout.  Par  exemple ,  toute  partie  infinitieme  de 
oo  eft  finie ,  toute  partie  infinideme  de  oo^  eft  de  Tordre 
de  oo,  &c. 

16^3.  Un  Infini  d'un  ordre  quelconque  divifé  d'abord  ea 
10  parties^  par  exemple,  qui  feront  infinies  de  fon  ordre ^ 
peut  enfuite  être  divifé  en  une  infinité  de  parties  finies.  Donc 
il  aura  des  parties  infinies ,  6c  à^  parties  finies  :  mais  il  n'aura 
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des  parties  infinies  qu'en  nombre  fini  ^  &  il  en  aura  de  finies 
en  nombre  infini,  ou,  ce  qui  revient  au  même  j  s'il  eft  divifé 
en  une  infinité  de  parties ,  parmi  lefquelles  il  y  en  ait  de  fon 
ordre,  elles  ne  feront  qu'en  nombre  fini,  &  celles  de  Tordre' 
inférieur  feront  en  nombre  infini. 

154.  Si  un  Infini  eft  divifé  en  une  infinité  de  parties 
^ales ,  elles  ne  peuvent  être  toutes  que  de  l'ordre  inférieur* 

16^.  Si  on  divifé  en  un  nombre  00  de  parties  égales  le 
rapport  arithmétique  de  i  &  de  00 ,  elles  feront  donc  toutes 
finies  i  &  en  effet  chacune  d'elles  eft  i ,  différence  confiante 
de  la  Suite  naturelle ,  qui  introduit  entre  i  &  00  un  nombre 
00  de  moyens  arithmétiques.  Cela  fe  trouveroit  de  même 
par  la  Formule  de  lart.  5  j. 

De  même  fi  on  divifé  en  une  infinité  de  parties  égales  le 

rapport  géométrique  —,  ce  qui  introduira  entre  i  &  00  une 

infinité  de  moyens  géométriques ,  toutes  ces  parties  feront 
donc  finies ,  &  comme  ces  parties  font  des  rapports  géomé- 
triques ,  ces  rapports  feront  donc  tous  finis  ;  c'eft-à-dire ,  que 
dans  la  progreflion  géométrique  qui  fe  formera,  aucun  terme 
ne  fera  infiniment  grand  par  rapport  au  précédent,  ôc  n  aura 
à  ce  précédent  qu'un  rapport  fini ,  tel  que  ceux  que  les  nom- 
bres finis  ont  les  uns  aux  autres» 

\66.  Dans  cette  progreflion  géométrique  a  étant  =3  r;    ^U^  ijt 

U  racine  in^ 
-JL.  — ^    fimtiem$  d^ 

^  r=:  00  ,  »  =  00  ,  on  aura  (  ss)  »»=illlas  .si!!—^^'* 


ce  «> ,  &  par  conféquent  -ffi.  oo«>.oo^tOO«^ 


00 


&c.  00  0^  s==  OC  Or  tous  les  rapports  de  cette  progref- 

fion  étant  finis  (  itff  )  00  ^  ne  fera  donc  pas  infiniment 
grand  par  rapport  à  i ,  mais  du  même  ordre  que  i ,  ou  fini , 
feulement  il  fera  plus  grand  ,  puifqu'il  le  fuit  dans  unç 
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progreflion  croiffante.  Cet  oc  ^  eft  la  V^  de  oo ,  donc  la 
racine  înfînitieme  de  oo  eft  finie  &  plus  grande  que  i ,  au 
lieu  que  toutes  les  autres  •  de  OO  qui  ont  un  expofant  fini 
font  infinies. 

X 

I  6t.  Maïs  ce  oc  "^  >  i  eft  <  2 ,  car  en  comparant  les 

ternies  de  cette  progreflion  géométrique  qui  eft  la  correipon- 

dante  de  la  Suite  naturelle  y  aux  termes  correfpondans  de 

I 

cette  Suite ,  on  a  (  (f  tf  )  oc  «>  fécond  terme  de  la  progreflion 

géométrique  »  moindre  que  2  fécond  de  l'arithmétique. 

i6i.  De  même  00  <»  <  3.  00  <»  <  4>  &c. 

169.  00  ^  étant  le  quatre  de  00  ^ ,  oc  ^  >  dont  le 
quarré  eft  moindre  que  3  >  eft  donc  moindre  que  V"  5.  Or 

Vi  eft  <  2.  Donc  00  ^  qui  eft  plus  au  -  deflbus  de  %  que 
y  3  j  eft  beaucoup  au-defTous  de  2. 

170.  Puilque  00  ^  eft  une  grandeur  finie  j  00  par  Tex- 
tradion  de  la  racine  infinitieme  ne  deicend  que  d'un  ordre  » 
au  lieu  que  par  f^l^évation  à  la  puiflance  infinie  y  il  monte 
d'une  infinité  d  ordres  >  ou  ^  ce  qui  eft  la  même  chofe  y  toutes 
fes  racines  en  nombre  infini  tant  d'un  expofant  Ikii  que  d'un 
expofant  infini  font  entre  00  &  i  >  au  lieu  que  toutes  fes 

puiflances  «'étendent  depuis  oc  jufqu  a  00  '^.  On  voit  la 
naifËmce  de  celadans  le  r  ini^  où  les  i  o  premières  puiflancef 
de  2  i  par  exemple  >  vont  depuis  2  jufqu  à  102.4  >  au  lieu  que 
les  I  o  premières  racines  >  &  même  toutes  fes  racines  font  en*; 
trei&  2* 

irt  ^fint  ul  1 7 1  •  Maintenant  ]e  corifidere  les  Suites  qui  ont  des  ter*-^ 
fimmes  des  mes  en  nombre  =  00 .  les  uns  finis  1  les  autres  infinis  du 
Jia!q^9M  même  ordre  00  ^  ou  plus  généralement,  car  ce  (eca  ton  jours 
des  termes  de  la  mècue  chofe  y  des  Dermes  de  deux  ocdres  confécotiâ  que 
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Si  une  Suite  infinie  n'avoir  des  termes  que  de  l'ordre  n  j 
il  y  auroit  toujours  quelque  ternie  moyen  x ,  qui  multiplié 
par  oc  5  nombre  des  termes  y  donneroit  le  produit  jv  x  oo 
égal  à  la  fomme  totale  de  la  Suite.  OtCix^A  fuppofé  fini  > 
&  par  conféquent  tous  les  autres  termes  de  la  Suite>  Arjoc  fera 
un  Infini  du  i^'^  ordre  >  &  par  conféquent  aufli  la  fomme  de 
la  Suite  ^  ou  ^  ce  qui  cft  le  même  y  la  fomme  fera  de  Tordre 
immédiatement  fupérieur  à  celui  des  termes.  De  même  fi  x 
eft  de  Tordre  de  oo  >  la  fomme  fera  de  Tordre  de  oo^  j  &c« 
Donc  aufii  fi  la  Suite  a  une  infinité  de  termes  de  Tordre  n  y 
&  une  infinité  de  Tordre  ;i-h  i ^ ce  qui  eft  fort  pofiible^  puif-^ 
qu'elle  en  peut  avoir ^  par  exemple^  de  Tordre  n  un  nombre 


OO        00 


^  ou  =— ,  &c.  &  de  Tordre  ;?  -+-  i  un  nombre 
—j  ou  =  -i^,  &c.  les  termes  de  Tordre  n  feront  une 

*  5 


fomme  de  Tordre  «  -f*  i ,  &  ceux  de  Tordre  ;i  -H  i  une  fom- 
me de  Tordre  »  -4-  2 ,  donc  la  fonune  totale  fera  de  Tordre 
»  H-  2  >  c'eft-à*dire  y  de  Tordre  immédiatement  fupérieur  à 
celui  des  termes  les  plus  élevés. 

1 72.  Si  la  Suite  a  un  nombre  fini  de  termes  de  Tordre  ni 
&  un  infini  de  Tordre  n-+^  i  y  ceux  de  Tordre  n  ne  peuvent 
faire  qu'une  fomme  de  ce  même  ordre  y  ôc  ceux  de  Toidre 
p  -H  I  en  font  une  de  Tordre  »  -+- 1 .  Donc  la  fomme  totale 
eft  deTordre  immédiatement  fupérieur  à  celui  des  termes  le$ 
plus  élevés. 

U  hm  remarquer  qu'en  ce  cas  tous  les  termes  de  Tordre  n 
ne  &ifant  qu'une  fomme^  Tordre  ny  cette  fomme  n'eft  <ioiic 
qu'un  terme  de  Tordre  h  qui  difparoît  devant  ies  ternes  de 
Tordre  n^+^iy  &  nue  par  conféquent  tous  ces  termes  die  l'or^ 
dre  n  font  inutiles  a  la  fomme  totale^  qui  n'eft  formée  que'de 
ceux  de  Tordre  »  + 1.  Dans  le  cas  de  Tart.  précédent  >  tous 
les  termes  étoient  utiles  à  la  fomme  y  parce  que  ceux  de  Tor- 
dre n  en  nombre  infini  Êiiibient  une  fomme  de  Tordre  n-4ri, 
ou  un  terme  de  cet  ordre  qui  le  joignoit  à  fes  homogènes  de 
i'cxdre  n^u 
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173.  Si  la  Suite  a  un  nombre  infini  de  termes  de  Tor- 
dre n,  &c  un  nombre  feulement  fini  de^lordre  «  -H  i ^  tous 
les  termes  de  l'ordre  n  font  une  fomme  de  Tordre  n-hiy 
qui  fe  joint  à  fes  homogènes  de  Tordre  w  -H  i  ;  mais  comme 
ils  font  en  nombre  fini^  &  qu'elle  n'augmente  leur  nombre 
que  d'un  terme ,  la  fomme  totale  n'ell  que  de  Tordre  »  -h  i  j 
quoi-que  tous  les  termes  lui  foient;  utiles. 

1 74.  Soit  maintenant  une  Suite  compofée  de  termes  de 
trois difFérens  ordres  confécutife ,«,w-*-i,  &»'+-2. 

Si  le  nombre  des  termes  de  chacun  de  ces  trois  ordres  eft 
infini ,  il  eft  clair  qu'ils  feront  tous  utiles  à  la  fomme  >  & 
qu'elle  fera  de  Tordre  w  -4-  5 . 

17  y.  Si  le  nombre  des  termes  de  Tordre  n  eft  fini ,  & 
celui  des  termes  des  deux  autres  ordres  infini ,  ou  même  fi 
le  nombre  des  termes  tant  de  Tordre  n  que  de  Tordre  n-^i 
eft  fini ,  &  celui  des  termes  du  feul  ordre  «  H-  2  infini  ^  tous 
1^  termes  qui  ne  font  qu'en  nombre  fini  dans  leur  ordre 
feront  inutiles  à  la  fomme  >  &  elle  fera  de  Tordre  «  -H  3 . 

176".  Si  le  nombre  des  termes  de  Tordre  n  eft  infini ,  & 
celui  des  deux  autres  ordres  fini ,  ou  même  fi  le  nombre  des 
termes  des  ordres  «  ,  &  «  -h  i  eft  infini ,  &  celui  feulement 
des  termes  de  Tordre  »  H-  2  fini ,  la  fomme  n'eft  que  de  Tor- 
dre w  ■+•  2  :  mais  dans  le  1"  cas  les  termes  des  deux  1"'  or- 
dres font  inutiles  à  la  fomme^  &  dans  le  2"^  cas  ils  y  font 
Utiles. 

177.  Il  eft  aifé  de  voir  qu'il  en  ira  toujours  de  même, 
quel  que  foit  le  nombre  des  ordres  confécutifs  des  différens 
termes,  &  qu'en  général  la  fomme  ne  fera  que  de  Tordre  des 
termes  les  plus  élevés  >  s'il  n'y  en  a  qu'un  nombre  fini ,  ou 
de  Tordre  immédiatement  fupérieur  >  s'il  y  en  a  un  nombre 
infini. 

178.  Réciproquement  5  fi  la  fomme  n^eft  que  de  Tordre 
des  termes  les  plus  élevés  y  il  n'y  en  a  dans  la  fuite  qu'un 
nombre  fini ,  &  fi  la  fomme  eft  de  Tordre  immédiatement 
fupérieur ,  il  y  a  un  nombreinfini  de  ces  termes. 

J7p.  Les  termes  de  Tordre  le  plus  élevé  ne  pouvant 

jamais 
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jamais  être  inutiles  à  la  fomme  ^  il  n'y  a  que  ceux  de  quelque 
ordre  inférieur  qui  le  puiflent  être  ,  6c  ils  le  font  quand  ils 
ne  font  qu'en  nombre  fini ,  ou  lorfqu'écant  en  nombre  infini , 
les  termes  de  l'ordre  fuîvant  ne  font  qu'en  nombre  fini ,  6c 
que  cet  ordre  fuivant  n'eft  pas  le  dernier  ou  le  plus  élevé. 

1 8o.  Plus  dans  une  Suite  infinie  le  nombre  des  diffërens 
ordres  des  termes  fera  grand,  plus  il  pourra  y  avoir  d'ordres 
qui  n'aient  des  termes  qu'en  nombre  fini ,  &  par  conféquent 
inutiles  à  la  fomme  (  i7p).  Et  enfin  fi  le  nombre  des  diffé-- 
rens  ordres  étoit  infini,  ce  qui  réduiroit,  finon  tous  les  or- 
dres ,  du  moins  une  infinité  d'ordres  à  n'avoir  qu'un  nombre 
de  termes  fini ,  les  termes  de  cette  infinité  d'ordres  feroient 
tous  inutiles  à  la  fomme  j  £c  fi  le  nombre  des  ordres  étoit 
égal  au  nombre  des  termes,  ou,  ce  qui  elï  le  même  j  fi  cha- 
que terme  étoit  d'un  ordre  différent ,  tous  les  termes  horfmis 
le  dernier  ou  plus  élevé  feroient  inutiles  à  la  Somme.  Telle 

cft  la  -H- 1.  oo.  oo^  oo',  6cc.  co*"  ,  dont  la  fomme  neft 

que  co     .  Et  on  le  voit  encore  en  y  appliquant  la  Formule 

^^^-^^(78)cat  elle  donne  iil22 — ni=soç>*"~'«oo*". 
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SECTION  ni. 

De  la  Suite  naturelle  infinie  élevée  à  fes  Puijfances  y 
Ù*  comparée  à  la  ProgreJJion  géométrique 

correfpondante. 

A  Suite  naturelle  des  Nombres  n^eft  appellée  de  ce 
nom ,  que  parce  que  c*eft  la  première ,  &  quelquefois 
la  feule  qui  s'offre  à  Tefprit  des  hommes  y  &  qu'elle  eft  tou- 
jours enveloppée  dans  toutes  les  autres,  quelque  recherchées 
&  quelque  compliquées  qu'elles  foient.  Ainfi  il  importe  de 
la  connoître  &  de  lapprofondir  le  plus  qu'il  fe  puiffe ,  car 
peut-être  ne  IWelle  pas  encore  été  tout-à-fait ,  quoi-que 
bien  expofée  à  la  vue  de  tout  le  monde* 
confideré-      i  g  I .  J'appelle  A  la  Suite  naturelle  infinie  des  Nombres* 
yvL  nutu'   ^  femble  que  oo ,  dernier  terme  de  A  y  en  de  vroit  être  le  feul 
relie  des  nonh-  terme  infini  précédé  immédiatement  d'un  terme  fini.  Car 
A^S^wf '^  (  84  &  8  y  )  on  n  a  conçu  que  A  avoit  un  dernier  terme  infini 
une  infinité   OU  OC,  què  patcc  que  le  nombre  de  fes  termes  finis  étant  00, 
^  termes  in.  Qg  même  OO  devoit  auffi  exprimer  fon  dernier  terme.  Donc 
J^ltr)  infini-  û^  qui  n  eft  l'expreffion  d'un  nombre  infini  que  de  termes 
té  beaucoup  finis ,  &  qui  eft  ep  mêilie  temps  le  dernier  terme  de  /f ,  en 
7Zt7finis.   ^oj^  é^re  le  feul  Infini.  Et  en  effet ,  dès  qu'on  eft  arrivé  à  l'In- 
fini ,  A  n'eft-elle  pas  terminée  y  du  moins  dans  fon  ordre  ? 
N'a-t'on  pas  parcouru  une  infinité  de  termes  finis ,  quand  on 
eft  arrive  au  premier  Infini  ? 

Mais  il  s'en  faut  beaucoup  que  tout  cela  ne  foit  vrai  y  & 
il  arrive  fouvent  en  ces  matières  >  qu'une  idée  légitime  qu'on 
a  prife ,  enferme  plus  qu'on  ne  penfoit  >  &  mené  plus  loin. 

La  fomme  de  -^  eft  ^  (  124)  donc  A  a  une  infinité  de 

termes  de  l'ordre  de  00  (  1 78  ).  Donc  il  eft  déjà  démontré 
àpojleriori  qu'elle  a  une  infinité  de  termes  infinis. 

182.  IVIais  on  peut  démontrer  à  priori  y  ôc  plus  clairement 
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cette  maille  vërité,qui  fe  trouvera  avoir  encore  plus  d*étendue. 
Puifque  ^  eft  une  progreflîon  arithmétique,  dont  le  der- 
nier tenue  eft  00  >  (on  terme  du  milieu  eft  —  >  Infini  j  après 
Ibquel  il  ne  peut  y  avoir  que  des  Infinis  plus  grands.  De 
même  le  terthe  de  fon  1"  quart  eft  —,  encore  infini,  celui 

de  fa  première  i  oo"*'  partie  eft  ^  encore  infini  j  de  forte 

que  de  rintervalle  infini,  qui  eft  entre  i  &  00 ,  divifé  en  100 
parties ,  il  y  en  a  déjà  pp  qui  ne  peuvent  avoir  que  des  ter- 
mes infinis,  &  il  ne  refte  que  la  i"  qui  puifle  en  avoir  de 
finis.  Il  eft  vifible  que  cette  prelliiere  1 00™^  partie  fera  infi- 
nie ,  puifqu  elle  fera  une  partie  finie  d'un  intervalle  infini ,  & 
par  conféquent  elle  contiendra  encore  une  infinité  de  termes. 
Enfin  n  étant  un  nombre  fini  quelconque  ^  ôc  fi  grand  qu'on 
voudra ,  &  l'intervalle  entre  i  &  00  étant  divifé  en  ce  nom- 
bre n  de  parties ,  on  trouvera  toujours  qull  n'y  aura  que  la 
jtc  ^mc  partie  qui  puiffe  avoir  des  termes  finis ,  &  la  diflScul- 
té  ne  fera  plus  que  de  fiivoir  comment  A  peut  encore  avoir 
une  infinité  de  termes  finis ,  car  cette  infinité  doit  toujours 
fubfîfter  j  puifqu  elle  eft  née  de  la  première  fuppofition  qui  a 
donné  00. 

183.  Avant  que  d'éclaircir  cette  difficulté ,  &  même  afin 
de  l'éclaircir,  il  faut  connoître,autant  qu'on  le  peut,la  nature 
de  ce  nombre  prodigieux  d'Infinis  contenus  dans  yi.  Ils  font 
tous  moindres  que  00  ,  &  je  les  diftingue  tous  par  ce  carac* 
tere  oC  9  qui  repréfente  un  Infini  indéterminé  &  variable  du 
même  ordre  que  00 ,  qui  eft  un  Infini  fixe. 

Comme  ils  naiffent  de  la  divifion  qu'on  a  faite  de  Pintet- 
valle  qui  eft  entre  i  &  00  en  un  nombre  fini  n  de  parties  j 

les  oC  qui  font  à  la  tête  de  chaque  divifion  font  des  ^  , 

î~  ,  &c,  jufqu  au  dernier  qui  eft  ""'^^  ,  &  enfin  vient  ^ 

00  dernier  terme  de  A.  Tous  ces  oC  ont  un  rapport 

Hij 


00      *oo_ 
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exprimable  à  oo ,  en  vertu  de  la  divifion  qu  on  a  faite.  Mais 

dans  les  intervalles  infinis  qui  font  entre  —  &  —  >  ou  entre 
"T"  ^  V"^  ^^*  &  dowt  chacun  contient  un  nombre  dTn- 
fiï^îs=-^^  ces  Infinis  intermédiaires  nont  point  en  vertu 

de  cette  divifion  un  rapport  exprimable  ou  déterminable  à  oc. 
Et  comme  n  n  eft  qu  une  expreflîon  générale  &  indéterminée 
d'un  nombre  fini ,  il  faur  regarder  les  oC  en  général  comme 
n'ayant  à  oo  qu'un  rapport  indéterminable  y  à  moins  que  par 
quelque  fuppofition  particulière  on  ne  vienne  à  le  déterminer. 

1 84.  La  nature  général^de  ce  rapport^  tant  arithmérique 
quegéométrique/edéterminecependanttrès-aifément.Dans 
le  nombre  infini  des  oC  il  n'y  en  peut  avoir  qu  un  nombre 
fini  à  1  extrémité  de  A ,.  qui  foient  à  une  diftance  finie  de  00  , 
&  dont  par.conféquent  la  différence  à  oo  foit  finie.  En  ce 
cas  elle  eft  nulle  (5^8  )  &  y^  finit  par  un  nombre  fini  d'Infinis 
égaux ,  ou ,  fi  Ion  veut ,  prefque  égaux.  Tous  les  autres  oC 
font  à  une  diftance  infinie  de  oc  >  ou  ont  une  diflTérence  in- 
'  finie  à  00.  Cette  différence  eil  donc  un  oC.  Cela  revient,  à 
Tarn  100., 

1 8  jT.  Mais  en  même  temps  le  rapport  géométrique  de  00 
aux  oc  n  eft  pas  infini ,  ou  00  n'eft  pas  infiniment  plus  grand 
que  les  oC ,  même  que  ceux  auxquels  il  a  une  différence  ii> 

finie.  Car  foit  le  moindre  oC  poffible  =  ^yn  étant  fini  & 

fi  grand  qu'on  voudra ,  00  eft  à  —  :  :  w.  i . 

i%6.  Les  oc  font  donc  d'une  nature  toute  différente  des 

Infinis  radicaux  purs  ,  tels  que  oo  ~  ou  oo  "  ,  quoique 
compris  dans  le  même  intervalle,  oo  n  eft  point  du  tout 

diminué  par  la  fouftraclion  de  oo  ~  ou  de  oo  "  (  i  3<r). 
Et  au  contraire  par  la  fouftraaion  de  oc  il  perd  une  infinité 
des  unités  qui  le  formoient ,  pourvu  que  ce  oC  ne  foit  pas 
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tout-â-fait  à  rextrémité  de  ^.  Hbjs  de-là  oo  —  cC  *=  ec  ^ 
ces  deux  oC  étant  prefque  toujours  différens  ^  au  lieu  que  oo 


f» 


—  o©  "  ou  —  oo*=:=oo.oo  *  ouob  *  n  eft  point 
grandeur  par  rapport  à  oo  >  au  lieu  que  oC  en  eft  une. 

187.  On  peut  par-là  fe  confirmer  en  paffant ,  combien , 

ainfi  qu  on  Ta  déjà  vu ,  la  progreflîon  arithmétique  ôc  la 

I 
géométrique  correfpondante  font  oppofées  :  car  les  00  ^  ou 

00  ^  &  les  oc  font  des  Infinis  nés  de  deux  divifions  d'un 
même  intervalle  infini  en  un  nombre  fini  de  parties ,  mais 
l'une  de  ces  divifions  étoit  géométrique^  l'autre  arithmétique. 

188.  Puifque  00  n'a  qu'un  rapport  fini  aux  oC  L^^S) 

~  eft  un  ender  fini^  plus  une  firaâion  le  plus  fouvent^  &  — 

eft  une  fiaâion  finie  moindre  que  r. 

i8p.  Les  oC  ont  entr'eux  des  différences  finies  ou  infi^ 
nies  félon  les  lieux  011.  ils  font  pris^ 

xpo.  Ils  nont  entr^eux  que  des  rapports  finis  ^  puifqu'ils 
n'en  .ont  que  de  tels  à  00^  le  plus  grand  de  tous,  les  termes 

de  A.  Donc  —  eft  un  FinL 

oc         ^ 

ip  I.  Pour  revenir  à  k  difiicurté  dé  Tarticle  1 82  ^  il  faut 
concevoir  A  divifée  en  un  nombre  oC  de  parties  >  au  lieu 
qu^elle  Tétoit  en  un  nombre  fini  n-  Chaque  divifîon  contien- 


dra un  nombre  —  de  termes,  nombre  fini  (  188  )  ,  ôc  cela 

doit  être  ^  puifqu'il  y  a  une  infinité  de  divifions.  Les  termes 
qui  feront  a  la  tête  ae  chaque  divifion ,  feront  félon  fart.  183 

—  .  122- ,  i^    &c.  le  dénominateur  oC  étant  toujours 

oc        oc         oc  * 

k  même  y  &  ces  termes  feront  toujours  finis.  Maïs  comme 
dîains  ces  expreffions  les  Coefficiens  1,2,5,  &c.  du  numé- 
rateur oo  font  toujours  croiffans ,  il  en  viendra  enfin  un  qui 

Hiii       . 
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fera  oC>  &  on  aura  — »-,  terme  infini  ,  puifque  —  eft 
fini  (  ipo). 

Cet fera  une  partie  déterminée  de  oo ,  félon  le  rap- 

fort  fini  qu'auront  entr'eux  les  deux  cC  y  l'un  du  numérateur, 
autre  du  dénominateur ,  le  i^^  étant  fuppofé  toujours  moin- 
dre que  ie  i.^. 

Jufqu'à  cet ^^tous  les  termes  de  A  auront  été  finis. 


&  ^our  en  trouver  un  nombre  infini ,  je  n^ai  qu  a  concevoir 
que  le  oC  du  numérateur ,  qui  doit  alors  être  le  i  "  de  tous 
les  oC>  étoit  à  une  diftance  infinie  de  i, premier  terme  de  ^, 
ce  qui  eft  fort  naturel  &  fort  poflible ,  puifqu'un  oC  eft  un 
terme  infini.  Je  dis  feulement  que  cela  eft  naturel  &  poJJibU , 
&  non  pas  nécejfaire ,  parce  qu'on  verra  dans  la  fuite  qu  il  ne 

Teft  pas  abfolument.  Si  oQ  du  numérateur  de ,  premier 

terme  infini  xie  y^,  a  été  à  une  diftance  infinie  de  i ,  il  y  a 
eu  donc  avant  lui  une  infinité  jde  termes  finis  qui  étoient  les 

122.  122.   122.  Q^j  QQ  gy^it  toujours  un  Coefficient  fini. 

oc      oc      oc  ^ 

Donc  le  profligieux  nombre  d'Infinis  qu'on  a  trouvés 
dans  A  par  Part.  1 82  >  n'empêche  pas  quil  ne  puifle  y  avoir 
une  infinité  de  termes  finish»  ce  qui  eft  la  difficulté  qu'on 
avoit  à  lever. 

I j^2.  Si  à  la  fuppofition  de  lart.  précédent^  par  laquelle 

dans le  oC  du  numérateur  eft  le  i  "  des  oC  >  on  ajoute 

oc 

que  le  oc  du  dénominateur  en  foit  le  dernier  ^  il  iaudca 
concevoir  celui  du  numérateur  toujours  croi(fant>  &  celui  du 

dénominateur  conftant,  moyennant  quoi  on  verra  que 

eft  touiouFs  infini  >  ôc  moindre  i}ue  00  >  jufqua  ce  qu'enfin 
)e  oC  du  numérateur  étant  parvenu  à  être  égal  à  celui  du 

dénoMinateur  )  -on  ait «s  oo, 

oc 
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ip9.  Donc  ^  a  une  infinité  de  termes  finis  ^  &  une  infi- 
nité d'Infinis;  mais  la  i'*  infinité  prodigieufemenc  moindre 
que  la  2^*,  quoi'^que  du  même  ordre.  Le  rapport  de  i  à 
iooo>  6cc«  où  Ton  mettra  tel  nombre  fini  de  zéro  quon 
voudrai  nexprimeroit  pas  le  rapport  de  ces  deux  infinités > 

car  félon  Tart,  1 8 1  -~—  feroit  encore  un  nombre  infini. 

1000  UCf 

Ce  rapport ,  quoique  fini  >  eft  indéterminable. 

I  p4.  Tous  les  termes  de  /4  font  utiles  à  fa  fomme  ^  puif- 
qu*ayant  des  termes  de  deux  ordres  >  elle  en  a  une  infinité 
dans  chacun  { 171  &  172). 

ipy.  Une  Suite  compofée  d*un  nombre  00  de  termes, 
tous  ==  00 ,  auroit  fa  fomme  ==5  00^ ,  qui  ne  (eroit  que  dou-  v 
ble  de  la  fonîme  de  j4,  ce  qui  fait  encore  voir  très-facilement 
combien  les  Infinis  de  j4  qui  précèdent  00  >  tous  moindres 
que  lui ,  ôc  très-lentement  croifians  >  doivent  -être  en  une 
prodigieufe  quantité. 

iS>6.  Concevons  maintenant  que  tous  les  termes  de  /i  confiUra- 
font  élevés  au  quatre  y  ce  qui  donne  A^yiy  ^^9  ji6y  Ôcc.  sTite  Ltu- 
00^.  Il  eft  vifîble  que  A^  a  autant  de  termes  que  A.  reUequarrée^ 

Je  repréfcnte  les  deux  Suites  aux  yeux ,  pour  mieux  faire  ^* 
voir  leur  correfpondance. 

Tcfines  nuis*  -0 

A**   1.4.  p.i^,&c.     ^  nn 

c 
La  ligne  BC marque  dans  A  la  féparation  des  termes  finis 
d  avec  Jes  Infinis ,  deforte  qu'à  la  gauche  de  fiCils  font  tous 
Finis  ^  6c  à  fa  droite  Infinis  j  &  en  même  temps  elle  marque 
dans  A^^qum  moins  à  ià  droite  ils  feront  tous  Infinis  y  car 
les  Infinis  de  A  ne  peuvent  qu'auf^nter  dans  A*  par  1  élé- 
vation au  quatre. 

Soif  j^  le  plus  gfund  quarré  fini  9  qui  foit  dans  Ay&c  pofé 
pat  conséquent  à  la  gauche  de  BC,  6c  tout  auprès  :  il  fera 
auHi  dans  yf  ^  puifqu  U  ^ft  le  quarté  denj  un  des  ternies  de  A. 


Infinis. 

00. 

Infinis. 

00*. 

6^  ElEMENS    DE    tA   Ge'oME^TRI^ 

Mais  il  fera  dans  v^*  fous  n  fa  racine ,  &  «  eft  dans  -^  >  fort 
éloigné  de  »w ,  &  d  autant  plus  que  n  eft  plus  grand.  Mais  nn 
eft  le  plus  grand  quarré  fini  poffible  y  ôc  aans  y^*  il  y  a  encore 
loin  de  nn  à  la  ligne  BC.  Donc  dans  A*  il. n'y  a  plus  de 
termes  finis  après  nn^  ou  bien  il  y  a  dans  cette  Suite  un 
vuide  depuis  nn  jufqu'à  la  ligne  BC'y  de  forte  que  tous  les 
termes  rinis  qui  font  dans  -^  depuis  n  jufqu'à  la  ligne  BC, 
n  ont  point  de  correfpondans  ou  de  quatrés  dans  yf  S  ce  qui 
eft  manifeftement  impoflible.  Donc  après  nn,  il  vient  dans 
u^*  des  Infinis  >  &  y^*  en  a  plutôt  que  -^. 

iP7.  Cette  conclufion  neft  point  étonnante:  car  puis- 
que yf  *  s'élève  jufqu'à  oo* ,  infiniment  plus  grand  que  oo 
où  y^  fe  termine,  6c  qu'elle  n'a  qu'un  cours  de  la  m^e  éten- 
due, il  eft  très- naturel,  &  même  abfolument  néceffaire  que  A* 
arrive  à  un  fimple  Infini  plutôt  que  A.  Mais  fi  cela  eft ,  les 
Infinis  qui  feront  dans  y^^  depuis  nn  jufqu'à  la  ligne  fi C  fe- 
ront donc  des  quarrés  de  termes  finis  correfpondans  qui 
étoient  dans  A  depuis  »  jufqu'à  k  ligne  i5C:  or  comment  des 
quarrés  de  termes  finis  peuvent-ils  êdre  infinis  ?  Le  fini  mul- 
tiplié par  le  fini  >  &  quelque  nombre  fini  de  fois  qu'il  le  foit  > 
ne  peut  être  que  fini.  C'eft  une  vérité  reçue  detous  les  Géo- 
mètres ,  c'eft  la  Règle  invariable  d'une  infinité  de  calculs.  . 

J'avoue  que  du  premier  coup  d'oeil  ce:tte  diflSculté  eft 
accablante ,  &  elle  m'auroit  fait  abandonner  tout  ce  Sifteme 
de  l'Infini ,  fi  je  n'a  vois  vu  un  grand  nombre  de  fortes  raifbns 
qui  la  diminuoient ,  car  je  n'ofe  prefque  dire  qu'elles  la  le- 
voient  entièrement,  &  qui  m'engageoient  à  admettre  l'étran* 
ge  Paradpxte  de  termpsfinis  devenus  mfinispar  rélévation'au 
quarré. 

i^  Ce  Paradoxe  n'eft  pas  plus  terrible  que  celui  d'un 
Infini  pliis  grsMid ,  &  même  infiniment  plus  grand ,  qu'un 
autre  Infini ,  contre  lequel  on  peut  faire  des  objeâions  appa- 
remment invincibles.  Mais  il  eft  vrai  qu'il  eft  établi ,  &  que 
L'on  reçoit  avec  moins  de  peiné  j  &  même  làns  peine,  ce  que 
rpn  voit  que  touis  les  autres  reçoivent.  L'gutorité  a  fon  effet  ^ 
même  en  Géoméme ,  fans  que  Ji'on  s'en  apperçoive^ 
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2^  Les  Finis  que  ;e  fuppofe  qui  deviennent  Infinis ,  ne 
le  deviennent  que  dans  le  paflage  obfcur  &  incompréhenfi- 
ble ,  &  cependant  conftant,  du  Fini  à  l'Infini.  C  eft  là  que  fe 
font  des  changemens  que  nous  ne  connoiflbns,  à  la  vérité, 
que.  par  les  effets ,  c  eft-à-dire ,  par  les  réfultats  des  Calculs  : 
mais  quoiqu'on  ne  fâche  pas  comment  ils  fe  font,  il  eft 
pourtant  bon  de  fa  voir  que  c  eft  là  où  ils  fe  font,  &  de  pou- 
voir juger,  du  moins  à  pofteriori  )  quels  ils  ont  dû  être.  Cela 
pourra  fournir  des  principes  >  qui  enfuite  feront  connoître 
les  changemens  à  priori. 

3^  Il  y  a  bien  de  la  différence  entre  le  Fini  fixe  ,  pour 
ainfi  dire ,  &  le  Fini  en  mouvement  y  ou ,  comme  difent  nos 
habiles  Voifins,  enfluxion^  pour  devenir  Infini.  Tous  les  Finis 
ne  font  j  dès  que  nous  les  pouvons  déterminer ,  qu'au  com- 
mencement de  la  Suite  A ,  quelque  grands  qu'ils  foient  ;  6c 
à  caufe  qu'elle  eft  d^une  étendue  infinie,  ils  ne  font  pas  plus 
avancés  vers  fon  extrémité  que  i ,  premier  terme  de  À.  Ils 
font  fixes ,  parce  qu'ils  ne  font  encore  en  aucun  mouvement 
pour  devenir  Infinis ,  ou  du  moins  dans  un  fi  petit  mouve- 
ment, qu'il  n  eft  à  compter  pour  rien  par  rapport  à  celui  qu'ils 
ont  encore  à  faire.  Mais  quand  ils  ont  déjà  fait  une  partie 
infinie  de  ce  mouvement,  là  commencent  les  degrés  incon- 
nus par  lefquels  ils  doivent  paffer  &  s'élever  à  l'Infini,  là  ils 
deviennent  d'une  nature  moyenne,  qui  les  rend  ptopres  à  fc 
changer  en  Infinis  par  des  changemens  légers  qui  n  auroient 
pas  jTuffi  auparavant.*  Tous  les  Calculs  n  opèrent  que  fur  des 
rp\s  fixes ,  &  jamais  fuir  les  Finis  en  mouvement  :  &  de-là 
Vient  la  Règle  invariable ,  que  le  Fini  multiplié  par  le  Fini 
n'cft  que  Fini.  Il  eft  bien  fur  qu'un  Calcul  ne  tombera  jamais 
dans  le  cas  de  l'exception  :  mais  il  peut~^être  permis  à  la 
Théorie  d  aller  plus  loin,  &  de  l'apperccvoir,  fuppofé  qu'il 
foit  fondé. 

«  4^  Comme  nous  n'opérons  que  fur  des  Finis  qui  font 
tout  à  l'origine  des  Suites ,  de  même  quand  nous  opérons  fur 
des  Infinis ,  ce  n'eft  que  fur  ceux  qui  font  tout  à  l'extrémité , 
6c  qui  ont  pris  la  nature  entière  &  complète  d'Infini  ;deforte 
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qge  nous  ne  faififlbns  que  les  deux  bouts  des  Suites  >  encore 
n'y  a-t'il  que  le  premier  bien  faifi  &  bien  connu  y  laut  re  n'efl: 
guère  qu'entrevu ,  &  fuppofé.  Tout  l'entre-deux  infini  nous 
échappe  9  &  il  doit  cependant  y  arriver  tout  ce  que  Tlnfini 
a  de  plus  merveilleux. 

yo.  Si  l'on  admet  le  Paradoxe,  il  y  a  des  Finis  de  yf  qui 
deviennent  Infinis  dans  yf' ,  &  ils  ne  pourront  être  que  de 
Tordre  de  oc ,  &  aflez  petits  dans  cet  ordre.  Jls  feront  le  de- 
gré &  la  nuance  des  Finis  de  A*  aux  infinis  du  2**  çrdvc  ou 
aux  00*  :  or  ces  degrés  &  ces  nuances  font  néceflaires  dans 
les  Suites  >  &  tous  les  Géomètres  en  conviennent.  Si  tout  ce 
qui  eft  Fini  dans  /^^  demeure  Fini  dans  ^* ,  tout  ce  qui  étoit 
Infini  dans  -^  >  deviendra  dans  A*  infini  du  2"*  ordre ,  &  yi* 
làutera  brufquement  du  Fini  à  00* ,  fans  pafler  par  00 ,  ce  qui 
n'a  abfolument  aucun  exemple  dans  des  Suites >  dont  la  gra- 
dation foit  auffi  lente  que  celle  de  yf' . 

6®.  Si  on  n'admet  pas  le  Paradoxe  y  je  démontrerai  invin- 
ciblement le  contraire  de  quelques  vérités  confiantes  &  re- 
çues ^  ôc  il  y  aura  démonflration  contre  démonfiration.  On 
en  verra  des  exemples  >  quand  l'ordre  de  cet  Ouvrage  les 
amènera. 

7^  Le  Paradoxe  admis  ne  conduit  jamais  à  aucune  con- 
clufion  faufle.  Au  contraire,  il fe  lie  néceflairement  aux  vé- 
rités déjà  connues,&  en  produit  beaucoup  de  nouvelles.  C^cft 
de  quoi  Ton  fera  pleinement  convaincu  dans  la  fuite.  S'il  efi: 
£tux>  il  eft  donc  parfaitement  équivalent  à  quelque  chofe  de 
vrai  ^  &  en  remplit  bien  heureufement  la  place. 

En  attendant  ce  vrai  5  que  je  ne  connois  pas  9  je  vais  preni- 
dre  ce  Paradoxe  pour  une  vérité  démontrée  dans  l'art,  précé» 
dent,  me  réfervant  toutefois^  &  je  le  dis  avec  la  dernière 
fincérité  ^  à  le  rejetter  abfolument ,  dès  qu'on  me  fera  voir  que 
fans  l'employer  on  peut  faire  un  Sifteme  lié  de  l'Infini  eit 
Géométrie^  ou  qu'il  y  a  quelque  autre  idée  à  lui  fubftituer> 
qui  ùiffè  le  même  effet  fans  avoir  la  même  difficulté ,  ou  une 
équivalente. 

i^8t  J'appelle  Finis  indéterminfAks ^  les  termes  finis  de  Jt 


ce 
cr 
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qui  deviennent  infinis  dans  ^*  par  l'élévation  au  quarté  :  car 
comme  ils  font  dans  le  paflage  que  fait  ^'  du  Fini  à  l'Infini, 
ils  ne  peuvent  jamais  être  connus  ni  déterminés,  conime  les 
termes  qui  font  à  l'origine  de  yf  ou  de  y4\ 

I  pp.  Un  ternie  quelconque  de  ^*  étant  nn ,  «»  exprime 
aulfi  le  quantième,  il  eft  dans  /^,  &  fa  racine ;ï  le  quantième , 
il  eft  dans  ^  *.  Ainfi  1 5  eft  le  i  (J-  terme  de  /^  ,  &  eft  le 

f  A  /  *°°  ^^  ^^  *°°"*  de  y^,  &  le  jo~ de  y4\  Donc 
fi  »»  eft  le  i" terme  infini  de  y^*,  &  par  conféquent  fi  n  èft 
le  1"  terme  fini  indéterminable  de  /f  qui  foit  devenu  infini 
dans  y^%  nn  n'eft  qu'à  une  diftance  finie  de  1 ,  premier  terme 
de  y^*i  car  fa  racine  »,  qui  eft  finie,  exprime  fon  quantième 
dans  y^%  &  ce  quantième  n'eft  donc  que  fini.  Donc  le  1" 
terme  infini  de  y4  *  n'eft  qu'à  une  diftance  finie  de  i  fon  1 
terme. 

aoo.  Mais  «étant  ici  un  Fini  indéterminable ,  cette  dif- 
tance finie  eft  indéterminable ,  &  plus  grande  que  toutes  cel- 
les qui  peuvent  être  déterminées  ou  connues. 

201.  Donc  yf»  n'a  qu'un  nombre  fini,  mais  indétermina- 
ble en  grandeur,  de  termes  finis. 

202.  Et  puifque  A  avoir  un  nombre  infini  de  termes  finis , 
il  y  a  donc  une  infinité  de  fes  Finis  qui  deviennent  Infinis 
dans  A\ 

203.  Donc  y^fomiée  d'une  infinité  de  JFinis,  6c  d'une 
infimté  beaucoup  plus  grande  d'Infinis  (  ipj  )  a  fes  Finis  de 
deux  efpeces,  les  uns  Finis  déterminables  &  connus,  mais  en 
nombre  feulement  fini  indéterminable  ,  les  autres  Finis  indé- 
terminables en  nombre  infini. 

204.  Il  eft  aifé  de  voir  que  la  foùrce  des  changemens  qui 
arrivent  à  y^'  par  rapport  à  y^ ,  eft  que  A*  vers  foij  origine  ne 
prend  que  des  termes  qui  font  dans  ^4,  mais  qu'elle  en  prend 
peu ,  &  en  faute  toujours  de  plus  en  plus,  yi  *  dès  fes  deux 
1*"  termes ,  qui  font  i  &  4 ,  faute  deux  termes  de  A ,  entre 
4  &  p  elle  en  faute  quatre ,  entre  p  &  1 5  fix ,  &  toujours 
ainfi  félon  la  Suite  des  Pairs  ;  &  enfin  comme  on  vient  de 
voir,  elle  en  a  fauté  un  nombre  infini,  Ibrfqu'ellc  n  eft  encore 
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arrivée  qu  a  une  diflance  finie  de  fon  origine ,  ou  n  a  eu 

qu  un  cours  fini. 

2oy.  Quoique  y^*  fafle  de  plus  grands  pas  que  j4  ,  elle 
ne  les  fait  que  proporrionnés  à  ceux  de  j4,&c  comme  ceux-cb 
qui  ne  font  que  la  difilérence  confiante  i ,  font  d'une  grande 
lenteur  pour  aller  de  i  à  oo^  y^*  dont  on  fait  que  les  diffé- 
rences font  la  Suite  des  nombres  impairs  3,5>7^&c.  ne 
peut  pas  aller  de  i  à  oo*  en  faifant  des  pas  infinis,  c  eft-à-dire, 
fauter  de  i  à  oc^  fans  paffer  par  oo.  Donc  v^*  a  des  termes 
de  Tordre  de  oo,  &  elle  en  doit  avoir  de  cet  ordre, lorfque  A 
n'en  a  encore  que  de  correfpondans  finis  i  ce  font  les  Finis 
indéterminables  de  -^,  qui  aevenus  infinis  dans  w^* ,  font  les 
termes  de  Tordre  de  oo  par  lefquels  A"-  paffe  du  Fini  à  oo*, 
&  ils  font  en  nombre  infini  (  102  ). 

106.  Mais  il  y  a  encore  plus  :  la  gradation  lente  de  A^f 
fondée  fur  celle  de  y^,  ne  permet  pas  que  tous  les  Infinis  de  A 
deviennent  dans  A^  des  Infinis  de  Tordre  de  00*.  D'ailleurs, 
puifqu'il  y  a  des  Finis  C\  grands ,  qu'étant  quarrés  ils  fortent 
de  leur  ordre,  &  deviennent  infinis,  Tanalogie  demande  qu'il 
y  ait  des  Infinis  fi  petits ,  qu'étant  quarrés  ils  ne  fortent  point 

de  leur  ordre ,  &  fi  cela  peut  être ,  cela  eft.  Or  00  *  eft  tel, 
qu'étant  quatre  il  ne  fort  point  de  Tordre  potentiel  de  oo 

dont  il  étoit ,  donc  ou  00  ^ ,  s'il  eil  dans  ^ ,  &  des  Infinis 

d'une  grandeur  approchante ,  ou  fi  00  ^  n*eft  pas  dans  yf ,  ces 
Infinis  feuls  d'une  grandeur  approchante  feront  tels,  qu'étant 
quarrés  ils  ne  fortiront  point  de  Tordre  de  00 ,  &  ils  fe  join- 
dront dans  A"^  aux  Finis  indéterminables  devenus  de  cet  or- 
dre ,  &  moindres  qu  eux. 

207.  En  un  mot ,  l'élévation  au  quarré  doit  agir  de  la 
même  manière  fur  les  Finis  &  fur  les  Infinis  de  A.  Elle  élevé 
à  Tordre  fupérieur  un  nombre  infini  de  Finis  ^  &  n'en  laiffe 
qu'un  nombre  fini  indéterminable  dans  leur  premier  ordre» 
Donc  elle  élevé  à  00^  un  nombre  infini  des  00 ,  &  en  laifFè 
un  nombre  fini  indéterminable  dans  Tordre  des  00,  ôc  cela 
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ajoute  à  l'art,  précèdent  que  le  nombre  des  coà^Ay  qui  ne 
fortent  point  de  cet  ordre  dans  A^ ,  ne  foit  que  fini. 

ao8.  Donc  le  nombre  infini  des  Finis  indéterminables 
de  A  y  devenus  de  l'ordre  de  00  dans  yf  %  n  eft  augmenté  que 
d'un  nombre  fini  par  le  nombre  des  Infinis  de  A  qui  demeu- 
rent de  Tordre  de  oc  dans  A^. 

■  •  

20p.  Donc  le  nombre  infini  des  Finis  de  A  ^tam  beau- 
coup moindre  que  celui  de  fes  Infinis  (  1  p  3  ) ,  &  tous  les  Finis 
de  A  n  étant  pas  devenus  infinis  dans  A^y  &  le  nombre  infini 
de  ceux  qui  le  font  devenus  n'étant  augmenté  que  d'un  nom- 
bre fini  (  208  )  y  il  fuit  que  le  nombre  àts  termes  de  Tordre 
de  00*  dans  /f  *  eft  plus  grande  non  feulement  que  le  nombre 
des  termes  finis  qui  eft  fini  y  mais  que  le  nombre  des  termes 
de  Tordre  de  00  y  qui  eft  infini. 

2io.  Donc  A^  eft  formée  lo  de  termes  Finis  en  nombre 
fini ,  lo  de  termes  de^Tordre  de  00  en  nombre  infini^  30  de 
termes  de  Tordre  de  00*  en  nombre  infini  beaucoup  plus 
grand. 

211.  Donc  la  fomme  de  A^  eft  un  Infini  du  3"*  ordre  > 
&  tous  les  termes  Finis  y  font  inutiles  (  1 7  J  )• 

1 1 1.  Le  nombre  des  00*  de  A^  eft  moindre  que  Te  nom- 
bre des  00  de  y^  (  206).  D'un  autre  côté  tous  les  Finis  de  A^ 
font  inutiles  à  ia  fomme;  ce  qui  ïdli  le  même  efiT^t  par  rap- 
port à  la  fomme  >  que  fi  y^*  étoit  compofée  dun  moindre 
nombre  de  termes  que  A.  Enfin  il  faut  taire  encore  une  ob- 
fervation.  Ce  qui  fait  que  la  fomme  de  A  n'eff  qu'une  partie 
de  00*  y  &  non  pas  oo*  entier  y  c'eft  que  tous  fos  termes  ne 
font  pas  chacun  =:QO^  mais  tous  inégaux  depuis  i  jufqu  aoo» 
D'ailleurs  ils  font  les  moins  inégaux  dans  leur  total  qu'il  fo 
puîfle  (72  )•  Donc  mIs  étoîent  plus  inégaux  ^  comme  ils  le 
leroient  effeûivement  dans  une  progrelfion  géométrique 
cprrefpondante  où  ils  feroient  les  plus  inégaux  qu'il  fe  puifie 
(  72  ) ,  leur  fomme  feroit  moindre  (  (^7  )  ;  &  fil  dans  une  Suite 
quelconque  comprife^  comme  A  y  entre  i  &  00  ^  ils  éjtoienc 
plus  inégaux  que  dans  Ayàc  que  leur  fomme  fut  de  Tordre 
de  00%  ufaudroit  du  moins  que  cette  fomme  fût  une  moindre 

Illi 
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partie  de  oo*  que  n'eft  celle  de  A ,  c  eft-à-dire ,  J  ou  j ,  &c. 
puifque  celle  de  A  en  eft  p  Or  le  même  raifonnement  fub- 
fîfte  à  regard  de  A^  comparé  à  A.  Les  termes  de  A^  étant 
vifiblement  plus  inégaux  dans  leur  total  que  ceux  de  y^  >  la 
fomme  de  A^  qui  eft  de  Tordre  de  oo  doit  être  une  moin- 
dre partie  de  oc*,  que  celle  de  A  n'eft  de  oo\  Donc  par  les 
trois  railbns  énoncées  dans  cet  article ,  la  fomme  de  A  étant 

8=-^  ou  \  de  oo* ,  la  fomme  de  A^  fera  une  moindre  par- 
tie de  ocS  c'eft-à-dire,  par  ex.  j,j,  &c. 

21  j.  -^*  tend  &  arrive  à  Tégalité ,  car  les  termes  de  y^  y 
tendent  &  y  arrivent ,  Ôc  par  Honféquent  aufll  ceux  de  A"-, 
qui  en  font  les  quàrrés. 
confidhor      2 14.  Soit  maintenant  A^^ou  A  élevée  au  cube ,  qui  eft 

thndeAK      ,.  g.  27.  (J4  >  &C.  OO'. 

Puifqu  il  y  a  dans  A  des  Finis  indéterminables  >  &  en 
nombre  infini ,  qui  par  Pélévation  au  quarré  deviennent  In- 
finis, il  eft  évident  que  non  feulement  ils  ne  cefîeront  pas  de 
l'être  par  l'élévation  au  cube  ;  mais  que  fi  on  cube  y^,d  autres 
Finis  mdéterminables  qui  n  avoient  pas  été  afiez  grands  pour 
devenir  infinis  par  l'élévation  au  quarré ,  le  deviendront  par 
•  Félévation  au  cube.  De  même  d'autres  Finis  indéterminables 
encore  moindres  qui  n'étoient  pas  devenus  infinis  par  l'é- 
lévation au  cube ,  le  deviendront  par  l'élévation  au  quarré- 
quarré ,  &  toujours  ainfi  de  fuite.  Donc  ce  fera  la  propriété 
ou  le  caraâere  général  des  Finis  indéterminables  dç  devenir 
infinis  par  l'élévation  à  quelque  puifladce  finie. 

21  y.  Dans  A*  les  premiers  Finis  indéterminables  qui 
par  l'élévation  au  cube  feront  devenus  infinis ,  ne  feront  que 
de  Tordre  de  oo.  Donc  A^  aura  des  termes  finis  à  fon  ori* 
gine,  enfuite  des  oo  >  &  à  fon  extrémité  des  oô',  &  comme 
elle  ne  peut  aller  de  oc  à  oo'  iàns  paffer  par  oo*^  elle  aura 
donc  des  termes  des  4  ordres,  des  Finis,  des  00,  des  00*  j 
&  des  00'. 

2\6.  Il  eft  très-aifé  de  voir  que  le  nombre  des  Finis 
de  A^  ne  fera  que  fini,  &  moindre  que  celui  des  Finis  de  /f*. 
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maïs  toujours  Fini  indéterminable.  Le  nombre  total  des  In- 
finis de  y^'  fera  donc  plus  grand  que  celui  des  Infinis  de  /^*  : 
mais  il  ne  fera  plus  grand  que  de  la  quantité  dont  le  nombre 
des  Finis  de  /f  '  furpaffe  le  nombre  des  Finis  de  yi^  :  or  cette 
quantité  ne  peut  être  que  finie ,  ces  deux  nombres  étant  finis.; 
donc  le  nombre  total  des  Infinis  de  A^  ne  furpaûera  que 
d'une  qusmtité  finie  celui  des  Infinis  de  y?'. 

217.  La  différence  finie  du  nombre  total  des  Infinis  de 
y4^  &  de  y^*  étant  nulle  par  rapport  à  ces  deux  nombres 
infinis  y  &  par  conféque.nt  ces  deux  nombres  pouvant  être 
pris  pour  égaux,  d'un  autre  côté  le  nombre  total  des  Infinis 
de  À^  étant  compofé  d  Infinis  de  3  ordres  différens  (  21  î  ) 
au  lieu  que  le  nombre  des  Infinis  de  /4*  nttt  compofé  que 
d^Infinis  de  t  ordres^  il  fuit  que  dans  /^'  le  nombre  des  In- 
finis de  chaque  ordre  fera  moindre  que  n'étoit  le  nombre  des 
Infinis  de  chaque  ordre  dans  j4*. 

2 18.  Donc  le  nombre  des  oc  dans  j4^  fera  moindre  que 
dans  y4*  ^  mais  de  plus  il  n^  fera  que  fini.  Car  fi  y1*  qui 
élevé  y^  à  la  puiflance  immédiatement  fupérieure  >  fait  rjefifet 
jde  changer  en  00  un  nombre  des  Finis  de  y^ ,  tel  que  le 
nortibre  de  ces  Finis  devenus  00  y  eft  infini  par  rapport  au 
nombre  des  Finis  qui  demeurent  Finis  ^  à  plus  forte  raifon  A^ 
qui  fait  de  plus.grands  pas  que  yf'doit-elJe  changer  en  oo* 
une  infinité  des  00  de  /f  S  &  n^^n  laifler  qu'un  nombre  fini 
dans  Tordre  de  00.  Donc  j4^  n'aura  qu'un  nombre. fini  dp 
00  j  &  un  infini  de  OC*. 

21  p.  Le  nombre  infini  des  oc*  de  yf'  fera  encore  aug- 
menté par  des  00'  de  A^  qui  demeureront  dé  Tordre  de  oc* 
dans  A^  :  mais  ils  ne  feront  qu'en  nombre  fini  par  la  même 
railbn  que  les  OO  de  y^  qui  font  demeurés  de  Tordre  de  00 
dans  yf  *  n'otît  été  qu'en  nombre  fini  (  207  ). 

z2o«  De-là  il  fuit  auffi  ^e  le  nombre  des  oc^  de  ^*  eft 
infini. 

1 1 1 .  Donc  yi^  eft  compofée  i  ^  de  Finis  en  nombre  fini* 
^"^  De  00  en  nombre  fini.  3""  Dé  00*  en  nombre  infini» 
^'^  De  QQ'  en  npmbxe  joéxïL 
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222.  A  qui  a  des  termes  de 2  ordres,  a  le  nombre  des 
termes  de  Pordre  du  Fini  beaucoup  moindre  que  celui  des 
termes  de  l'ordre  de  00  (  i  p  3  ).  Et  par  conféquent  le  nombre 
des  termes  de  ces  difFérens  ordres  eft  croiflant,  à  compter  de 
l'origine  de  A.  De  même  A"^  quia  des  termes  de  3  ordres, 
a  le  nombre  des  termes  de  fes  difFérens  ordres  croiflant  de- 
puis l'origine  (2 1 o).  Donc  pour  conferver  lanalogie  qui  doit 
être  entre  yf,  A^  é^  A^  j  il  faut  que  dans  A^  y  qui  a  des  termes 
de  4  ordres ,  le  nombre  des  termes  de  chaque  ordre  foit  auflî 
croiflant  ;  c'eft-à-dire ,  que  le  nombre  des  termes  finis  étant 
fini>  celui  des  00  foit  un  Fini  plus  grande  &  que  celui  des  00* 
étant  infini,  celui  des  oc'  foit  un  Infini  plus  grand. 

223.  A^  ^  une  fomme  de  Tordre  de  OC^,  à  laquelle  tous 
les  Finis  &  tous  les  00  font  inutiles.  Ses  00*  qui  y  font 
utiles  font  en  moindre  nombre  que  les  oc'  (  2,1 1  ) ,  &  enfin 
les  termes  de  A^  font  plus  inégaux  que  ceux  de  yf  *.  Donc 
en  fuivant  le  raifonnement  de  l'art.  212 ,  la  fomme  de  A^ 
fera  une  moindre  partie  de  00*,  que  la  fomme  de  A"^  n  écoit 
de  oc'. 

:224.  A^  tend  &  arrive  à  l'égalité  aufli^bien  quev^S  & 
par  la  même  raifon  (  2 1 3 }.. 

22 y*  On  voit  par  tout  ce  qui  a  été  dit,  que  quand  on 
*  change  -^  en  y^* ,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  des  termes  finis 
de  A  qui  iie  s'élèvent  point  d'ordre  >  quoiqu'ils  s'élèvent  de 
grandeur,  &  qui  demeurent  immobiles  quant  à  Pordre, Ôc 
qu'il  y  a  un  nombre  infini  de  ces  mêmes  termes  finis  qui 
font  mobiles ,  ou  qui  s'élèvent  d'ordre.  En  même  temps ,  ou 
dans  le  même  changement  de  A  ^n  A^  y  il  n'y  a  qu'un  nom- 
bre fini  des  00  de  A  qui  demeurent  immobiles ,  &  tous  les 
autres  00  en  nombre  infini  font  mobiles.  De  même  quand 
A*  fe  change  en  A' ,  du  nombre  infini  des  ce  de  -/4*  ;  car 
les  Fiiiis  de  -^'  n'étant  qu'en  Qombre  fini ,  ils  ne  peuvent 
donner  lieu  à  cette  comparaifon  qui  demande  un  nombfc 
infini  de  termes  d'un  même  ordre,  de  ce  nombre  infini, 
dis*  je ,  àcs  oodt  A%  il  n^y  en  a  qu'un  nombre  fini  d'immo- 
biles, ou  qui  demeurent  des  00,  ^  tous  les  autres  en  nombre 

infini 


l 
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Infini  deviennent  des  ooS  ou  font  mobiles,  &  pareillement 
du  nombre  infini  des  oo^  de  /î^  il  n'y  en  a  qu'un  nombre 
fini  d'immobiles,  &  tous  les  autres  font  mobiles.  Or  il  eft  à 
remarquer  qu'un  ordre  étant  compofé  d'une  infinité  de  ter* 
mes ,  les  immobiles ,  qui  font  toujours  en  nombre  fini  ,  font 
toujours  à  l'origine  de  l'ordre  >  &  les  mobiles  en  nombre  in- 
fini ,  toujours  vers  Pextrémité  &  jufqu'à  Fextrémîté. 

.  Cela  répond  à  une  difficulté  qu'on  auroit  lieu  de  fatre  dans 
le  Sifteme  commun  de  Flnfini  5  pourquoi  le  Fini  élevé  à 
cùdquc  pûiffanté  finie  que  ce  foit,  demeure-t'il  toujours 
dans  fon  ordre,  au  lieu  que  Plnfini  pareillement  élevé,s'éleve 
toujours  d'ordre  ?  Car  le  Fini  n'étant  à  l'égard  de  oc  que  ce 
u'eft  00  à  l'égard  de  oC%iI  efl  contre  cette  analogie,  que  oc, 
es  qu'il  eft  quarré ,  s'élève  d'ordre ,  tandis  que  le  Fini  quarré" 
demeure  dans  le  fîen.  La  réponfe  eft,que  le  fait  fupppfén'ell 
pas  vrai^ôc  que  c'eft  parfaitement  la  même  chofe  pçur  le  Fini 
&  pour  rinfini.  Dès  que  le  Fini  eft  à  une  certaine  diftance 
finie,  mais  indéterminable,  de  l'orîgîne  de  fon  ordre,  il  s'élever 
d'ordre  étant  quarré ,  &  fufque  là  il  ne  s'en  élevé  point  ;  de 
même  oc  étant  quarré  ne  s'élève  point  d'ordre ,  tant  qu'il 
n  eft  qu^à  une  certaine  diftance  finie  indéterminable  de  l'ori- 
gine de  fon  ordre  ^  &  pafTé  cela  il  s'élève.  Mais  ce  qui  nou» 
jctt^  dans  l'erreur  fur  la  comparaifbn  du  Fini  &  de  l'Infini  à 
cet  égard,  e'éft  que  nous  ne  connoiflbns  le  Fini  qu'àTorigine 
de  fon  ordre ,  nous  n'opérons  fut  lui  qu'en  le  prenant  à  fa 
naifiance  i  &  au  contraire  l'Infini  à  Toftgine  de  fon  ordre  nous 
eft  abfolument  inconnu ,  &  le  peu  de  connoiflance  que  nous 
en^  avons,  roule  fur  un  Infini  plein,  pour  ainfi  dire  ,  &  qui  a 
firanchi  un  paffage  immenfe  pour  être  devenu  ce  qu'il  eft; 
De  là  vient  que  nous  ne  connoiflbns  que  des  Finis,qui  élevés 
à  une  puiflance  finie ,  ne  s'élèvent  point  d'ordre ,  6c  des  Infi- 
nis au  contraire  qui  s'enéleventr 

226.  Si  Voo  prend  -^^,  i.  î6.Si.  1^6,  &c.  ob^i  II  eft  Côn/aurjt^ 
aifé  de  voir  par  l'application  de  tout  ce  qui  a  été  dit,  1  ^.  que  ^^*  ^  ^^* 
A^  aura  des  Finis  en  nombre  fini;  des  oc  en  nombre  fini  ^ 
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de  oo^  en  nombre  fini ,  des  oo*  en  nombre  infini  ^  6c  des  00^ 
«n  nombre  infini. 

a^ .  Que  le  nombre  des  tenues  de  ces  cinq  difFérens  ordres 
iei?a  croifTant  depuis  1  origine. 

}  °.  Que  j4^  aura  une  Tomme  de  Tordre  de  ooS  à  laquelle 
les  Finis ,  les  oo ,  &  les  oo^  feront  inutiles. 

4^.  Que  le  oo^  qui  exprimera  cette  fomme ,  fera  dans  fon 
ordre  un  moindre  Infini  que  n  étoit  dans  le  fien  le  oo*  qui 
exprimoit  la  fomme  de  yiK 

cmfiiir^      227.  £n  général  n  étant  un  Expofant  fini  toujours  croiA; 

^hméilL  lant^  dont  la  f^  valeur  elt  i ^  yf^  fera  toujours  telle  quelle 
aura  un  nombre  d'ordres  .=  »  -H  i  ;  le  nombre  des  ordres, 
qui  auront  un  nombre  de  termes  infinis^  toujours  =  2  ^  ce 
qui  donnera  le  nombre  des  ordres  où  le  nombre  des  termes 
fera  fini  ;  le  nombre  des  termes  des  difFérens  ordres  croiflant 
depuis  l'origine  ;  le  nombre  des  termes  de  chaque  ordre  tou« 
'  jours  moindre  y  à  mefure  que  n  fera  plus  grand  ;  une  fomme 

de  Porde  de  00       à  laquelle  les  deux  derniers  ordres  feub 

feront  utiles  ;  &  toujours  un  moindre  00  *    'qui  exprimera 

cette  fomme  ^  ou ,  ce  qui  eft  le  même  y  00  divifé  par  un 
plus  grand  nombre. 
cvnfiitfé-  ^^8.  Si  enfin  Texpoiànt  n  ===  00  >  on  a  A^  .  i  ^  •  1^  ; 
tiondêK^.  j«>,  &c.  oo^ .  Suite  qu'il  &ut  confîdérer  plus  particu)- 
lierement^arce  qu'^llecontientles  puiflànces  infinies  de  tous 
les  nombres  de  /f  >  &  qu'il  eft  important  de  connoitre  les 
rapports  que  ces  nombres  élevés  à  00  ont  foit  au  Fini  j  folc 
cntr'eux. 

2^  j  2^  terme  de  A^ ,  feroit  le  dernier  terme  /le  la  pro-^ 
greffion  géométrique  infinie ,  2' ,  2%  1' ,  &c.  2  ^ ,  que  j*ap-; 
pelle  P.  Si  Ion  compare  P  à  y^*,  on  a  d'un  côté  2'.  i\  2\ 
2^2^  2%  &c.  &  de  l'autre  1%  a^J  3S  4S  îS  ^S  &c. 
&  Ton  voit  que  2'  >  i^  2%  ==2',  2'  <  3^  z^=^4  ,  2^  >  j' ^ 
%^>  S^s  ôcc*  &  que  depuis  2^  ===  3* ,  tous  les  termes  de  P 
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fcnt  plos  graiids  que  les  correfpondans  de  ^>  fie  fort  eroif^ 
£uis  par  rapport  à  eux»  Dobc  (i  A^  n'a  quun  nombre  fini 
de  termes  finîs  ,  à  plus^^  forte  raîlbn  Fîi'Cn  a- t'elle  qu'un  nom-^ 
bré  &m,  fie  même  ette  nen  a  qu'un  nom&re  fini  beaucoup 
moindre^  Donc  P  s^rès  un  nombre  de  termes  fini  y  maïs  în-^ 
déterminable  >  arrive  à  TlnfinL  Donc  2  n  ayant  c^'un  expo* 
fant  x^  fini  indétermiiiable>  eft  infini^  ou  :a'eâ  de  l'ocdre 
de  oo. 

2Zj)«  II  fuit  de  la  que  non-feulement  a^  >  dernier  terme 
de  Py  eft  plus  grandque  00',  dernier  terme  de  -^^  ;  mais  qu  il 
doit  être  d'un  grand  nooiètre  d'ordres  au^delTus  de  ec^ ,  puif; 
qu  après  qu'onaeudansP^i'>.il  refte  encore  un  nombre 
infini  d'expofans  à  donner  à  2  ^  avant  qu'il  foit  2  ^ . 

a^o.  Pour  le  voir  plus  en>  détail  >  fie  plus  furement  ^  je 

Compare  P  aux  A"  qui  fuivent  A^j&i  pour  plus  de  facilké- 

du  calcul  f  aux  feules  A  où  n  eft  un  nombre  pair. 
Le  I  (S^^  terme  de  A^,  qui  efl  16^  y  eft  égal  au  i  (S^^de  P 

qui  eft  :2'*:caritf+=:a^^^=:2'^^fit  après  cela  le  17™* 
ferme  de  P  eftjpfus  grand  que  le  17*"*^  de  -/^^,  ôc  toujours, 
sttftfî  defuite-  Donc  2^>  00^.. 

De  même  en  comparajSt  P  à  -#4^>  on  a*  pour  fe  t^^  ferme 
de  P ,  plus  grand  que  le  correfpondant  de  A^ ,  après  lequel 
fOus  les  termes  de  JP  font  plus  grands,  le  so"**"  terme  dfeF 
qui  eft  de  t}""  >  }o^  fou  corre^ondant  :  cac  tirant  de  patt  fie- 

d'autre  le  ^^  on  a  x^  >  }o\  Doac  a®°  >  oo^«. 

Si  Ton  prend  A^  >  le  44°*^  terme  de  P  qui  eft  a  *^  eft  plus 

grand  que  44*  :  car  en  tirant  de  part  fie  d'autre  la  ^  >  on  a  i" 
==204*>  pki5graRdque44^==£iP3^.  t)owfi  i^>  oo^ 
Ilréfulte  de  ces  quatre  comparaifons  que  le  i^'  terme  de  P5, 

(lus  grand  que  le  correfpondant  de  ^  >  &  après  lequel  P 

croît  toujours  plus  que  -^  ^  eft  le  $^^  fi  P  eft  comparée  à  A^ 
k  1 7™^  fi  P  eft  comparée  à  ^^ ,  Le  30"^  fi  P  eft  comparée 
a  -4^  j,le  44"^*^  fi,P  eft  coœpwée  à  AK 
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Or  en  confidérant  ces  4  nombres^  y,  i7^5o,44,i>jBi 
les  trouve  très-réguliers  ^  puifque  leurs  différences  font  la 
progreffion  arithméciqqe  naturelle  12  j  13  >  14^  &  cette 
extrême  régularité  pourroit  fuiEre  pour  perfuader  qu'elle  fe 
{butiendra  toujours  ^  mais  de  plus  on  le  trouvera  par  le  calcul 

pour  les  A"  fuivantes.  Donc  la  progreffion  arithmétique  des 
différences^  qui  a  commencé  par  1 2  ^  15^  1 4  ^  continue  par 
ly ,  i<J ,  .17  ^.  &c.  &  les  termes  dont  ces.  nombres  font  les 
différences ,  &  qui  étoient  y  ,  1 7 ^  30 ,  44 ,  continueront  par 
être  S9^7S }9^y  &c-  c'eft-à-dire ,  que  P  à  fon  yp  ''"^  terme 
commencera  à  croître  toujours  au-deffus  de  y^'^,  à  fon  7^"*^ 
au-deffus  de  yf  **  >  à  fon  p2°*^  au-deffus  de  yi'^j  &c.  Donc 

23 1.  z^"  où  »  eft  pair,  étant  exprimée  en  général ,  il  eft 
aifé  de  trouver  en  général  le  quantième  terme  fera  dans  F 

♦  ♦  .  * 

ê 

celui  où  elle  conimçacera  à  croître  au-deflTus  de  A. 

La  Suite  de  ces  quantièmes  eft ,  ; ,  17 ,  30 ,  44  >  jp  >  &c.' 
&  celle  de  leurs  différences ,  12,13,14,1;^  &c.  progref^^ 
fion  arithmétique ,  dont  la  différence  eft  i ,  le  i*^*^  terme  i  a  >. 

le  nombre  des  termes  correfpondant  à  une  jf^  quelconque, 

l=!i»  Car  le  nombre  des  termes  de  la  fuite  des  quantièmes 

pour  yi" eft  toujours  T  ;  fi -^  == -^  >  t=i  ^  &  f  j  pre- 
mier terme  de  la  Suite  des  <juantiemes  eft  celui  qui  défîgne 

à  quel  terme  P  croît  pour  toujours  au-dèffus  de  AK  Si  ^ 
« —  A^ ,  —=42  i  &  I7>  fécond  terme  de  la  Suite  des  quan*; 
éemes  >  défigne  le  terme  où  P  croît  au-deffus  de  A'' ,  ôcc; 
Donc  -7-  eft  toujours  le  nombre  des  termes  de  la  Suite  de* 
quantièmes ,  dont  le  dernier  eft  celui  dont  on  a  befoin  pouc 
XAC  propofée.  Donc  le  nombre  des  tçrmes  de  la  Suite  des . 
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dî^rences  des  quantièmes  eft  -7-  — ■  i  =  ^*.  Donc  la 

•  •  •  • 

(bmme  d^un  nombre  quelconque  de  termes  de  cette  Suite  des 
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différences  eâ 

8 

Cette  fomme  eft  égale  au  dernier  terme  correspondant  de 
h.  fuite  des  quantièmes ,  moins  ; ,  premier  terme  de  cette 


Suite.  Donciî-"-^"''-^^  -h-  ;=^tV+;— ^^  ^ft  le  der- 

8  ^  •       8       *      ^ 

nier  terme  de  la  Suite  des  quantièmes  j  ou  celui  que  Ton  cher^ 
che  pour  V/f  propofée.  Ainfi  fi  n  ===  lo,  on  a  -^  =;=  yp  ; 
c'eft-à-dire  j  que  fi  on  compare  P  à  -^***^  P  commencé  pour 
toujours  à  furpaATer  y?'®  à  fon  ^^^^  terme.  ' ,  ^ 

^5^.  par  cette  expreffion  til±L"^LrrA-;^  on  voit,  que  tant 

que  n  eftpini  déter^ninable  ^  P  commencé  à  furpafTer  A"  à" 
un  terme  qui  n'eft  quà  une  diftance  finie  déterminabie  de 

Poriginc  de  P ,  fie.  que  pat  conféquent  PûirpaiFevi"  durant 

un  cours  infini.  Donc  2°°  >  00*  &  même /plus  élevé  de 
plufieurs  ordres^  quelque  grand  nombre  fini  déterminabie. 
que  fbit  n. 

^35.  Maïs  lorfque  n  eft  devenu  un  Fini  indéterminable  x 
qui  par  Télévation  au  quarré  eft  infifii  ;  c*eft- à-dire ,  quand  on  ' 

.      ^  liA^y      ^    ^/^devient^    ~^ ^   .■     —) 

s— a  —  «  xjc  étant  alors  un  Infini  >  donc  P  commence  a  fur^ . 
s  '  . 

paffer  yi'  à  tm  terme  dont  le  quanrieme  eft  exprimé  par  —•  ; 

Qr  ce  terme  eft  bien  éloigné  d'être  le  00"^^  ou  dernier.:Dono 

a^  eft  beaucoup  au-de(rus..dè.OQ'>  dernier  terme  dê^-^ 
quelque  grand  nombre  fini  indéterminable  que  foit  x.         .  -^ 

.  XÎ4.  Donc  enfin  a**  ne  fauroit  être  égal  qu'à  oô     ; 
c*cft-  à-dire  >  àpo  élevé  àqudquc  puiflEwce  infinie  ;  naoihdre 

Kiij 
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que  oo  >  wais  dont  le  rapport  à  oo  eft  abfoluaient  mcottira» 

Sluê  &<*       ai  S*  Donc  2    i==oo^  efi  d'une  infinité  d'ordres  210^ 
ÏÎJXÏ: ^effus  de  00. 

^  d^ui  dfi      1 3  6".  P  a  donc  des  termes  d^bn  nombre  mfînî  d'ordres  y 
''  mais  non  pas  =z=  oo.  Et  en  effet  il  efl:  impoflible  qu'elle  ait 

ce  nombre  de  dififérens  ordres  ==  00  y  puifque  le  nombre  de 
fes  termes  n'eft  que = oc,  &  qu'elle  ne  change  pas  d'ordre 
à  chaque  terme:  car  elle  en  a  d'abord  un  nombre  fini  indé- 
terminable dans  le  feul  ordre  du  Fini.  Enliûte  elle  en  a  dana 
l'ordre  de  00  >  de  00^  &c.  mais,  toujours  un  moindre  noni« 
fcre  y  ce  qui  eft  rîfible  par  la  grandeur  des  pas  qu'elle  fait. 

237.  Quand  une  Suite  a  plufieurs  termes  dans  un  mémo 
ordre  >  j'appelle  cela  y  Jèjourner  ;  fi  elle  a  des  termes  confé- 
cutifs  dans  des  ordres  confécutifs  y  elle  paffe  par  ces  ordres  » 
fi  elle  a  des  termes  confécutifs  dans  des  ototts  non  corlfé^ 
cutifs  >,  elle y^Mir^  quelques  ordres* 

II  s'agit  de  favoic  fi  P  ayant  féjournéà  fon  origine ,  pafle- 
e\i  faute  à  fon  extrémité ,  '&  pour  le  déterminer  il  faut  obfcr- 
Yer  qu'une  Suite  croif&nee  ayant  ime  gradation  régulière  >^  fi 
elle  doit  féjourner  plufieurs  fois  &  palier  ^  elle  fé^ourne  avant, 
que  de  paffer  y  &  féjourne  toujiours  moins;,  ôcque  fi  elle  doit 
pafler  &  fauter  y  elle  paffe  avant  que  de  fauter  ;  &  ^ue  fi  elle 
doit  après  cela  ^re  ^fieurs  fàuts  >  elle  les  Eût  toujours  plus 
grands  >  ou  croifiânts.  Donc  fi  P  arrivé  à  fès  deux  derniers 
termes  ne  Êiit  que  pafler  y  elle  n'a  point  fauté  précédemment*. 
^Chr  fon  dernier  terme  étanÉ  z^  y  re  pénultième  qui  eit  eft  î  y 

eu  — «=i  21     '^'^y  ou  î}£xM  remarquer  que —  Bnedif- 

parok  point  dans  cet  expofànt  devam  00  :  car  on  aurott: 

'%    y  ce  qin  eftiahfiitde.  Booc  t*expofànt  oo  —  P 


Jl    ji   ■  ■  ■ 


fignifie  que-  h  tameqiti  ea  eâl afie£i;é>  eft  de  Fovdïe  immé^ 

diatemént  inférieur  à  cehji  qui  eft  affedé  de  00.  Donc  2 

Sa  2^  font  de  deux  ordrea  coiifécufif»^  6c  P  à  fou  extrémité 

œ  &it  (jue  paflêr  &xss  fkarer  jatttais.. 


y 
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i)8.  Donc  x^  cft  (tul  de  ion  ordre  dans  P>  de  il  ^it 
lèul  la  fomme  de  F* 

-2jp.  Il  £ft  clair  que  tout  ce  qui  a  été  dit  de  P,  ou  de 
^2*.  2*;  &c.  2^  s'applique  de  (bi-même  à  la  -fj-  3'.  ^\ 
j  >  >  &c.  3  ^  ;  mais  qu'à  caufe  que  cette  7.^^  progreffion  eft 
beaucoup  .plus  croiflante  que  la  V^  y  3^  fera  beaucoup  au 
deffus  de  1  °^  • 

Pour  le  voir  plm  précifément  >  foit  la-ff-i^,  1^.  4^; 
puifque  1^  eft  dun  nombre  infini  d'ordres  au^delTus  de  i 
{ ^  3  î)>  4^  eft  de  ce  même  nombre  d'ordres  au-dçffus  de  z  ^  • 
Donc  3  ^  qui  partage  en  deux  parties ,  quoiqu'inégales  y  Tin- 
ter valle  qui  eft  entre  2^  &  4^  >  ne  peut  être  que  d'un  nom- 
bre infini  d'ordres  au-defTus  de  x^  ^  &  d'un  autre  nombre 
infini  moiiulre  d'ordres  au-delTous  de  4^  • 

240.  Donc  3 ^±12^=3 °^,&4«^IÎ^ 3^=4^  •  §lm  i^ 

24 1 .  On  prouvera  aifément  la  même  chofe  pour  tciîs  les  ^/'^  ^ 
autres  nombres  par  le  moyen  de  la  progreffion  double  y  2^4,  éut^dejfus  de 
S  y  \6  ^  &c.  élevée  à  00  :  car  tous  les  autres  nombres  y  tels  l^f^ti!' 
que  s  9  f  >  ^  >  7  >  &c.  élevés  à  00  >  ne  pourrorvt  que  fe  placer  mu-dêfus  sh 
4ans  fes  intervalles  infinis  &  égaux.  Mais  il  s'y  pbcera  tou-  ***»  ^'* 
jours  un  plus  grand  nombre  de  ces  nombres  intermédiaires  y 

^  comme  ce  nombre  croilTant  ne  fera  que  fim^  tant  que  les 
termes  de  la  progreffion  double  qu'on  afibâera  de  l'expo** 
(ant  00  ne  feront  que  finis  en  eux-mêmes  y  on  aura  toujours  $ 

■  QO 

quelque  nombre  fini  déterminable  que  foit  ftyn  -i-  1  élevé 
d'un  nombre  infini  d'ordres  au-deflus  de  n^  ^  mais  toujours 
d'un  moindre  nombre  d'ordres  à  mefure  que  n  fera  plus 
grand.  Cela  vient  vifiblement  de  cp  que  le  rapport  géomé* 
trique  des  nombres  naturels  n  eft  toujours  décroifTant  y  &  par 
conféquent  auffi  celui  de  leurs  puiflfances  quelconques. 

242.  Si  entre  deux  nombres  finis  confécutifs  de  la  Suite 
naturelle  on  introduit  un  nombre  moyen  quelconque  >  6c 
qu'on  les  élevé  tous  trois  à  00  >  ce  moyen  fera  d'une  infinité 
d'ordres  au-deffus  de  l'un  des  extrêmes  >  6c  d'une  autre  infi« 
fiité  au-deifous  de  l'autre^  quelque  peu  diftant  qu'il  foit  de. 


» 


V 
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l'un  ou  de  Fautrc.  Ainfii  fi  entre  i  &  2  on  introduit  i  -+-  7^, 


00 


'  feri  d'une .  infinité  d'ordres  au-deflus  de  1  ^  i=  i  > 
&  d'une  autre  infinité  au-deflbus  de  2,  ^  •  Car  i  -+-  loo 

00 00  ■■  00  — ' —  oo' 


101 


,qui  eft  à  i^==  i=^12!_Qo  •  -  ^^i^    ^^^^ 


00 

100  ^o^ 


Or  »  T*-  î  eft  d'une  infinité  d'ordres  au-deflus  de  n^  (^^O* 
A  plus  forte  raifon  l'autre  partie  de  lapropofition  eft-elle  vraiev 
.    Pour  fiiire  que  k  nombre  moyen  élevé  à  00  fut  du  même 


ordre  que  n^  oun  -h  i  ,  il  faudroît  qu'il  eut  été  pris  infi- 
niment proche  de  l'un  ou  de  l'autre  ;  ce  qu'il  eft  impoflible 
dans  le  FînL 

243.  Voilà  tout  ce  qui  étoît  néceflaire  pour  être  en  état 

dçraîfonner  ftir'IaSuite  /î"^ ^qtiieft  i^ ,  2*^  ,5=»  ,&c.o6^ . 
'  Elle  faute  donc  de  fon  i^'  terme  au  2^  une  infinité  d'or- 
dres >  du  1^  au  }™^  une  autre  infinité  moindre ,  &  toujours 
ainfi'tant  que  n  >  nombre  naturel  quelconque  eft  Fini  (239, 
240  &  241  )•  Mais  comme  elfe  a  fauté  ifti  nombre  iirfînî 
d'ordres  y  que  par  conféquent  elle  ne  contient  point ,  que  le 
nombre  total  des  ordres  y  tant  de  ceux  qu^elle  contient  que 
de  ceux  qu'elle  ne  contient  point ,  eft  =  00 ,  &  qu'elle  a  un 
nombre  de  termes  =  00 ,  il  fiiut  néce^irement  qu  elle 
tienne  à  féjourner  dans  des  ordres^ôc  y  fâffe  autant  de  féjours 
&  auffi  longs  qu'il  eft  befoin  >  pour  avoir  ^  malgré  l'infinité 
d'ordres  fautes  ^  un  nombre  de  termes  =3  oO.  D'un  autre- 
çôté^ayant  commencéipar  fauter  >  elle  ne  peut  féjourner  fans 
avoir-pafl[é(2  37).  Donc  elle  faute  ^  pafTe  ^  &  féjourne^  fiiit 
des  fàuts  toujours  décroiffans  >  paffe  par  moins  d'ordres  qu'il 
n^  en  ^  où  elle  féjourne  >  âc  enfin  fait  des  féjours  toujours 

crbiflâns. 

144.  Il  faut  qu'à  fow  extrémité  elle  faffe  ou  une  infinité 
de  féjours  finis ,  ou  un  nombre  fini  de  Finis ,  &  un  dernier 
Infini  :  car  die  n'en  peut  faire  une  infinité  d'Infinis >  puifque 
Har-là  le  nombre  de  j^s  jeunes  fçroit  de  Tordre  dé  ec^  Mats 
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n 

je  dis  qu  elle  en  fait  une  infinité  de  Finis  >  car  dans  les  A  ou 
n  eil  fini ,  le  nombre  xles  termes  de  chaque  ordre  étant  tou- 
jours moindre  à  mefure  que  n  eft  plus  grand  (  227  ) ,  &  par 
conféquent  le  nombre  des  termes  du  dernier  ordre  toujours 
moindre^  &  ce  nombre  ayant  commencé  par  être  infini^  il 
faut  qu'enfin  il  devienne  fini  dans  -^  ^  j  ou ,  ce  qui  eft  le  même, 
que  le  dernier  féjour  de  yi^  ne  (bit  que  fini,  ce  qui  ne  lem- 
pêche  pas  d'être  plus  grand  que  tous  les  précédens  (  227), 

2^^.  Donc  la  fomme  de  y^^  eft  (on  dernier  terme  00^* 
multiplié  par  quelque  nombre  fini  inconnu  >  ou  ;c  oc  ^  • 

245.  H  eft  aifé  de  voir  en  quoi  A^  convient  avec  les  -^ 
où  n  étoit  fini ,  ou  en  diffère  ,  &  pourquoi. 

•  Les  -^  ayanrtroujours  réduit  le  nombre  des  termes  finis 
de  leur  origine  à  être  moindre,  A^lc  réduit  à  n'être  que  i  > 
terme  inébranlable* 


A^  tend  &  arrive  à  l'égalité  au(fi-bîen  que  les  -^  &  par 
la  même  raifon. 

Mais  il  étoit  impoflible  que  y4^  eût  un  nombre  d'ordres 
t=oo  -4-  I ,  puifqu  elle  n  en  peut  avoir  qu'un  nombre  =  00, 
&qu'elle  n'en  a  effedivement  qu'un  nombre  beaucoup  moin- 
dre à  caufe  des  ordres  fautes  à  fon  origihe  i  de4à  naiUent  Tes 

différences  avec  les  A  . 

Elle  faute ,  paffe  >  &  féjourne  >  au  lieu  que  les  A  ne  font 
que  féjournen 
Mais  dès  qu  elle  féjourne ,  elle  doit  reprendre  fon  analogie 

avec  les  A^'yàc  faire  des  féjours  croiflans  >  &  elle  n'en  doit 

faire  un  dernier  que  fini ,  parce  que  les  A  fbnt  leur  dernier 
féjour  infini  décroifiant. 
Cela  fait  que  le  dernier  ordre  feul  deA'^  eft  utile  à  fa 

{bnune ,  au  lieu  que  les  deux  derniers  des  ^  font  utfles  à 
ta  leur. 
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Les  fommes  des  ^  ayant  toujours  été  décroifTantes  dahs 
rinfini  immédiatement  fupéneui  à  leur  dernier  terme^  la  fom* 
me  de  y^^  n'eft  que  fon  dernier  terme  infini  infiniment  mul- 
tiplié. 

547.  De-Ià  on  doit  conJeÊlurer  qu'il  y  a  eu  entre  les  /4" 

où  n  étoit  Fini  déterminable  j>  &  A^  ^  quelque  Suite  A  > 
X  étant  Fini  indéterminable  y  qui  n  a  eu  qu'un  nombre  d'or- 
dres égal  à  fon  expofant  ^  qui  a'pafTé  d'abord  par  les  ordres  ^ 
&  enfuite  a  féjourné  y  &  féjoumé  infiniment  dans  fon  dernier 
ordre  feul  j  &  dont  par  conféquent  la  fomme  a  été  fon  der- 
nier terme  infiniment  multiplié  >  qu'immédiatement  après  elle 
cft  venue  une  Suite  qui  n'a  fait  qu  un  faut  d'un  feul  ordre  > 
enfùite  a  paiTé  ^  &c.  &  dont  la  fomme  a  été4bn  dernier  terme 
multiplié  par  un  moindre  nombre  y  ce  qui  enfin  a  amené  par 
degrés  y^^. 
conpéUrM-     ^48.  Après  avoir  examiné  la  Suite  A  f  élevée  à  la  puîC- 
iw»  de  'Aï  ^^^^^  quelconque  »,  &  en  avoir  tiré  toutes  les  connoiflances 
'  que  nous  avons  pu  ,  voyons  maintenant  la  même  A  dont  oa 

tire  la  V^  quelconque ,  ou  yf  ^ ,  qui  fera  A^yA^  yA^  y  &€► 

^"oô  y  félon  les  différentes  valeurs  fucceflîves  de  n. 

•  m- 

Il  eft  clair  d  abord  en  général  que  Pextradion  de  la  V^ 
étant  précifément  le  contraire  de  Félevation  à  la  puiflance  n^ 

on  doit  trouver  dans  A  y  devenue  A""  y  le  contraire  de  ce 

qu'on  a.  trouvé  dans  ^devenue  A"".  Donc  tout  ce  qui  en 

paffant  de  yf  dans'  At  étoit  élevé  >  eft  abaiifé  en  paffant  de  A, 

dans  A\ 

...  .  » 

I  1         III 

a4p.  Soit  A^  j  qui  eft  1*   s==a  1.  a*.  5*.  ^  =5  a 

y  5»  7»  8^  ;>^  =  3 ,  &c.  00*. 

I>  n'y  a  dans  A  aucun  nombre  fini  déterminable  >  qui  né 

foit  la  K  de  quelque  nombre  fini  déterminable  de  ^>  or  ^ 
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Contient  le  V^  de  tous  les  nombres  de  y^ ,  donc  elle  contient 
tous  les  Finis  déterminables  de  A.  Mais  de  plus  entre  deux 
nombres  confécutife  de  -/^ ,  tels  que  i&^,  i'&j,  &c. 

A^  introduit  de  nou  veauxnonibres  qui  nMtoient  point  dans  A. 

Donc  A^  a  plus  de  nombres  finis  déterminables  que  A. 

n^o.  A^  introduit  deux  nombres  nouveaux  entre  i  &  z> 
4  entre  i  &  3  ,  5-  entre  3  &  4 ,  &  toujours  ainfi  félon  la 
liiite  des  Pairs ,  d'où  il  fuit  qu  outre  les  Finis  déterminables 

de  -^  9  A"^  prend  autant  de  termes  nouveaux  que  A^  en  fautoit 
dans  A I204) ,  &  par  conféquent  comme  A  fautoit  dans  A 
un  nombre  de  termes  infini  par  rapport  au  nombre  des  ter- 

mes  qu  elle  y  prenoit ,  A"-  prend  un  nombre  de  termes  finis 
nouveaux  qui  eft  infini  par  rapport  au  nombre  des  Finis  dé- 
terminables de  A  qu  elle  prend.  Et  comme  le  nombre  des 

Finis  déterminables  de  A  n^eft  que  fini  >  le  nombre  des  Finis 

t. 

déterminables  de  A^  eft  infini. 

ay  1.  Si  -^  contînuoit  toujours  aînfi ,  c'eft-à^dire  >  fi  elle 
prenoit  tous  les  termes  des  yf  finis  &  infinis ,  &  qu'elle  intro- 
duisît entr'eux  des  termes  nouveaux  en  nombre  toujours 
croiflTant ,  le  nombre  total  de  fes  termes  ne  pourroit  être 
qu'infiniment  plus  gtand  que  celui  des  termes  de  A.  Mais 

A^  (e  termine  par  00^  &  par  conlëquent  ne  prend  aucun 
terme  de  A  plus  grand  que  oo*^,  ou  qu'un  Infini  fort  appro- 
chant >  fi  00*  n'eft  pas  dans  A.  A^  prend  donc  tous  les  ter- 

mes  de  A  depuis  i  jufqu'à  00* ,  en  introduifant  toujours 
cntr*eux  des  termes  •nouveaux.  Et  comme  le  nombre  des 
termes  nouveaux  introduits  entre  deux  termes  confécutifs 
de  A  eft  toujours  croifTant  félon  la  Suite  des  Pairs  pendant  le 

cours  infini  de  A^  y  il  fuit  que  le  nombre  de  ces  termes  in«^ 

Croduits  entre  les  deux  derniers  tetmes  que  A""  prend  dsuis  A 

Lij 
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efl  infini.  Donc  oo^  étant  nécefTairement  pcécédé  dahs  A 

d'un  autre  Infini  moindre-^  &  A^  les  prenant  tous  deux  >  elle 

introduit  entr'eux  un  nombre  infini  d'Infinis.  Donc  A^  fe 
termine  par  un  nombre  infini  dlnfinis- 

Cette  démonffration  demande  feulement  qne  dans  y^jOO* 
foit  précédé  d'un  Infini  ;  mais  comme  il  eft  vifible  qu'il  Feft 
de  beaucoup  d'autres^  &  que  la  Suite  des  Pairs  fe  termine  par 

plus  d'un  Infini  ^  le  nombre  infini  des  Infinis  de  A^  en  eft 
d'autant  plus  grand;. 

2  5*  2.  Le  nombre  des  Finis  détermînables  de  A^  par  ou 
cHe  commence  eft  donc  infini  (250) ,  &  le  nombre  des  In- 
finis par  où  elle  fe  termine  infini  aufii.  Mais  tous  les  Finis 
indéterminables  de  A  qui  font  en  nombre  infini  demeurent 

Finis  dans  A"-  y  puifque  Fextraûion  de  leur  K  ne  peut  pas 

les  rendre  mfinis  ,&  de  plus  y^*"  ne  peut  introduire  entr'eux 
qu'un  nombre  infini  de  termes  nouveaux.    Donc  voilà  lis. 

nombre  infini  des  Finis  de  A^  beaucoup  augmenté! 

ay  3.  De  plus  \  puifqu  il  y  a  dans  A  des  Infinis  i\  petits  j 
que  rélevation  à  la  puiflance  2  ne  les  élevé  pas  d'ordre  dans 
A  (ao5)^ilÊiut  q[uepar  la  raifon  contraire  TextradUon  de 

u  V  les  abaijffe  d'ordre  dans  y^S  ou  les  fàfle  de  venir  Finis. 
Mais  comme  ils  ne  font  qu'en  nombre  fini  (207),,  ils  n  aufc 

menteront  que  finiment  l'infinité  des  Finis  de  A^. 

254.  La  préfomption  eft  donc  grande  que  le  nombre 
infini  des  Finis  de  A^  fera  plus  grand  .que  le  nombre  infini 
de  fes  Infinis ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  que  le  nombre  des 
termes  des  deux  diflférens  ordres  dont  ^^eftforme'e/era 
décroiflant  de  l'origine  vers  1  extrémité.  Mais  on  le  voit  fiiie-; 

mem  par  l'analogie  d'oppofîtion  qui  doit  être  entre  A^p^A 
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©u  Â^ ,  dans  lefquelles  le  nombre  des  termes  des  difFérens 
prdces  eft  croiffant  (  1 93  &  iio.  ) 

n^^.  Puifclue  -/^*  eft  comprife  entre  i  &  00* ,  deux 
extrêmes  infiniment  moins  éloignés  que  i  &  00  j  extrêmes 

de  y^ ,  &  que  yï*  introduit  toujours  des  termes  nouveaux 
entre  deux  confécutife  de  ^  qu  elle  prends  &  toujours  un 

nombre  croîflant  de  ces  termes  3  les  termes  de  yf^  pris  dans 
leur  total  ont  de  moindres  rapports^  ou  font  moins  inégaux 

que  ceux  de  //,  &  de  plus  c'eft  vers  Textrémité  de  y^*  qu  iîs 

ont  de  moindres  rapports.  Donc  -^  tend  &  ^arrîve  à  Tégar 
lité.  On  le  prouvera  auflî  par  le  même  raifbnnement  qui  l'a 

prouvé  de  A*  àcàcA  en  générale 

2^6^  Puifque  le  nombre  des  Finis  de  yf*  eft  infini ,  ils 

font  tous  utiles  à  (a  fomme  y  &  tous  les  termes  A^ ,  excepté 
le  1^',  étant  plus  grands  que  i ,  la  fomme  eft  plus  grande  que 
celle  de  la  Suite  infinie  des  Unités  qui  eft  =  00  >  &  elle  doit 
être  de  quelque  ordre  au^deflus  de  00  ^  puifqu  il  y  entre  utie 

infinité  d'Infinis.  D  un  autre  coté  la  fomme  de  yf  *  eft  moinr 
dre  que  celle  de  A  qui  eft  de  Tordre  de  00*  ^  &  moindre  de 
quelque  ordre  >  puifqu  elle  n'a  pas  d'Infinis  plus  élevés  que 

00  ^.  Donc  eHe  eft  de  quelque  ordre  moyen  entre  00  & 
00*  y  c*eft-à-dire^  qu*elle  eft  quelque  Infini  radical  qui  eft  de 

Tordre  de  00*^  incomplet  >  comme  00*  >  ou  oc* ,  ôcc, 

as 7*  Comme  dansyf  00*  eft  procédé  par  00*^  —  i  , 
êc  qu'entre  ces  deux  Infinis  A'^  en  a  introduit  ufie  infinité 
de  nouveaux  qui  ne  peuvent  être  que  de  l'ordre  de  00* ,  if 

y  a  dans  A^  un  nombre  oC  de  termes  de  Tordre  de  oC^i 

vais-  non  pas  égaux  à  ooî^  d'où  U  fuit  que  leur  fomme  ejft 

Liii 
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oC  X  oo*  divifé  par  quelque  nombre  fini  d  autant  plus  grand 

que  l'inégalité  des  Infinis  de  Tordre  de  oo  ^^  fera  plus  grande  , 

car  c  eft  cette  inégalité  qui  empêche  leur  fomme  d'être  ===  oC 

I       *                                   I                              I 
xoo^.  Après  cela  les  Infinis  de  yfï  qui  précédent  oc^ i 

n'étant  pas  en  nombre  infiniment  plus  grand  que  ceux  de 

l'ordre  de  oo~,  &  étant  même  d'ordres  inférieurs,  &  plus 
inégaux  entr'eux ,  ils  ne  peuvent  élever  d'ordre  la  fomme 

des  ooï^  y  mais  feulement  Taugmenter.  Les  Finis  en  nombre 
infini  ne  peuvent  que  l'augmenter  encore  d'un  terme  infini 

d'autant  moindre  que  leur  inégalité  ^  plus  grande  que  celle 
ides  Infinis ,  eft  plus  grande.  Donc  la  fomme  de  -^^  eft  fixée 
à  être  de  l'ordre  de  oC  xoQî.  Et  comme  oC  eft  de  l'ordre 

de  oo  5  elle  eft  de  l'ordre  de  ooL 

2SS.  Selon  le  raifonnement  de  Tara  2 1 2  >  maïs  renverfé, 

tous  les  termes  de  y^*  étant  utiles  à  fa  fomme  {  2^6)^  6c 
d'ailleurs  étant  tous  moins  inégaux  que  ceux  de  -/^  (  2  jy  )  la 

ibmme  de  /4^  doit  être  une  plus  grande  partie  de  fon  Tout 

ou  de  00»  que  la  fomme  de  -^  n  eft  du  fien ,  ou  de  00*. 

i  i- 

Donc  la  fomme  de  A^  eft,  par  ex*  i2L ,   ou  iSl  ,  &c. 
thndeA}^  =2>  &C.0O7.  Et  il  eft  aifé  devoir  que^^T  eft  comprife 

i^  en  général  .         -    .  i 

*  A  H"  é*  ^^^^         extrêmes  moms  éloignés  que  ceux  de  -^«^  >  &  que 
^      par  conféquent  tous  les  termes  moyens  font  plus  petits  que 

ceux  de  A^,  qu'elle  prend  dans  /^  tous  les  termes  qui  étoient 

entre  i  &  oo»^i  &  par  conféquent  un  moindre  nombre  de 

I 

Sctmçs  que  n'en  prenoit  A^ ,  qu'elle  introduit  entre  deiis 
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termes  confécutifs  de  y4  un  plus  grand  nombre  de  terme» 

nouveaux  que  n'en  introduifok  -^* ,  &  un  nombre  toujours 
cAiflant  j  qu'elle  a  un  nombre  infini  de  Finis  plus  grand  que 

celui  des  Finis  cjô  ^S  &  ^^  nombre  infini  d'Infinis  moindre, 
que  Tes  termes  pris  dans  le  total  font  moins  inégaux  que  ceux 

deA^P  qu'elle  tend  &  arrive  à  Tégalité  ^  que  fa  fomme  eft  de 

l'ordre  de oot  ,  moindre  que oo^,  &  une  plus  gsande  partie 

de  OOT  ji  que  la  (bmme  de  y^^^  n'étoît  de  oo »• 

iSo.  Il  en  ira  toujours  de  même  de  y^4>  y^iy  &  ett 

I  t 

général  de  -/f ^  9  deforte  que  la  dernière  yf^  n'aura  plur 
que  des  nombres  finis ,  ou  égau^,  ou  très-approchans  d'être 
égaux  ,  &  une  fomme  de  Tordre  de  00 ,  &  même  égale  à 
ce  00  ^  puifqu  elle  n'en  fera  plus  du  tout  une  partie.  £n  effet 


» 


la  dernière  -^  »  eft  yf  «>   qui  eft  i  «>  ==  1.^  2  ««  •  3  <» 

r 

&c.  00^  ,  &  il  eft  aifé  de  prouva  en  détail  qu  elle  a  toutet 
les  propriétés  annoncées. 

Quelque  nombre  que  foit  ;? ^  fini  ou  infini  >  2  >  ».  Donc 

i  >  »  »  .  Donc  tout  nombre  n  par  Pextradion  de  fa  V 
tombe  au-defibus  de  2  ^  ou  entre  2  &^  i  ;  car  il  ne  peut  tom-> 
ber  plus  bas  que  j  ?(8).  Donc  n  étant  fini  ^  il  refte  encore 


00 


après  la  V^  une  infinité  de  V  à  tirer  jufqu  à  la  1/^.  Donc  tout 
nombre  fini  a  une  infinité  de  v^  entre  2  &  i  ^  &  comme  cha*- 
cune  Tabaifle  toujours  ou  l'approche  toujours  de  i  ^  il  en  eft 

donc  infiniment  approché  par  la  K^  &  vient  à  fe  confondref 

avec  1.  Donc  »  étant  fini ^  n^  ==  i»  Donc  tous  les  nom^i 

bies  fims  de  A^  font  les  plos  petits  ^u  il  fe  piùfie  6c  égauxi 


/^ 
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26t.  Cette  démonftration  neft  que  trop  forte  >  car  il  n'jf; 

n 

à  point  de  nombre  n ,  excepté  2 ,  qui  attende  fa  K  pour 
tomber  au-deflbus  de  2. 3  >  par  exemple ,  y  tombe  avant  fa  ]/" 

&  dès  fa  V^>  4  dès  fa  K>  &c.  100  dès  fa  J^  très  -  éloignée 

100  9 

la  V^  5  1 000  dès  fa  K  j  &c. 

En  général  fi  un  nombre  eA  une  puiflfance  de  2  ^  comme 


9 


y  1 2  ==  1^ ,  il  eft  vifible  que  fa  V^  étant  2 ,  toutes  fes  autres  l^ 
font  au-defTous  de  2.  &  H  le  nombre  n'eft  pas  une  puiffance 
de  2  5  il  ne  peut  avoir  de  fes  V^  au-deflus  de  2  qu'autant  que 
la  plus  grande  puiffance  de  2  qui  eft  au-de(fous  de  lui  a  de 
dimenfions.  Âinfî  parce  que  la  plus  grande  puiffance  de  2  qui 
foit  au-deifous  de  1000  eil  ;i2  >  1000  ne  peut  avoir  que 

fes  K ,  V^  ^  &e.  jufqu'à  K  au-deffus  de  2  5  &  toutes  les  autres 
Ibnt  au-def&us  ^  ôc  il  efl  bien  éloigné  d'attendre  pour  cela 


zoop 


.  fa  kT  •  Et  comme  du  nombre  infini  des  puiffances  de  2  il 
n^  en  a  qu'un  nombre  fini  de  finies  (  228  )  >  il  n'y  a  point 
de  nombre  fini  ^  quelque  grand  qu'il  foit  >  qui  ait  au-deffous 
de  foi  une  puiflance  de  2  fi  grande  qu'elle  ne  foit  plus  finie  > 
&  par  conféquent  il  ne  peut  avoir  qu  un  nombre  fini  de  fes  ^ 
au-deffus  de  2  >  &  il  e|^  a  un  nombre  infini  entre  2  &  i  • 

I 
252.  Puifque  n  étant  fini  ou  infini >  2>  nT (2éo)> oti 

a  2  >  ©o  00 ,  dernier  terme  de  -^  ^  ,  comme  on  Fa.  déjà 

trouvé  dans  T^rt.  1 67.  Donc  tous  les  termes  dç  A  ^    font 

finis  >  puifque  fon  plus  grand  terme  l'efl  ^  apfli-bien  que  le 
premier  &  le  plus  petit. 

z 

263.  n^  étant  &=  ï  tant  que  n  eft  fini  (260)^  cela 
;)';it  plus  vrai  ^uandn  c=spo.  Car  pqi  a  déjà  yûquç  oooo 


t> 
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>  I  (166).  On  peut  confîdérer  de  plus,  qjie  quoique  la  V^ 

<1  un  grand  nombre  fini  le  confonde  avec  i ,  aufli-bien  que 

.  ... 

00  -00 

la  I^  d^un  petit  nombre  le  confond  avec  i ,  la  V^  du  grand 
nombre  ne  le  confond  pas  fi  abfolument  &  fi  pleinement 

avec  I.  Ainfî  quoique  loo  <»  =  i,&2«>=i,  100  ^ 

n*eft  pas  fi  abfolument  1  que  2  ^  .  Car  fi  cela  étoit ,  on  au- 

roit  abfolument  100  00  =1  2  00  ,  ou  100  :=  2  >  ce  qui  feroit 

abfurde^  »  «>  =5 1  n  eft  donc  pas  une  égalité  abfolue  ^  mais 

feulement  telle  que  la  différence  de  »  ^  à  i  n'eft  pas  à  comp- 
ter y  tant  que  n  efi  fini.  Mais  quand  ;i  =  00 ,  cette  di0ërence 


00 


fera  à  compter  >  parce  que  fi  la  K  d  un  plus  grand  nombre 

"00 
le  confond  toujours  moins  abfolument  avec  i ,  la  V^  de  00 

ne  Ty  confondra  plus  du  tout.  Cela  fera  encore  beaucoup 

plus  éclaire!  dans  la  fuite*  Donc  00  ^  tombe  entre  i  6c  2 
ians  fe  confondre  avec  i  >  &  il  y  a  quelque  différence  finie 

dont  00  ^  furpaffe  i  • 

264,  Donc  les  deux  extrêmes  de  -^^^^tant  i  &  00  «> 
<  2  &>  I  >  les  termes  moyens  qui  font  en  nombre  infini 
ne  peuvent  être  qu'infiniment  approchans  d'être  tous  égaux 
chacun  à  fon  antécédent  ou  à  fon  conféquent ,  &  les  plus 
égau  jc  de  tous  font  vers  l'extrémité  félon  la  propriété  de  toutes 

I  z 

lesy^  ^  i2^^  &  syp),  deforte  que  00  ^  &  fon  antécé- 
dent feront  abfolument  égaux  ;  ce  qui  conÇime  que  les  ter* 


00 


mes  qui  font  à  l'origine  de  ^  00  ou  les  K  des  nombres  finis 

^  M 
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ne  font  pas  abfolumentss  i ,  car  elles  fecoient  abTolument 

égales  eoK'^es. 

a6s*  ji'^  c&  une  Suite  croljQ^te  comme  toutes  les 

ai  f'  f  puifque  oo  ^  >  i  :  mats  c  eft  une  fiute  auffi  peu 

X 

eroii&nte  qu'il  fok  pôflîble  >  &  en  «âfet  toQces  le&  >#  ~â~  fcé* 
cédentes  Petoient  toujours  de  mcMns  en  moins^ 

:i66.  oo  «5  n  eft  pas  dans  A^  mais  feulement  2  >  QO^> 

&  par  conféquent  A  ^  introduit  fon  in&iité  de  terme» 

moyens  entre  i  &  OQ  ^  ^  dont  le  fécond  n'efl  pas  dans  A^ 

eaais  feuiemetit  2  ^  nombre  a{)|)rochaDt.  Mais  ^i|Qand  yif  ^ 
auroit  introduit  fon  infinité  de  termes  entre  i  &  a  ^  ce  feroic 
toujours  ia  même  chofe  >  quant  à  la  natore  delà  Suite  >  à  fa 
manière  d'être  croiifante  >  &  à  l'égalité  de  fes  termes.  Donc 

I 
il  n  eA  pas  néceflaire  e»  général^  qite  les  A'^  n^intrôdoifent 

des  termes  moyens  <^'entre  des  termes  qui  (oient  piécifé- 
ment  dans  >f  >  il  fuSit  qu'elles  les  introdoiient  entre  des  ter^ 

mes  approchans.  Cela  n  ef!  néceflaire  dans  les  y^  ~  que 
quand  /i  efl  fini  ^  ôc  de  plus  vers  Torigine  de  ces  Suites  ;  oe^ 

forte  que^comme  nous  l'avons  )&  >  00  ^  >  OD  7>  Sec»  der- 
niers termes  àeA'^^A^^  &c»  poudroient  n'être  pas  dans  A^ 
mais  feulement  des  termes  approduans^ce  qui  ne  chango^ 
xien  à  la  nature  de  ce&  Suites* 

â<?7.  Tous  les  termes  de  ^  0»  ne  font  prefque  ^qpe  de» 

Unit^ ,  puifque  ooôT  ^  le  plus  grand  de  tous  ,  &  îflfinîmenr 

1 

«diftax»  de  I  dans  ^ôT^eâmokKkeouesyâcaefitfpafifei 


qued'une  différence  finie*  Donc  h  fbmme  de  /f  ^  ne  peut 
icwpaflQr  cetk  de  la  Suite  kÛDtedes  Uiûtés:  que  d  une  diffé* 
cence  finie.,  Oi:  htfooifne  de  k  Siûsq  des  Umtés  eft  ^»  oo  > 

donc  celle  de. ^  ^  eft  oo  pla5.ua nomhteSm x^ç^dk-k'-dm 
oo  etuicF  ^  &  (ans  dlviièur^ 

ziS.  Donc  en  dilpoiàoc  feloaleur oïdve  1^  fommesde 

toutes  les  yf  "  j  elles  font  comprifes  pour  l-otdre  entre  oc  *^ 
&  OO  ;  d'où  il  fuit  qu  elles  vont  toujours  en  s  abaiflaat  ^  6c 
tendaofi  à  régaUti^>&  y  acrwent* 

st6p.  Puifque  n  étant  ua  nombre  fini  ^  ii  ^  =»  ^  >  ^ 

que  w*"  =  1  (  yo) ,  »  «>  eft  ==  «"^ ,  c'eft-à-dire  >  qu'élever  un 
nombre  à  la  moindre  puiflance  poflible^  ou  en  tirer  la  plus 
grande  i^  poflible  >  c  eft  également:  le  readre  le  moindre 
nombre  pellible  ou  i. 

â7o*  Quand  oo.véït  d*ua  même  coup  d'oeil  toutesles  A* 
qni  en  partant  de  A  y  où  le  aombre  des  Finis  eft  ififini.^  de^ 
viennent  fucceffivement  &  par  une  infinité  de  degrés  y^°®  , 
où  il  nerefte  que  i  de  nombre  fini  >  il  eft  impoffible  de  ne 
pas  condurce  quelechangement  des  Finis  en  infinis  a  com^ 
mencé  dès  ^*>  fine-tout  pance  qu?il  eft  très-certaia  que  le^ 
aombre  des  Fiois^a  diminué  dès  yi^^  De  rnème^  âc  )^  la* 

iai(bn  contraire^  quand  on  voit  toutes  les  A'^  qui  partant 
de  A  y  QU  le  oambt^  des  Inâiiiaeft  idfini^.  ^ 


A^  >  oùiln  y  a  plus  aucun  Infini  >  mais  feulement  des  Uni- 
tés jt.il  eft  impQlfiblç  de  ne  pas^onclucre  que  le  cbangement 

des  Infinis  en  Finis  a  commencé  dèsv^'*  tcârfîtous  lés  Finir 
&  Infinis  de  A  étoient  fixes  dans  leur  état  >  ôc  inunuables  >  le . 

ï 

Mij 
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&  gradué ,  comme  on  voit  très-certainement  qu'il  Teft.  Cefl 
deJà  que  naît  toute  ht  Théorie  fi  paradoxe  des  Finis  indéter^ 
tnin algies ^quïtA  au(fi  celle  des  Infinis  indéterminables.  Les  uns 
fie  les  autres  font  des  nombres  de  y^  ^  placés  dans  le  paflàge 
incompréhenfîble  du  Fini  à  l'Infini  j  &  qui  font  y  pour  ainlî 
dire  >  les  nuances  d  un  ordre  àTautre.  Ils  exiftent  ^  quoiqu'on 
ne  puifTe  ni  les  déterminer  ^  ni  les  comprendre  »  ôc  îi  eft  im« 
portant  de  connoître  qu'ils  exiftent ,  parce  que  c'eft  de  leurs. 
changemens  que  dépendent  fouvent'les  difiérens  ordres  des; 
fommes  des  Suites*. 

Confier a-^    2ji.  Soit  A  élevéc  à  A  ï  j  ce  qui  donne  ^  '  ^  ^l  cft  i ^ 
^^ •  ""n - .      Ou  foit  A^^i  qui  eft  14  ss  i  .  ai.  3  4 ,  6cc»  i54  =s  8;^ 


1' 


Et  en  général  A  »  ..  On  peut  confidérer  ces  Suites  >  ou 

comme  panant  de  A^  y  h  première  &  là  moindre  de  toutes >^^ 
déjà  connue  ^auquel  cas  n  aura  toutes  les  valeurs  poflibies' 

4epuBs  2 ,  ou  comme  étant  les  A~dé)z  connues  j  (pie  Ton; 
élevé  à  la  puifTance  n —  i  ^  auquel  cas  la  plus  petite,  valeuc 
de  n  fera  5 ,  car  fi  n  étoit  =  x ,  la  puîflance  »  —  i  =  i  ne 
donoeroit  rien  de  nouveau  >  6c  L'on  aura  pour  la  première  de 

ces  Suites  A^  qpi  ÇcxslA^  élevée  au  quarré ,  pour  la  féconde. 

A.^ixpn  fera  A^^  élevée  au  cube,  ôcnCi  la  i*^ma&iote  de  1» 
confidérer  fera  la  plus  comipode^ 


'  *       i' 


Les. A  »   étant fucceflîvement A\A^yA,^,A^ y &e; 
ou  loa  voit  que  Texpoiane  "-^  approche  toujours  d^autant. 


•— / 


plus  d^être  =  i  que  »  eft  plus  grand,  la  dernière  -^ 

fer^  AJ  S9  Axàa'û  eft  bon  jk:  rcmar^iei;'  qu aloïs  daot 
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lexpQ&nt  ^  =a  ^0^'  le  —  i  du  namérateur  difparoît 


générale  de  Calcul  pour  négliger  i  ou  ne  le  pas 
gliger  devant  l'Infini ,  mais  qu'il  faut  fe  régler  fur  la  naturç 
fil  les  circonflances  du  fujet  dont  il  s'agic 


ir— # 


272*  L'expofant  des  j4  •    croiflant  donc  toujours  de-^ 


•  —  r 


'  puis  i  jufqu'à  i ,  les  yf  »  croiflent  toujours  auffi  ^  e  eft-àr^ 
dire ,  ont  toujours  chacune  de  plus  grands  termes  que  les 
corre(pondans  dans  la  précédente  ,  &  en  eiFet  leurs  derniers 

termes  font  oo»,oo'"^oo-^,  &c.  oc.  Infinis  toujours- 


n-^  1 


croiffans.  Les  A  "^  vont  donc  toujours  s'élevant  depuis 

^^jufquayf. 

1273.  y^^  a  un. nombre  infini  de  termes  finis  &  un  infini, 
d'infinis ,  mais  moindre  (2J4.).  yf  a  un  nombjre  infini  dé 
finis>6t  lin  infini  d'infiinis  beaucoopplus  grand.  Donc  toutes^ 


»  -^  1 


les  A   »    moyennes  ont  un  nombre  infini  de  termes  finis, 
&  un  infini  d'infinis  j  mais  le  nombre  des  finis  eft  toujours 

décroifTant  à  mefure  qu'elles  s'élèvent  de  y^  *  vers  A  ^ài  le: 
nombre  des.  infinis  eà  croiflant. 


n 


574.  Puifque  toutes  les  A    »     ont  un  nombre  infînr 


n —  I 


d^Infinis  y  leur  fomme  eft  de  Tordre  de  00  x  00   * 


-*H-i 


co    «^  "*"   =  00    "    .  Et  en  eflfet  la  fomme  de  A^ y  où 


4  —  1 


».=  X  ^  eft  del-ordre  de  00    *   =  00  *  (^5^7)>  &  la  fomme 

2  00 

de;^,  oùcssfOOj^  eftderordte  de  00  ^  "ûo\  Donc 

M  iij. 
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la  ibixune  de  jf^ ,oà  »  =>=  3  >  eft  de  l'otcke  d^  oo^>.c«Uis 

3  7 

^•4  de  l'ordre  deoo  ^^  &c. 

I 
27 S*  La  fomme  de  A^  6am  la  moindre  de  toutes  s  6c 


» — I 


telle  de  A  h  plus  grande ,  toutes  les  fommes  des  A  "^ 

moyennes  font  comprifes  entre  Tordre  de  oo  ^  ôc  celui  de 

oo^  =s  oo^.  Donc  elles  n'ont  toutes  à  partager  entr^elles 

qu^un  intervalle  c=2  oo  ^ . 

276.  Conune  elles  £bnt  en  nombre  infini  >  elles  ne  pëu-^ 
vent  partager  cet  intervalle  en  un  nombre  infini  de  parties 
infinies  >  mais  feulement  en  un  nombre  infini  de  finies  y  on 
en  un  nombre  fini  d'infinies  >  &  un  infini  de  finies.  Or  les  pre-: 

mieres  A  '  ,  telles  que  A^  &l  A^  ,ou  A^  &c  A^,  &c. 

ont  des  (bmmesoo  *  &  OP^,ou  OQ*  &  00^  (274)  &c. 
qui  différent  de  quelques  ordres  radicaux  d'Infini^  &  par 

çonfëquept  infinkiien&.  Donc  U  y  a  depuis,  A^m^  nombre; 

feulement  fini>maisind^tetminable>  de  ^  '  >.  dont  les  ibm« 
mes  s'élèvent  lesunes  au  deiliis  desautres  dequelquos  ordres, 
radicaux ,  &  enfuite  il  y  en  a  un  nombre  infini  du  même 
ordre  qui  eil  celui  de  oof. 


•—4 


277.  Puifque  toutes  les  A  •  ont  un  nombre  infini  de 
Finis  >  tous  l^urs. termes  font  utiles  à  leurs  (bmmes  ^  ôc  eUes 
doiv.ent  être  cenfées  avoir  toutes^  à  l'égard  de  ces  fommes^un 

nombre  de  termes  égah  D'ailleurs  la  fomme  de  A*^  eft  une 
plus  grande  partie  de  L'Infini  qui  défigne  fqn.  ordre  #  que  la. 
tomme  de  A  n  eft  de  l'Infini  qui  défigne  le  fien>  6c  cela  parce 

les  termes^de  A^  prié  dans  leur  totale  font  moins  inégaux* 


»— 1 


mtipm(jpeesaxdc^{ji^ï)k'Doaak6^  *■■  cpilfiiiveiU: 


D«   l'ï  N  T  I  N  it  Pnnie  h  Se(t.  KL  ^y 

^  * ,  &  tendent  à  devenir  j4  y  ayant  toujours  leurs  tttmeft 
plus  approchans  d'être  kaffi  inégaux  que  ceux  de  >^  >  Ôc  par 

conséquent  toujours  plus  inégaux  emt  eux  que  cetix  dty4  ^  ; 
leurs  fommes  feront  toujours  de  nnoindres  parties  de  VinBoi 
qui  defignera  leur  ordre. 

ajS.  Et  contme  la  fommc  de  A  ett{de  fon  Infini  >  6C 

que  la  fomme  de  ^^  eft  une  partie  du  fîen  plus  grande  que  {  $ 

les  fomixies  des  v^  ^  feront  des  partiesde  leur  Infini  >tou« 
purs  décroiflfaiites  depuis  un  nombre  plus  grand  que  ^>  de* 
puisf ,  par  exemple,  ou  ;,  &c.  jufqu'a  7,  Et  comme  elles 
font  en  ftorabre  infini ,  il  n  eft  pas  pofiîble  qu^-elles  ne  vien- 
nent à  être  égales.'non  feulettent  quaat  à  r&tdre  ('2>tf  )  >  mai* 
cficore  qoami  la  gtandeur  >  même  afwès  qu^^s  n'auronc 
été  encore  qu'en  nombre  fini. 
On  tîreroit  toutes  les  mêmfes  concUifions,  en  coafidérant 

les  A^^  déjà  connues  ^  comme  élevées  ïn  —  i. 

nj^.  Il  eft  aifé  de  voil:  que  les>^— ',  qui  font  A''  ^^^fi^f^^^ 

t=:  A*  yAx,  OUI»»:  I,  2*i  3*>4*  =   &>  &C*  OO  *  • 

.±  "4  .f  4  *  4 

^  J^  OU  I^^  =  I,  2»  ,  3'  ,  &C.   8  »  =:  Xtf  >  &C.   00  5^* 

A^y  &c. font  le €<MfFake de «/f   *  ^ 

Au  lieu  que  ks  ^  *   s'âevent  depuis  A^<^cn^&.]A 

n_ 

i'^  jurqu'à  ^  9  les  li^  '  ^  '  defcendott  depuis  A^  (^  en  eft  la 
i'«  jufqa'à  A. 

La  i"  -4   "   a  un  nombre  infini  de  termes  Finis  >  &  un 


•— »• 


infini  d'Infinis  moindre  ,  &  dans  lesA  *   fuivantes  le  nom- 
bre des  Finis  cft  toutoucs  décro^aot>&  celui  des  Infini» 
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croiflant ,  jufqu'à  ce  qu'enfin  dans  A  le  nombre  infini  deS 
Finis  foit  beaucoup  moindre  que  celui  des  Infinis.  Tout  au 

contraire  dans  la  i'^  des  y^»-'le  nombre  des  Finis  nefl: 

» 

que  fini ,  &  celui  des  Infinis  infini,  &  dans  les  A  »^^  fuî^ 
vantes,le  nombre  des  Finis  eft  croiflant ,  &  celui  des  Infinis 
décroiflant ,  jufqu  à  ce  qu'enfin  dans  A  le  nombre  des  Finis 
foit  infini  aufH-bien  que  celui  des  Infinis^  quoique  beaucoup 
moindre* 


ff 


Au  contraire  des  A  "^    les  y^  •-  «  décroîflent ,  auflî-bîen 
que  leurs  expofans  qui  décroiflent  depuis  2  jufqu  a  i ,  c  eft- 

n 

à<lir€,  que  les  termes  d'une  y^*-'  font  toujours  moindres 
que  leurs  correfpondans  dans  la  précédente. 

580.  Puiique  la  (bmme  de  -^*  eft  de  Tordre  de  00' ,  6g 

n 

celle  de  A  de  Tordre  de  00*,  les  femmes  de  toutes  les  /^»  -* 
moyennes  font  comprifes  dans  Tordre  potentiel  qui  eft  entre 
00'  &  ooS  &  par  conféquent  elles  font  de  Tordre  de  00* 
incomplet  ^  &  fe  terminent  à  celui  de  00'  complet.  Ainfi' 

puifque  toutes  les  y^  »  -  '  ont  une  infinité  d'Infinis  >  la  fomme 

de  -^  *  eft  de  Tordre  de  00  x  00  *  =  00  * ,  qui  eft  00' 

incomplet  ;  celle  de  -/^  '  eft  de  Tordre  de  00  s  &c.  Mais 
comme  ces  fommes  font  en  nombre  infini ,  qu  elles  n  ont  à 
partager  entr'elles  que  Tintervalle  =  00  qui  eft  entre  00* 
&  00* ,  &  que  les  premières  différent  entr'elles  de  quelques 
ordres  radicaux  d'Infini ,  il  s'enfuit  qu'il  n  y  a  que  ces  pre- 
mières en  nombre  fini  indéterminable  qui  aient  de  pareilles 
différences  >  &  que  toutes  les  autres  en  nombre  infini  font  de 
Tordre  de  00*  complet^  &  par  conféquent  qu'elles  ont  tendu 

&  font  arrivées  à  Tégalité  d'ordre.  En  effet  ^  tend  autant 

à  l'égalité ,  &  y  tend  par  la  même  raifon  que  ~ , 

18  X. 


»E  l'Infini,  Partie  I,  SeSt,  lU.  jP7 


*a8i.  tant  que  les  ^      n'ont  qu'un  nombre  fini  de 
Finis  comme  la  i  "*  ^*  j  ce  qui  doit  être  daûs  un  nombre  fini 

m 

indéterminable  de  -^  •"'  j  ou  5  ce  qui  revient  au  même ,  tant 
que  »  eft  fini  déterminable ,  tous  leurs  Finis  font  inutiles  aux 
fommes  :  mais  après  cela  elles  viennent  à  avoir  une  infinité 
deFinis,&  par  conféquent  elles  doivent  être  cenfées>à  Tégard 
des  fommes^  avoir  un  plus  grand  nombre  de  termes.  De  plus 
elles  partent  de  yî*  qui  a  des  termes  plus  inégaux  entr'eux 
que  ceux  de^^  &  elles  tendent  à  devenir  -^ ,  d'où  il  fuit  que 
les  termes  de  chacune  font  toujours  d'autant  moins  inégaux 
qu  elles  approchent  plus  de  A.  Donc  leurs  fommes  font  tou- 
jours une  plus  grande  partie  de  Tlnfiniqui  défigne  leur  ordre. 
Et  comme  la  fomme  de  -4*  eft  une  partie  de  00  '  moindre. 

n 

que  î  (  112  )  >  les  fommes  des  A""^'  font  toujours  de  plus 
grandes  parties  de  leur  Infini  ^  &  font  croifiantes  à  cet  égard 
depuis  j  >  par  exemple  >  ou  i  >  &c.  jufqu  à  î  qui  eft  le  coëfii* 

m 

tient  de  f  Infini  de  la  fomme  de  A.  Donc  toutes  les  -^"""  ' 

aufli-bien  que  les  A  "  tendent  &  arrivent  à  des  fommes 
égales  tant  en  grandeur  qu'en  ordre. 

•    28  z.  Si  l'on  élevé  chaque  terme  de  -^à  la  puiflknce  de    .  ^^^*!l^ 
yjwwam,  ce  qui  donnera  la  Suite  i'==i.a*==4.  j'==27.  '*** 

44==2  5(J'>  &c.  00^  que  j'appelle  A  \A  eft  clair  d'abord 

que  fi  y^^  n'a  qu'un  nombre  fini  de  termes  Finis  ^  yf  en  a 
encore  beaucoup  moins  >  &  un  nombre  infiiii d'Infinis. 

283.  Puifque  Aîe  termine  par  00  ^  elle  a  une  infinité 
de  différens  ordres  d'Infini  :  mais  elle  n'en  a  pas  un  nombre 
s==  00  >  puifqu'elle  féjourne  d'abord  dans  l'ordre  du  Fini. 
Enfuite  elle  peut  faire  de  moindres  féjours  dans  les  premiers 
ordres  d'Infini:  mais  ne  fît-elle  qu'y  pafler  >  il  fiiut  abfolu* 

ment  ou  elle  vienne  à  fauter  des  ordres  vers  fa  fin.  Donc  fon 

-     -  N 


I 
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è 

dernier  terme  oo^  Êiit  feul  (a  fomme»  On  voit  par-là  que  A, 
cff  le  contraîte  de-/^^    trouvée  dans  les  art.  aaS,  ^^\> 
2^4  y  &c.  fie  comprife  entre  les  mêmes  extremes.^ 
confiUm*     z84*  Si  decliftquc  terme  de  A  ontirebV  de  fannom> 

ce  qiu  donne  A  '  y  i  ^  ==3 1 ,  a  *  t  3  ^  >  &c»  oo  "*,  o» 
y  oit  que  tous  fes  termes  fontiîms>  puiique  les  deux  extremes^ 

le  font.  De  plus  on  a  toujours  t  >  nT ,  quelque  nombre 

quefoit  n{26o)^  Dûnc  tous  ks  ternies  de  ^  ^  >  qui  ne  Ibnt 

que  des  »  »  ^  font  moindres  que  2  ^  fie  il  eH:  clair  qu'ils  font 
tous  plus  grancjs  que  u 

11  faut  obferver  maintenant  que»  ayant  fueceflîvement 

« 
m 

tous  les  nombres  naturels  pour  valeur  >  2  >  »  eft  de  plus 
d'autant  plus  grand  par  rapporta  n ,  que  n  eft  plus  grande  fous* 
cette  condition  que  n  ait  de  plus  grandes  vaieucs  que  i  fie 
que  2.  Car  quand  n=if  2^  eft double  de  ly&c.  quand  n=:2f 
z^  eft  encore  double  de;2  ^  ce  qui  feit  le  même  rapport  de 

n 

2^  n  pour  ces  deux  valeurs  de  n  :  mais  pafTé  cela  y  le  rapport 

de  2  à  f?  eft  toujours  d'autant  plus  grand  que  n  eft  plus  grand> 

I 
ce  qu'il  eft  aifé  de  voir.  Donc  le  rapport  de  2  à  n  T'y  quoi* 

V 

que  difiHrem  de  celui  de  2**  à  »  ^  eft  aufli  croiflant  fous  cette 

même  condition,  fie  par  conféquentdans  -É^~,pafféles  deux 
i'^"  termes,  où  n  c=  ï  ,  fie  »:=  2,tous  les  termes  depuis  le 

3"%  qui  eft  3  > ,  fonttoujours  plus  petits  par  rapport  à  z,  oa 
abfolument  plus  petits ,  &  décroiflàns  :  &  comme  c'eft  à  ce 
3"*  terme  qu'il  fe  ftit  un  changement ,  ils  ont  dû  jufques-là 
être  ou  égaux  ou  creiflàns ,  or  il  eft  vifibJe  qu'ils  ne  font  pa«. 

I 

égaux ,  donc  ils  font  croiflans.  Donc  y^  T  eft  croiflânte  juP 
qu'à  fon  5™*  terme  ,  &  de-Jà  toujours  decroiflàntCi. 


IDE  t*i;NTiNî.  Pumie  L  'SeSt,  IIÎ,  -^^ 

On  Je  peut  voir  «n  détail.  Il  eft  dsdo;  d'àSotd  qao 

JL  L  '•  »  «  I 

3»  >  2».  Car  3  T=-=  57,  &  ^r  __  j^?^  <,j  devant  de 
part  &  d'autre  àlapuiflàpce  5,  on  a  3  ^  >  a',  pgifque  3  *=o, 

Ma»  4  ï<  3T.  Car  4*  =  4"  j  <6c  3  ~»  ««  j  n,  or 
(âevant  de  part  &  d'autre  à  la  puiflance  m,  on  a  4'  c=  (^4 

<  8  i=s=3 1«  On  le  peut  voir  tout  d  un  coup  >  car  ^^=^7 


>  1 


'. 


<  3 
Pe  même  r^^^==y^^<4^5=s4*%puifque;^t=tf2/i 

&    4    =  I024* 

c==  I  ji5a  y  ^  &  ainfi  des  autres. 

28;.  Tous  bs  ternies  à^  A  ^  étant  décroifians  depuis 
3  ^  ,  il  fuit  que  non-feulement  00  ^  eft  plus  petit  que  2  , 
mais  qu  il  Peft  plus  que  Ç  <  4 ,  comme  oh  la  déjà  trouvé 
(  i5p  ).  De-là  fuit  3^>  oo^.3*  =  5>oo  «^>&en 

n  n  00  00 

gênerai  3  ~  >  00  ô5".  Donc  3  ^ .  >  oo"co"=5=;  00. 

i8(î.  -Puifqu'entre  3  '"  <  2  ,  &  00  «^  <  2  &>  i  ,  il  y 
a  une  infinité  de  termes  toujours  décroîflànsi  il  faut  qu'îfe 
foient  tou5prefqu'égaux.>  &  nefoientgqereque  des  Unités^ 
Ce  que  V9ti  verra  plus  diilin£lement  dans  la  fuite* 

287.  Non-feulement  Jes  termes  dé  A  *  font  prefqué 
l^ux>  mais  ils  approchent  ^toujours  4^  plus^n^lus  d'être 

ehtieremet^t  égaux*^Car  deux  termes  confécutîfsdçv^  '  «étant 


»  '  ^n-jr  i      >  ils  approchent  d'autant  plus  de  l( 

N  ï] 
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£c  par  etix-mêmes  y  &  par  leurs  expofàns  >  que  nt^  plus 

grand.  Donc  enfin  A  ^  arrive  à  deux  termes  entièrement 
égaux,. 

288.  Tous  les  termes  de  y^  ^  ,  horfhiis  fe  r^^  ^  font  pluà 
grands  que  i ,  ce  qui  eft  vifible  d*abord  dans  fes  trois  i  "* 
termes  où  elle  eft  croifTante^  ôc  enfuite  dans  tous  lesautres 

OÙ elleeft décroiflante^puirque 00  c»  ^ lejtnoindre de tous^ 
eft  >  I.  Son  af  &  Ton  î^^  terme  ontdes  difFérences  fînfes 
à  I  ^  ôc  tous  les  autres  du  cours  décroiflànt  ont  chacun  une 

différence  finie  à  1  >  puîfque  telle  eft  ht  différence  de  00^  y 

1 

le  moindre  de  tous ,  à  1  (  2^3  ).  Donc  la  fomme  à^A^  eft 
plus  grande  d'une  différence  infinie  que  celle  de  la  fomme 
des  Unités,  qui  eft  ==±00.  Dun  autre  côté  chaque  termQ 

rfe  A  *  eft  moindre  que  2.  Donc  laîomme  de  yf  '^  eft  un^ 
Infini  moyen  entre  oc  ôc.  aoo. 

Ileftaifédevoirenquoi-^  *  >comprifes  entre  les  mêmes 

extrêmes  que^^  <» ^  lui  eft  contraire,  comme  A  l'étoit  à  A 
(283). 


conjuér^     28p.  Si  de  A  on  tire  la  V^  ,  »  ayant  fiiccefllvement 
toutes  les  valeurs  j  ce  qui  donnera  A  '  ==:  AyA  "^  qui'  eft 


mon  d€  A,  n , 


s 


X  .  2    =  1-  3"-  4  *  ==  itf*  j:  * ,  &c.  00  "^-^ 
I    .2    •  5    =^3-*S&a  oo^T-.^^,  i^.  a* 

'    1-         i         4  r 

^    •3-4   =4*f    ^&c.  00  T"^  &c;  on  voit  d'abord 

^- 

que  chacune  de  ces  Suites  A^  a  destermes  toujours  croifl 
fens  ,  mais  que  d'une  Suite  à  l'autre  ils  font  tou;ours  moin* 
9KS.J  puifque  »  eft  toujours  croijflant. . 
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a  90.  Elles  ont  toutes  vers  leur  origine  un  terme  égal  au 

ferme  correfpondant  de  la  Suite  naturelle  yf  ;  par  exemple  ^ 

a  g  a 

A  *   afona^  termes    *  égalzu  2^dc  A ,  A  i  afonj"^*^ 
terme  égal  au  3  ^^  de  A  ,  &c.  ce  qjui  arrive  néceflaiiement^ 


a 


lorfque  dans lexpofant  n  y  a  =  ».  Et  comme  dans  A  x- 

a 

on  a^^=»  dès  le  2^  terme  ^  dans  A~  ai^  j^^ ,  &  toujours 

ainfî  de  iiiite  i  le  terme  de  y^  »  égal  au  correfpondanit  de  y^^ 
avance  toujours  d'une  place  à  mefure  que  n  croît  d  une  unités 
âc  le  nombre  qui  exprime  la  quantième  eft  cette  place  >  efl  ;?. 

a' 

D  un  autre  côté  il  efl:  vifible  que  dans  les  yf~  tous  les. ter- 
mes^ horfmis  le  i^^^qui  précèdent  le  terme  égal  au  corret- 
Sondant  dans  A  j  (ont  moindres  que  leurs  correfpondans 
ans  A  ^&c  tous  les  termes  qui  le  fuivenr^  plus  grands.  Donc 

a 

pïus  n  eft  petit  >  plus  les  -/^"T"  ont  un  grand  nombre  de  ter- 
mes plus  grands  que  leurs  correfpondans  dans  A  :  On  z\x 

a 

contraire  plus  »  eft  grand  ,  plus  lès -^  »  ont  un  grand  nom- 
bre de^termes  plus  petits  que  leurs  correfpondans  dans  A.^ 

sl^u  II  Êiut  encore  ajouter  que  plus  »eft  petite  moins 

les  termes  de  -^  "T  plus  petits  que  leuts  correfpondans  dans 

A  font  petits  j  &  plus  tes  termes  de  yf  ~  plus  grands  que 
ieuts  correfpondans  dans-y^  font  grands.  Au  contraire  plusu 

clt  grand  r  plus  les  termes  de  vf  »  plus  petits  que  leurs  cor- 

tefpondans  dans  y^font  petits;  &  moins  les  termes  de  A  » 

Îlus  grands  que  leurs  correfpondans  dans  A  font  grande, 
l  eft  aifé  <ie  le  voir.  .  . 

z^a,  De^  tout  cela  U  fuit  que  quand  »==*oo  ,  ce  qui 

Niii 


» 


i 
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donne  A  ôT",  i  oo  ==  i.  â  oo  •  3  00  ^  &c.  OO  ^^ 
6=  00 ,  le  terme  égal  à  un  terme  cortefpondant  dans  A  y  qiû 
a  (oujours  avancé  d'une  place  à  mefure  que  n  croifTok  (290)^ 

eft  enfin  venu  à  la  dernière  {4ace  dans  A  ^^  que  ce  terme 

eft  00  >  &  que  tous  les  termes  de  yf  ôS"  moyens  entre  i  &  00 
font  moindres  que  leurs  correfpondans  dans  A  y  ai  que  de 
plus  n  étant  alors  le  plus  grand  qu'il  puifle  être  9  tous  ces  ter^* 
mes  font  les  plus  petits  qu  il  foit  poffîble  par  rapport  à  c^ 

correfpondans  félon  les  conditions  des  ^  T'(  ip  i }.  En  effet 

ces  termes  moyens  commençant  par  être  2  00  ==4  oo==^i 

3  DO  =  27  00  =S3 1 ,  400  x=s  2  j(î  00  =  I  ,  fie  toujodtt 
alnfi  de  fuite  tant  que  les  nombres  n  font  finis  {260)  ^  on 

voit  que  tous  ces  termes  de  A^oT  defcendent  le  plus  bas 
que  des  nombres  puiflênt  tomber  par  des  extradions  de  V. 

ap3.  A^  n  a  donc  qtie  des  termes  prefqueabfolument 

^gaux  à  I  ^  tant  que  n  eft  fini  >  c  eft-à-dire  y  qu'eUe  en  a  un 
nombre  fini  indéterminable^  ou  qu  elle  féjourne  dans  le  feul 
nombre  i  pendant  une  étendue  finie  indéterminable  de  ion 
cours^  Mais  il  efl  vifible  qu  elle  féjourne  beaucoup  moins 

X 

dans  I  que  ne  &ifoît  A  ^  ;  après  cebelleféjoume  dans  2  , 
mais  moins  qye  dans  i  ;  dans  5  y  moins  que  dans  2  ^  &c.  Il 
faut  donc  que  la  Suite  vers  fon  extrémité  faife  dès  (àuts  >  non 
d'ordres  >  mais  de  nombres  confécutii^de  Aj  pour  réparerles 
longs  fé  jours  qu  elle  a  faits  dans  d'autres  nombres  coniëcudfs  ; 
•&  avant  que  de  fauter^  il  faut  qu  elle  pafre.Dc4àilfuit  qu'elle 
fera  fes  féjours  ou  fes  paflfagçs  dans  te  Fini  >  &  fesfauts  dans 
rinfîni,&  qu'elle  aura  beaucoup  plus  de  termesFinis  que  d'In- 
finis.  Or  je  dis  qu'elle  n'en  aura  qu'un  taombre  fini  d^fînisj 
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car  H  Êuit  que  tous  fes  termes  foient  les  plus  petits  qu'il  foit 
podible  par  rapport  aux  correfbondans  dans  A  (2^1  )  >  or 
de  cette  manière  cela  eft  aifln.  * 

et  m  s 

En  effet  A  "oô'  doit  être  le  contraire  de  A=z  AIT   Or 

dans  A  le  nombre  des  Fini^  eft  fini  ^  ôc  celqi  de$  Infinis 
infini  (  ^182  ).  * 

■M  M 

-    a^.  La  1'^  des  /df  »  ,  qui  eft  -^  x  ,  a  fon  ^^^  terme 


4 


4T=3;\/2jtf  égîd  aiU  4"^  terme  de -^ ^ ,  qui  eft  i6^  &en- 
fuite  tous  fes  termes  beaucoup  plus  gr^ds  qpç  leurs  corref^ 
pondans  dans  A  j^cc  qu'il  eft  ftifé  de  voir.  Ppnç  fi  A  ^  n'^ 

qu  un  nombre  fini  de  termes  Finis  y  à  plus  forte  raifon  A^ 
n'en  a-c-elle  auffi  qu'un  nombre  finL  Donc  le  nooAbre  ds 
£es  Infinis  eft  infini» 

M 

ûpj.  Puifque  dans  ^~le  nombre  des  Finis  rfeft  que 
fini  ^  ^  le  nombre  des  Infinis  infini  >  &  que  dans  Aôôi'h 

dernière  des  i*f  »  ,  c  eft  le  contraire  (  2^5  ) ,  dans  toutes  les 

A  T  moyennes  >^ à  mefure  que  n  croit  >le  nombre  des  Finis 
augmente  >  fc  celui  des  IiÀûs  diminue» 

2^^.  Maïs  comme  d'une -/^  "T  à  la  fuivante  y  le  nombre 
desFinis  n  augmente  qu'à  proportion  de  l'augmentation  dcn^ 
qui  ne  croît  que  d'une  unité,  le  nombre  des  Finis  n'augmente 
que  finiment  ^  tant  que  n  eft  Fini  déterminable>  ôc  par  confé^ 

quent  dans  toutes  les  ATT  oùr-  n  eft  un  Fini  déterminablc  ^ 

le  nombre  des  Fmis  n'eft  que  fini^  mais  croiflant; 

00  j^ 

a^y.  00  *  ,  derpier  terme  de  -/^  *  >  étant  prefque  de 
f  otdre  de  oo  ^  ^  |k  J<  ~^  iëjouinant  dans  rotdre  daFini  ^.oâp 
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elle  a  beaucoup  plus  de  termes  qu  il  ne  manque  d'ordres 


00 


oc  *  pour^tre  égal  à  oc^  ^  il  faut  néceflaîrement  que  A  * 
(kute  quelques  ordres  d'Infini  y  ôc  comme  elle  a  commencé 
par  féjourner  dans  fon  premier  ordre  y  il  faut  qu'eniuite  elle 
pafTe  par  les  ordres  >  &  n^en  faute  qu'à  fon  extrémité.  Donc 

oo  ,  •       . 

oo  ^  eft  feul  de  fon  ordfe  >  ôc  il  fait  feul  la  fomme. 


41 


2p8.  Il  en  va  de  même  de  tputes  les  A  »  fitivantes  y  tant 
que  n  efl  fùii# 

2;)p.  Au  contraire  dans  v^  55*  tous  les  termes  font  utiles 
à  la  fomme*  Elle  n^eft  que  de  Tordre  de  oc ,  puifqu*il  n  y 
a  qu  un  nombre  fini  d'Infinis  de  cet  ordre  ^  mais  elle  eft 
plus  grande  que  oo  %  fomme  des  Unités  y  &  plus  grande 
aune  difFérçncç  infinie» 

X 

cmfiiirt^      300.  Sî  on  élcvc  A '^  zh  puifTance  »  qui  aura  fucceiC- 
yementtoutes  les  valeurs  ;  ce  qm  donnée  ^  ,yï  ^  ,i«  . 

1^  =  2.  3'  >  4*  =  a,  j  %  &c*O0<».  ^"7"  ,  1'.  2*. 

3  '  ==î3.  4r * > &c. oCST.  ^   4  ,  i'.  a  *==:^.  3^  4* 


f» 


4  >  &c*  oc  00  ,  &c.  on  voit  d'abord  que  ces  Suites  A  * 

ont  comme  les  ^'»" un  terme  égal  au  terme  correspondant 
dans  /^^lorfque  »==a,&  que  ce  terme  avance  toujours  d  une 
place  à  mefure  que  n  croît  d  une  unité  y  mais  qu'au  contraire 

d  n 

des  A  ~y  tops  Içs  termes  des  A  "^  jufqu  a  ce  terme  égal  font 
plus  grands  que  leurs  correfpondans  dans  A  ^  ai  tous  en«; 
fuite  plus  petits.  La  raifon  en  eft  claire^ 

501.  Donc  dans  la  dernière  des  ^^  '"^quieft-/^   -•   >Ie 
|:çrme  égal  eft  à  la  dernière  place  y  &  tous  les  termes  qui  le 

précèdent  I 
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{Précédent  ^  hormis  i  ^  le  i^''  de  la  Suite  >  font  plus  gtandsique 


00  00 


leurs  correfpondans  dans  A.  En  effet  A  «  eft i  '  «si» 

00  #v%  00  oo 

^  ^yi  "T  %  &c.  oo  ôô's=i  oo  >  ou  2  "r"eft  non-feulement 
plus  grand  que^  ^  fon  correfpondant  dans/^>  mais  infiniment 

00 

plus  grande  de  même  3  <  infiniment  plus  grand  que  3  >  Ôcc, 


n 


50:(,  Comme  les  A^no  font  que  des  puiflânces  dcA  *  > 

&  que  dans  vf  ~  le  5°*  terme  eft  le  plus  grand  de  tous ,  6c 
gu  elles  (ont  croisantes  julqu'à  lui  ^  ôc  de4à  décroiflantes 

{284.)^  il  fuit  quil  en  va  de  même  dans  toutes  les^*^; 

Donc  tant  que  le  }»«  terme  de  ^  ^  eft  fini  ^  elles  n'ont  que 
des  termes  finis*  • 

m  n 

305.  Le  troifîeme. terme  de  toutes  les  y^~  eft  3  T,quî 


00        00 


dans  A  ^  eft  5  »  ^  &  dans  A  ^  ,  j   »  ^  c'eft-à*dire^  que 

I  n 

's  ♦  eft  élevé  (uccefiivement  dans  les  -^  *  à  toutes  les  puif- 
lânces depuis  la  puiflance  i  jufqu  a  la  puiflance  oo.  Or  tant 

n  I 

que  n  êftfini^  3  $   eft  une  puil!ance  finie  de  ^T^ouun 

n 

nombre  fini  j  donc  tant  que  »  eft  fini  >  les  A^  n*ont  que  cle$ 
tenues  finis. 

m 

n 

3  04.  Donc  les  fommes  des  A^nt  font  alors  que  dç 
ji  ordre  de  00  >  mais  croiflàntes  dans  cet  ordre* 

30  j.  Pttifque  n  étant  fini  >  tous  les  termes  des  A  "^  font 

finis  ;  les  derniers  de  chaque  A^  difpofés  de  fuite  >  qui  fons 
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V. .  '  »*  \y      i  ■  *'.         '  ^    >  •    , 

oooo  ^06  «>>oo  <»,&c.  font  donc  finis,  &  en  généralles 
00  00  font  des  nombres  finis  tant  que  n  eft  fini. 

r  ^ 

^^  30(y.  Lorfque  w  eft  devenu  quelque  nombre  Fînî'înd^ 


•     « 


éef minable  x  telque le  5™*  terme  de  ytT y  qui  eft  alors  5  T  ^ 
foit  infini  pour  la  première  fois ,  tous  les  termes  fuivate 


n 


moindres  que  lui  font  encore  finis  j  &  quand  dans  les  yi 
fui  vantes  quelques-uns  de  ces  Finis  deviennent  Infinis,ce  font 
les  plus  proches  du  3 "''terme,  le  4"**  d'abord,  enfime  fe 
5™'',  &c.  deforte  que  ceft  à  Textrémîté  de  ces  Suites  qu^il 
febfifte  plus  long-temps  des  termes  finis.  Et  comme  dans  k 


00 


dernière  de  ces  Suites,  qui  eft  y^  * ,  tous  les  termes  font  in^ 

fiiiis,  il  faut  que  depuis  la  l'^jrf^,  où  lè  3"*  terme  a  com- 
mencé à  être  infini ,  il  y  ait  infiniment  plus  de  Suites  qui 
aient  des  termes  finis  à  leur  extrémité ,  qu  il  n'y  en  a  qui 
ont  tous  leurs  termes  infinis ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  , 
le  nombre  des  Suites  qui  ont  des  termes  finis  à  leur  extrémité 
eft  infini ,  &  le  nombre  de  celles  qui  n^ont  que  des  termes 
ipfinis  ,  n  eft  que  finL 


n 


307.  Donc  les  derniers  termes  de  toutes  les  A  -   étant 
I  .  •     %  '  j  00    f, 

boô3",oo  <»  ,ooôr,  &c.  00  «»  ===bo5q[uiïbhtlaSuîtc 


•  «*■ 


des  puîflkncës  de  oo"^,  iî  y  a: un  nombre  infini  de  ce$ 
puifiances ,  qui  Ibnt  finies ,  ôc  un  nombre  feulement  fini  d'in^ 
finies ,  ce  qui  eft  le  contraire;  de  la  Suite  des  puiâânces  de  2^ 
de  3 ,  &c.  (  2285  2is i.^c^jL £c cela nrêmefeit  Yoirl!ana- 
logie  qui  eft  entre  la  Suite  des  puifTances  de  i  ècde  2yôc 

celle  des  puiflances  de  oo«S",  nombre  moyen  entre  i  &  2. 
Ipar  toutes  les  puiiTances  de  x  en  nombre  mfini  font  iniies. 
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oo  oo'a  un  nombre  infini  de  puiilances  finies ^  6c  un  nombre 
fini  d'infinies^  2  a  un  nombre  fini  de  puifTances  finies  ^  &  un 
infini  d'infinies»  D'eu  Ton  peut  même  conjeâurer  qu  entre 

00  oo"  &  2  il  y  a  quelque  nombre  qui  a  un  nombre  infini 

de  puiflances  finies  >  6c  un  nombre  infini  égal  d'infinies.  Toa^^ 

I 

jours  il  réfuke  des  puifTances  de  1  >  de  00  "q^^  6c  de  i ^qu'une 
très-petite  différence  entre  deux  nombres  ^it  une  grande  dif- 
férence <1  ordres  entreleurs  puiflances  00/comme  il  a  été  dit. 

00  00 

508*  Dansy^  M  le  a^  terme  7,  ^     efl  infiniment   plus 

grand  que  le  x^'  terme  i  ^  6c  d  une  infinité  d  ordres  au-deuu^ 

00  I  _i 

Car  a  X  eft  2  »  élevé  à  00  i  or  a  *  eflle  moyen  géométrique 

00 
entre  t  6c  ;2  9.6c  par  conféquent  2  ^  partage  également  le 

rapport  de  i  à  2^-  Or  2^  efl  d^une  infinité  a  ordres  au- 


00 


defTusde  i  (255'), donc 2  *  eft  de  la  moitié  de  ce  nombre 
infini  d'ordres  au-delTiis  de  U5  1  ^^^"^  terme  de  ^  ^  >  eft 


encore  infiniment  grand  par  rapport  à  2  ^  ^  mais  moins  au 
deffiisdea  %  que  2  *  n^étoît  au^defTus  de  i.  Car,  i».  j**" 
6c  ^  "^  font  deux  nombres  moyens  entré  i  6c  i  >  d'où  il  fuit 

X      '.         i  -  *  • 

qu  étant  élevés  à  00  ^"^  >.  2  ?  (  ^242  )  efl  infiniment  pluS 
grande  6c  d'autant  plus  qu'ilis  ifbnt  pris  tous  deux  dans  le  plus 
grand  de  tous  les  intervalles  géométriques  de  yf  >  qui  efl  celui 

de  1^^  2.  2^.  3  T  aeft.  pas  fi.grand; par  rapport  à  2  * ,  qujB 

I  •  ^  _00 

{?;»  par  rapport  à  i  >  doù  il  fuit  que  3  >  n'efl  pas  fi  élevé 
mu-elefrus  de  2  ^  j  que  2  ^  ^  au-defTus  de  i  •  Donc  dans  le 


CtidrscroifBAtde^  «  qutneA  compofHqoe  de  3  tenues  ^ 

Q  n 
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chaque  terme  difparoît  devant  Ton  conféquent  j  &  le  rapport 
des  termes  ell  décroifTant^ 

50p.  De  même  dans  le  cours  décroîflant  de  A  ^  ,  q\A 
eft  comporé  d'une  infinité  de  termes  ^  leur  rapport  eft  d^croifr 

tant  j  puifque  A  "«"  doit  avoir  des  rapports  décroifians  >  ou 

tendre  à  régalité  aufli-bîen  que -^  -   (287).  3  i  i*' terme 

Am  cours  décroiflant  de  ^  <*   étant  infiniment  plus  grand 

00 
que  2  *  qui  eft  d'une  infinité  Jordres  au-deflus  de  t  (  508  ) ,. 

il  eft  donc  d'une  infinité  d'ordres  au-deffus  de  i  >  &  au-defliis 

00 
de  00  j  dernier  terme  de  -^  ~  Mais  ce  nombre  infini  d'aïs 

00. 
dres  dont  3  ^  furpafle  oo  >  eft  beaucoup  moindre  que  00; 

Il  doit  être  difiribué  dans  tout  le  cours  décroiflant  de  /^  «  ^ 
qui  a  un  nombre  de  termes  =00  —  3  =  00.  Donc  la 
Suiteféjournera  dans  quelques  ordres  d'Infini>&  les  rapports 
de  (es  termes  étam  décroiflansj  ce  4era  vers  fon  extrémité 
qu  elle  féjournera ,  &  à  fon  extrémité  même  qu^eÏÏe  fera  fon 
plus  long  féjour ,  qui  fera  dans  Tordre  de  oo.  Et  quand  même 
ce  féjour  feroit  infini  y  ce  qui  éleveroit  à  Tordre  de  00*  la 
femme  des  terotes  de  ce  dernier  ordre  >  elle  difparoîtroi^  de«- 
vant  des  Infinis  fupérieurs ,  qui  dilparoîtront  devant  d'autres 
Infinis  fupérieurs  &  précédens>  &  toute  la  fomme  du  cours 

décroiflant  de  A  *  ^  auflî-bien.  que  celle  du  cours  croiffimt 

00 

iiPÎ  ) ,  ne  fera  que  3  j  ,  5°^^  terme  de  la  Suite.. 

thn7iUpZ'      3ïo*  Soît  maintenant  entre  i  fie  00  ^  fermes  extrêmes 
greffion géo-  dcA^h  progrefliou  géométrique  G , . compofée. du  même^ 

metriqne  G  ai- 

A  I  & 

Sri.  ?ïonïï>re  de  termes,  fie  qui  cft-l  1.0010^00"^^  &<^, 
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OO  ^  =s  oo  On  fçaît  déjà  qu  il  n'y  a  aucun  de  fes  tenncs 

qui  foit  infiniment  grand  par  rapport  à  Ton  antécédent  (  1 6$)^ 

* 

r 

&  que  G  >  qui  eft  la  Suite  des  puifTances  de  o©  ^  rfa  qu  un 
nombre  fini  d'Infinis  à  fon  extrémité  ^  &  un  nombre  infini 
de  Finis  depuis  fcfn  origine  (507).  On  peut  voir  auffi  d  une 
autre  manière  cette  dernière  vérité.  G  partage  le  plus  inégai- 
lement  qu'il  fe  puifle  >  Fintervalle  entre  i  &  00  que  j4  par*» 
tage  également  (  7 1  )  >  donc  G  n  introduit  pas  dans  cet  inter- 
valle une  infinité  tant  de  Finis  que  d'Infinis^  car  elle  le  par- 
tageroît  comme  fait  A.  Elle  n  y  introduit  pas  hon  plus  un 
nombre  fini  de  Finis  >  &  un  infini  d'Jftfinîs  ;  car  alors  elle 
auroit  au  moins  quelques  termes  moyens  plus  grands  &  infi- 
niment plus  grands  que  leurs  correfpondans  dans  y^>  ce  qui 
eft  impoffible  (  66).  Donc  elle  introduit  dans  cet  intervalle 
une  infinité  de  Finis  >  &  un  nombre  feulement  fini  d'Infinis  ^. 
ce  qui  eft  la  feule  manière  podîble  de  le  partager  le  phis  in^ 
également  par  rapport  à  celle  dont  ji  le  partie» 

311»  On  fak  que  dans  toute  Suke  croiiTante  le  dernier 
terme  moins  le  premier  eft  la  fomme  des  différences  de  tous 
tes  termes  de  la  Suite  ^.^donc  dans^^  fie  dans  G  00 ...  j  ^  oh 
00  eft  la  fomme  des  différences  de  ^  fie  de  G^  &  à  caufe  de 
l'oppofitionde  ees  deux  progreflions^  ildoit  être  cette  fomme 
des  deux  manières  les-  puis  oppofées  <|u'il  fe  puiffe>  oit  étant 
la  fomme  d'une  infinité  de  diâërences  finies  égales  ^  ce  qu'il 
eft  certainement  dans  yf  >  ou  étant  la  fomme  de  différences 
croiffantes  ^  les  unes  finies  en  nombre  infini  ^  les  autres  infi- 
nies en  nombre  feulement  fini,  ce  qu'il  doit  donc  être  dans  G. . 
Or  les  diflEérences  finies  ne  feront  qu'entre  des  termes  Finis 
du  côté  de  l'origine  >  fie  les  infinies  entre  des  Infinis  à  l'exr;- 
trémité.  Doncj  ôcc-. 

51  ir  La  fomme  des  différences  de  y^  &  de  G  étant  la' 
'inème\i  il  faut  que  puifqu  il  entre  des  Finis  dans  Tune  fie  dans 
l'autre  >  fie  des  Infinis  dans  celle  des  différences  de  G  feulev 
nient>  Uy  ait  enréeompenfe  dans  celle*ci  des  Finis  beaucoup^ 

Oiii 
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lus  petits  que  dans  celle  des  différences  de  yf  •  Et  comme 
es  plus  petkis  Finis  de  la  progreifion  des  di^rences  de  G 
(ont  à  fim  origine ,  &  que  toutes  les  différences  de  yi  font 
des  Unités  ^  il  faut  que  les  premières  différences  de  G  foient 
beaucoup  plus  petites  que  i  •  £a  effet  on  a  tou/ours  trouvi^ 

OO  ^ôTbeaucoup  moindre  que  2  >&  par  conféquent  oo  oo  de 

bien  peu  plus  grand  que  i  •   Donc  do  oT —  i  ,  première 

diflTércncc  de  G ,  éft  une  fraélion  ^  dont  i  étant  le  numérateur, 

le  dénominatear  doit  être  un  fort  grand  nombre  >  ttutis  inr 

I 
connu  j  qxCim  peut  appeller  x,éch  fraâion  fera  T« 

3 1  j.  La  (bmnve  de  G  ne  peut  donc  être  ^qu W  Infini  de 

Tordre  deoo  >  ôc  dous  les  Finis  y  feront  utiles.  £n  eÛTet  (elon 

la  Formule  *"*  "*^  a  étant  ici  et:: i  j  m=sQO  ao  ^n^^^ooi 


00 


on  a  pour  la  (bmme  de  G — «.  sa  co  divifé  p^c   « 

00  —I 

tiappi^t  rf«  (  5 1 2  )  =x=  ^  OO j  »  étant  un  grand  nombre  fîni. 

femmes  de  /i  o^  i 

&d$G.  314^  Donc  lafommede  yf  eft  à  celle  de  G  :  :  "V*  x  OO 

:  :  oo.  2  AT. 

31^.  On  voit  par4à  la  oonftrmation  de  ce  qui  a  été  dit 
^ans  Part.  8 1  ^  que  Taugmeotation  de  ^  par  rapport  k  a^ 
augmente  plus  le  rapport  de  la  fomme  de  la  prpgteffionantb- 
tnétique  à  la  fbmme  de  la  progreflion  géométrique  y  que  ne 
fait  laugmentation  de  n.  Car  ici  n  étant  =:  00  aui&bien 

3ue  ^  ^  n  ;i  augmentoit  infiniment  le  rapport  de  la  fbmme 
e  y^  à  celle  de  G^  auffi-bien  que  b  Ta  augmenté  infiniment  > 
la  fomme  de  A  feroit  de  deux  ordres  au^deâTus  de  celle  de  G^ 
or  elle  n  efl  que  d  un  ordre  au-de(fus« 

5 1  ^«  Il  eft  bon  d'approfondir  davantage  cette  madère  $ 
dont  la  connoiffance  confirmera  des  choies  qui  ont  été  dites> 
-de  fervira  pour  d'autres  qui  viendrcmt. 

£n  général  les  fommes  des  deux  progceflions  corrd^biH 
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dantes , l'une  arithmétique ,  l'autre  géométrique , font  '»•-**» 


m 


^*    "^T  (7;>) 


4»-.l — ^-«-^ 


Si  ^  eft  infini  par  rapport  z  a^  n  étant  fini ,  ces  deux 

-JL. 

foiwmes  fe  réduifent  à  -7^  &  illico  *.  Donc  elles  font 

:  :  ii.  *  :  :  «.  a. 

Si  alors  n^j^ceqpitûfk  moindre  valeur  poffible ,  Se 

a^=^i  y  comme  on  la  toujours  fuppofé ^  on  a  pour  la  pro-r 

00  3Q0 

gtellÎQûyf— it  »  «  oo>domlftrofiuneeft  »  t&pourG 

on  a  -H- 1. 00*.  00,  dont  Is^fomme  eft  oo.  Or  ces  deux 
fommes  (bot  ::  5*  2  ::  n.  2. 

Sî»t=:4^ona/^-T- ï.  1  •    j  .    j     ,  dont  la  fommc 

cft  200 ,  &  G  -^  I.  oo^  oo^  00^,  dont  la  fomme  eft 
00 y  &c  ces  deux  (bmmes  font  ::  2.  i  ::  n  =» 4.  ^. 

Il  en  ira  dç  même  de  toutes  les  valeurs  Û2cce(nves  de  n 
fini.  Dans  toutes  les  A  y  tous  les  termes  feront  utiles  à  la 
ibmme  y  horfinis  le  premier  5  &  dans  toutes  les  G  le  dernier 
terme  feul  fera  la  fommc ,  ce  qui  confirme  toute  la  Théorie 
des  Infinis  radicaux  y  car  s'ils  ne  âifparoilToiem  pas  >  comjnç 

îl  a  été  dit ,  devant  les  Jhfinis  potentiels ,  le  rapport  t  d^ 
deux  fommes  feroit  faux  j  quoique  démontré  par  le  calcul^ 

3 17.  Il  n  eft  pas  poflîble  que  fi  n  continue  de  croître  juC 
qu^à  devenir  infini ,  le  rapport  des  fommes  de  /f  &  de  G  ne 
devienne  infini ,  lorfque  n  fera  =  oc ,  mais  il  ne  devient  pas 
celui  de  00  à  z  j  comaie  on  pourroit  le  conjecturer  d'aborcL 


nr-a 


La  raifbn  en  cft  que  tant  que  n  eft  fini  y  la  grandeur  a 

X 

I  dîfparoît  devant  i^  •  -  '  d[ans  Iç  dénominateur  de  là  fomme 


I 

L 
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1 

'de  G  $  car  alors  ^  '  ^  '  eft  quelque  Infini  radical  y  mais 
4;[ue  n  eft  le  plus  petit  cC  pofCble  >  on  a  pour  la  fomme  de  Q 


oc  —  I 


OC*-i  oc 

130  —•  00         —i 


^ —  ^  où  I  ne  diiparoît  plus  devant 


oo  oc  qui  eft  fini  >  &  plus  grand  que  oo  «> .  Car'  fi  l'oH 


dans 


infini  qu( 


&  tous  les  oo<^  feront  finis.  Le  rapport  de  la  fomme  de 
celle  de  G  ^  qui  étoit  le  rapport  déterminé  de  ti  à  2  ^  tant  que  tk 
étoit  fini  ^  change  donc  quamj^n  ss  oC« 

oo  ^^eft  donc  un  nombre  fini>  toujours  décroiflànt  à  me« 
(lire  que  n  eft  un  plus  grand  oC  >  ôcla  fomme  de  G  en  eft 
toujours  d'autant  plus  grande  y  ce  qui  doit  6tre>  &  n'empêche 
pas  qu'elle  ne  foit  toujours  moins  grande  i  &  même  infimmenç 
moins  grande  que  cdle  des  correfpondantes  A. 

;    Quand  oo<=<  en  décroiflànt  toujours  devient  &=&  a  y  on 

^  pour  la  fomme  de  G^È-t  =  oo>  mais  après  cela  oo  ^ 

1 

continuant  à  décroître  pour  devenir  oo^  preique  égal  à  jr  , 
Jes  fommes  des  G  font  oo  divifé  par  des  fi:aâions  >  ou  mul- 
tiplié par  les  dénominatdtirs  de  ces  firaâions  >  ôc  par  confé^; 
quent  c^s  fommes  fontencore  croiilantçs  ^  ^  qui  donne  enfii| 

f; ;=A?00. 

tOO        —I 

5 1 8  Le  rapport  de  la  fomme  de  y^  à  celle  de  G  ayant 
été  celui  de  »  a  2  ^  tant  que  n  a  été  fini  y  deforte  que  fi  cela 
eût  continué  9  le  rapport  de  la  fomme  de  la  Suite  naturelle  à 
b  foioune  de  h  {>rogre(Iion  géométrique  correfpondante  eût 


^ 
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^t^  celui  deocà2(3i7),&ce  dernier  rapport  n*ëtant  que 
celui  (le  oc  à  2  jc  (  3 1 4)  ^  moindre  que  celui  de  00  à  2 ,  il 
s'enfuît  que  le  rapport  de  la  fomme  de  -^  à  celle  de  G  a  été 
d  abord  en  çroiflfant  comme  n ,  qu  enfuite  il  a  crû  moins  que  »> 
que  dans  un  certain  endroit,  ou  pour  une  y4  &  une  G  corref^ 
pondante  ,^il  a  été  le  plus  grand  qu'il  pût  être,  &  qu'alors  il 
a  été  celui  de  00  à  2 ,  fi  cela  a  été  poffible»  Or  cela  Ta  été  ^ 


00*  ^ 


quand  la  (bmme  de  /^  a  été  en  général  liT^ôc  c^lc  de  G 
c'eft-à-dire ,  quand  la  fomme  de  yf  a  été  une  certaine  partie  m 


oc* 


de  "T"  >  fomme  de  la  Suite  naturelle ,  &  quand  en  même-ç 

T 

temps  dans  la  fomme ^ — ,  00  ^  —  i  a  été = w.  Or 


oc 

00 


\ 


m  étant  un  nombre  indéterminé ,  il  a  une  infinité  de  valeurs 
qui  donneroient  ce  rapport  de  00  à  2  >  fie  il  arriveroit  une 
infinité  de  fois  que  les  fommes  de  yf  6c  de  G  auroient  ce 
rfpport  :  mais  certainement  cela  n'arrive  qu'une  fois ,  fie  il 
&ut  déterminer  quelle  eft  alors  la  valeur  de  m. 

Quand  cela  arrive ,  le  rapport  des  fommes  de  -^  fie  de  G 
eft  le  plus  grand  qu'il  fe  puifie ,  fie  par  conféquent  la  fon^e 

00* 
de  la  progreflîon  arithmétique ,  qui  cû^^ ,  eft  la  plus  appro- 
chante qu  il  fe  puifle  de  la  fomme  de  la  Suite  naturelle  j  ou  , 

ce  qui  eft  le  même  >  m  eft  le  moindre  nombre  pofiibie.  Or  il 

00*        00 
ne  peut  être  moindre  que  z ,  donc  alors  on  a  *:p,  fie   x  ,  ce 

qui  donne  pour  les  deux  fommes  le  rapport  de  00  à  2«  ^ 

5  ip.  Quand  la  fomme  d«  y^  eft  =  -52-^  elle  eft  là  fomme 
de  la  progreflîon  arithmétique  des  Pairs  ou  des  impairs  ^  qui 

eft  "7".  Donc  le  nombre  des  termes  eft  alors  »  =  t"  ^  fie 
c  eft  quand  n  a  cette  valeur ,  ou  qu'il  eft  à  la  moitié  de  toutes 
iêsValeurs  (uccefli  ves ,  que  Ton  a  pour  les  deux  fommes  de  yf 
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£c  de  G  le  rapport  de  OO  à  2  ^  qui  efl  leur  plus  grand  rap- 
port poffible.  • 
:  320.  On  voit  que  la  Suite  naturelle  y^&  la  correfpon- 
dante  G  font  d'une  nature  toute  oppofée  i^non-feulement  en 
ce  que  Tune  eft  une  progreffion  arithmétique ,  &  l'autre  une 
géométrique  y  mais  en  ce  que  i^  yf  a  une  infinité  tant  de 
germes  Finis  que  d'Infinis ,  &  G  une  infinité  de  Finis,  &  ua 
nombre  feulement  fini  dlnfinis>  2^.  tous  les  Finis  de  G, 

00  » 

.   horfmis  i  >  font  des  k^  de  00  abfolument  inconnues  >  6c 

par-là  même  les  Infinis  de  G  font  encore  plus  inconnus  que 

ceux  de  A. 

321.  Les  numérateurs  des  expofàns  Aqs  termes  de  G 

étant  la  Suite  des  nombres  naturels ,  il  y  a  de  ces  numérateurs 

de  trois  efpeces,  des  Finis  déterminables  w,  des  indétermina- 

n 

blés  X  4  de  des  oC>  On  a  donc  outre  les  oo  <*  ,  une  infinité 
tant  de  00  ^  que  de  oo  ^,  qui  (ont  des  nombres  finis  y  êc 

oc 

il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  00  ^  qui  foient  Infinis.  On 
verra  encore  mieux  par  le  raifonnement  fuivant  >  comment 
colft  fe  fait.  00  élevé  a  une  puifTance  dont  l'expolant  fait  une 
fraélion  pure ,  comme  toutes  celles  dont  il  s  agit  ici  >  eft  élevé 
autant  de  fois  qu*il  y  a  d*unités  dans  le  numérateur  de  la  frac- 
tion, &  abaifTé  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  [dé* 
dominateur  :  car  le  numérateur  exprime  une  puiflance  par- 
faite, &  le  dénominateur  une  V^.  Si  00  eft  finiment  élevé 
})ar  le  numérateur  de  fon  expofant ,  &  finiment  abaiffé  par 
e dénominateur^  ou,  ce  qui  eft  le  même,  fi  le  nombre  des 
unités  tant  du  numératein:  que  {iu  dénominateur ,  n'eft  que 
fini,  quelque  différens  que  foient  ces  deux  nombres  entr  eux, 
6c  n'a  point  reçu  de  changement  quant  à  Tordre ,  &  il  refte 

dans  celui  dont  il  étoit.De-là  vient  que  tous  les  00- ,  oo^  , 
£cc.  font  des  Infinis.  Mais  fi  oo  eft  animent  élevé  pac'le 
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num  Auteur  de  Ton  expofent  j  &  infiniment  abaiffé  par  le  dé- 
nominateur, U  fort  de  fon  ordre^  &  tombe  dans  celui  du  Fini> 

donc  tous  Jes  oo  °^  &  les  oo  °^  font  des  nombres  finis ,  & 
oc 

même  tous  les  co  °°  ,  tant  que  oC  a  une  difKrence  infinie 
à  co  ;  Ôc  que  par  conféquent  il  a  une  infinité  d'unités  moifis 
que  oo.  Oc  ii  y  a  une  infinité  de  oC  qui  ont  une  différence 
infinie  à  oo  »  &  il  n'y  en  a  qu'un  nombre  fini  qui  aient  à  CO 
uae  dififeience  finie  (I  ?■!;}.  Donc }  6cc. 


pij 
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SECTION    IV. 

De  la  Grandeur  infiniment  petite. 

Cê  que  t*ejl  ^  22 .^nr^  O  u  T  E  grandeur  a  infiniment  moins    grande 

fue  l'Infinie  J^    q^e  ^  ^  eft  infiniment  petite  par  rapport  à  elle. 

Ainfî  I  ou  tout  nombre  fini  eft  infiniment  petit  par  rapport 

à  oo  ^  oc  Teft  par  rapport  à  do^  ^  &c.  oct  par  rapport  à 

oo  * ,  &  c.  Mais  ce  ne  font  pas  là  les  grandeurs  que  l'on  appelle 
proprement  ou  abfolument  infiniment  petites.  Ce  ne  font  que 
celles  qui  le  font  par  rapport  au  Fini  >  6c  il  &ut  que  nous  en 
prouvions  Texiftence* 

52  j.  La  preuve  de  Part.  8a  porte  également  fur  la  poffi- 
bilité  de  la  diminution  infinie  de  la  grandeur  finie ,  &  fur  la 
poflîbilité  de  fon  augmentation  infinie ,  &  tout  ce  qui  a  été 
dit  enfuite  fur  Taugmentarion  ^s'applique  de  foi-même  à  la 
diminution.  Donc  puifque  la  grandeur  infiniment  grande  eft 
la  grandeur  finie  que  Ton  a  conçue  comme  infiniment  aug- 
mentée ,  Tinfiniment  petite  doit  être  la  même  grandeur  finia 
que  Ion  concevra  comme  infiniment  diminuée. 
f  3  24.  i  étant  pris  pour  reprcfenter  en  général  la  grandeur 
finie ,  plus  le  nombre  par  lequel  je  le  divife  eft  grand  >  plus 

je  le  diminue  ^  deforte  que  î,  \j  i>  &c.  font  des  grandeurs 

I 

toujours  décroiflantes.  Donc  à  la  fin  ^  fera  une  grandeur 
infiniment  petite ,  ou ,  ce  qui  eft  la  mêmechofe,  Tlnfiniment 
petit  eft  une  partie  du  Fini  réfultante  d'une  divifion  pouflée 
a  l'infini  y  ou  une  partie  infinitieme  du  Fini ,  comme  i  eft  une 
partie  infinitieme  de  oc 

3  25*.  Donc  rinfiniment  petit  eft  eifentiellement  une 
fîraÛion,  mais  infiniment  petite  ^  ou  ^  ce  qui  revient  au  même,, 
wne  fradion  dont  le  numérateur  eft  fini  ^  &  le  dénominateur 
infini.  Et  Tlnfini  eft  un  entier  infiniment  grand  >  dont  le  Fini 
n  eft  qu'une  partie  infinitieme. 

3  26.  Donc  TT  ^*  I.  OQi. 


DE    L*I  N  F  1  N  1.    Partie  L  Seâ.  IV.         117 
527.  Et  puifque  i  y  quoiqu'infiniment  petit  par  rapport    S^'  v^^^fi- 

,  *^  *  "^  nimentfttit 

à  00 ,  eft  grandeur  en  lui-même ,  ^  >  quoiqu'infinitnent  ^«  -5  ^fi 
petit  par  rapport  à  1 ,  eft  auflî  grandeur  en  lui-même.  grandeur. 

328.  Donc  ^  peut  être  encore  infiniment  divifé,  ce  ,  ordres  à 

^  *'  i  Infini  d'Info 

qui  donnera  -^ ,  partie  infinitieme  de  ^  >  ou  infiniment  *^*^^^^f*^^*^ 

petit  de  l'infiniment  petit  ^ ,  &  Pon  aura  encore  —  -^ 
I.  oo\  **    ^  * 

329.  Et  comme  cela  n'a  point  de  fin  ^  on  aura  i.  ^.' 

oo**  oo^*  00^  >  &c«^  00  "*  }  ceft-à-dîre,  autant  d'ordres  d'In- 
finiment petits  qui  s^abaifleront  à  l'infini  au-deflbus  de  i  >  que 

l'on  a  vu  d'ordres  d'Infinis  qui  s'éley oient  à  Tinfini  au-deflu^ 
de  I» 

330.  Toutes  ces  grandeurs  pT,  oô*>  '^  >  &c,  quoique 
toujours  infiniment  plus  petites  y  feront  toujours  grandeurs 
(327&328),6c  même  — î — ,  quoiqu'une  infinité  de  fois^ 


00 
00 


infiniment  plus  petite  que  i. 

a  i  I.  II  eft  vifible  que  la  Suite  r—  ^  — i  •  &c.     55"  eft  I2 

Suite  des  puiflances  de  5^,  &  par  conféquent  progreflîott 
géométriquer 

332.  Dans  le  Fini  les  élévations  aux  puiflances  augmen^? 
tent  de  grandeur  les  nombres  entiers^  &  diminuent  les  firac-* 
tions.  Dans  l'Infini  ces  mêmes  élévations  doivent  augmenter 
ou  diminuer  les  grandeurs  de  grandeur  6c  d'ordre  en  même- 
temps.  Mais  dans  l'infiniment  grand  >  elles  augmentent  les 
grandeurs  de  grandeur  6c  d'ordre  y  parce  que  les  grandeurs 
infinies  font  des  entiers  y  6c  dans  Flnfiniment  petit  elles  dimi- 
nuent les  grandeurs  de  grandeur  6c  d'ordre ,  parce  que  les 
Infiniment  petits  font  des  fraâions  (  3  2  y .  ) 
*  3  3  ^'.  Donc  aufli  j  pour  fuivre  cette  analogie  y  puifque  les 

extradions  de  racines  diminuent  de  grandeur  les  enners  dans^ 

Pu, 
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le  Fini  ^  &  augmentent  de  grandeur  les  fraâions  >  &  que  dans 
l'infiniment  grand  elles  diminuent  les  grandeurs  de  grandeur 
&  d'ordre  y  il  faut  que  dans  rinfiniment  petit  elles  augmen- 
tent les  grandeurs  de  grandeur  &  d'ordre.  Mais  ces  ordres  ne 
♦  font  que  radicaux. 

33^.  Tout  cela  fe  conclurra  encore  de  ce  que  Ion  aura 

toujours     ^.     ~"  :  :  oo  .•  oc  .  m  6c  n  étant  des  nombres 

quelconques  entiers  ou  rompus.  Ainfî  les  rapports  de  tous 
les  Infinis  y  foit  potentiels  ^  foit  radicaux ,  ayant  été  traités  y  il 
leroit  inutile  de  s'arrêter  à  ceux  des  Infiniment  petits  quel* 
conques ,  qui  ne  font  que  la  même  chofe  renvec(ée« 
3  5  y.  De  tout  ce  qui  a  été  dit  »  il  fuit  que 


±■5^=  i  9  outfHr~s=^. 


+ 


00    "~    00  00 


'•  • 


r 


4 


Wi 


■+•1  o©  »  ^ 


oo  oo    ^ 

r.  ^     .       3  3  tf.  Si  Ton  change  la  Suite  naturelle  des  nombres  cn- 

différent  —  ^^^^^  ^"  ^^^  ouite  de  nractions  y  qui  auront  toutes  i  pour 

c^  0.     '^  lùimérateur  ^  &  pour  dénominateurs  les  nombres  tuturels^ce 

qui  donnera  la  progreflîon  harmonique 7>î*7^;>  ficc.  on 

voit  que  cette  Suite  toujours  décroiflante  aboutira  à  ^  ^  qui 

pourra  être  pris  pour  zéro,  non  pour  zéro  abfoluy  car^  eft 
toujours  grandeur  en  lui-même ,  mais  pour  zéro  relatif  y  c'eft- 
à-dire  y  par  rapport  à  toute  grandeur  finie ,  quelque  petite 
qu'elle  foit. 

337.  En  prenant  o  pour  abfolu  ,  on  ne  peut  dire  ni  f  > 
tiiky  car  le  pur  rien  8c  la  grandeur  n'ont  nul  rapport  géo- 
métrique i  ni  même  I  =  i  ^  car  il  n*eft  poinr  vrai  y  exaâement 
parlant  >  que  le  pur  rien  foit  une  fois  dans  le  pur  rien.  Mais 

en  prenant  o  pour  relatif,  ou  o  «?=  ~ ,  on  peut  dire  7  *  Ce 

qui  eft  le  rapport  géométrique  de  JL  à  i  ^  ou  d  une  partie 
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infiniment  petite  à  fon  Tout.  On  peut  dire  l ,  ce  qui  eft  le 

rapport  de  i  à  ^^  ou  d'un  Tout  à  fa  partie  infiniment  petite  > 
&  enfin  ^ ,  ce  qui  eft  le  rapport  d'un  Infiniment  petit  à  lui- 
même^  ou  I. 

558.  Donc  o  étant  pris  pour  relatif,  7  =  ôô"  >  &  • 
=5  00.  Et  en  effet  7  eft  — -  divifé  par  i  >  ou  -^  >  &  i  eft  r 
divifé  par-^>  ce  qui  eft"T"=oo. 

339*  Oi^  peut  exprimer  f  fimplement  par  o,  &^ alors 

ce  o  ,  puifqu'il  eft  relatif,  &  =  ^,  eft  efîentiellement  une 
fraftion,  quoiqu'il  n'en  ait  pas  la  forme,  &  ^  ^  qui  ne  peut 
être  exprimé  autrement ,  en  fàifant  entrer  o  dans  Texpreffion^ 
eft  un  entier  =  oc  j  quoiqu'il  ait  la  forme  d'une  fradion. 
340.  o  abfolu>  &  o  relatif  =  -^  peuvent  par  une  efpece 

d*accident  venir  à  faire  le  même  effet ,  quoiqu'ils  foient  en 
eux-mêmes  eftentieliement  diffërens.  Âinfi  dans  ^^  l'expo^ 

fant*  o  étant  abfolu>  a^  =1 1 ,  &  d'un  autre  côté  a"»  =  % 
I260). 

,    5  41.  A  plus  forte  raifon  o  abfolu  &  o  relatif  =  •— 

feront-ils  des  effets  diffërens ,  comme  ils  en  font  dans  oo*' 

J-  • 

6=  I  (  j  10)  >  &  dans  00  »  grandeur  finie  plus  grande  que  i 

(i5<5).  00^  eft  une  grandeur  qui  n'a  été ,  ni  na  pu  être 

abfolument  formée  par  aucune  multiplication ,  &  par  confé* 

I 

quent  i  >  &  00  ôST  eft  l'Infiqi  dont  on  tire  une  racine  infini- 
ment petite  par  rapport  à  lui  >  mais  non  pas  nulle. 

:   54a.  Si  l'on  veut  iàvotr  ce  que  ce  feroic  que  V^  a/il 

o 

Êiut  confîdérer  que  V^  anc  peut  être  que  la  dernière  d'une 
Suite  infinie  de  l^  décroifiântes  de  a  y  qui  feroient  par  confé* 

£11. 
quent  a^  >  àîyà^^&Lc.  Or  la  Suite  de  ces  expolaos  aboutit 
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à  'Sc(3}<S)  qui  eft  un  o  relatif.  Donc  dans  Texpreffion  V^ a, 

q  ne  peut  être  que  relatif.    Donc  l^  az=za  oo  =  i. 

n  -       \  J^ 

343.  Dans  le  calcul  l^  acû  toujours  ==  ^  »  ,  &  de-Ià 

01 
il  fembk  qu'il  devroit  s'enfuivre  y^  a  i=:  a  ^.  Mais  ce  qui 

I       I 
fait  que  cela  ne  s'enfuit  pas,c*eft  que  dans  a  ~,  T"eft 

toujours  une  fradion ,  or  ^  n'en  eft  pas  une  (  3  3p  ) ,  &  au 

contraire  o  relatif  en  eft  une. 

344-  Par  la  même  raifon  a^  =:a^  • 

545*.  La  fuite  infinie  de  toutes  les  V^  confécutîves  deôT, 
qui  eft  -^ ,  -i-p- ,  &c.  eft  croiffante  ( }  3  3  )  ^  &  elle  aboutit 


00*      00' 


à  — î^  Or  00^  eft  une  grandeur  finie  plus  grande  que  r  > 


00  00 


6c  moindre  que  2.  Donc  — '-^  eft  une  fraûion  finie  y  fiC 


00 

00 


toute  la  Suite  des  KSTeftcomprife  dans  le  feul  ordre  poten- 

tîel  qui  eft  entre  ^  &  i  ^  comme  celle  des  V^  00  eft  com< 

prife  dans  Tordre  correfpondant  qui  eft  entre  i  &  00. 

glutttesfont      34^-  Tout  cc  qui  a  été  dit  depuis  l'art.  \6i  jufquau  16^ 

Us  pattes    fur  la  divifion  d'un  Tout  infini ,  ou  en  général  d'un  Tout 

dhMTûHt'  quelconque  en  un  nombre  infini  de  parties  égales  ou  inégales^ 

/w.  s'applique  ici  de  foi-même  à  la  divifion  d'un  Tout  fini.  Ainfî 

fi  un  Tout  fini  eft  divifé  en  une  infinité  de  parties  égales  > 

elles  font  toutes  infiniment  petites  &  de  l'ordre  de  -1-  ;  fi  les 

unes  font  finies  ^  ôc  les  autres  infiniment  petites  ^  il  n'y  en  a 
qu'un  nombre  fini  de  finies  ^  ôc  une  infinité  d'infiniment  pe- 
tites. Il  en  iroit  de  même  d'un  Tout  qui  feroit— ou  "^y  &c. 

347* 
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547.  Le  rapport  arithmétique  de  isl  —  étant  i ,  puifque    c*»/MA-#. 

i  ~—  ^=  I  (  5  3  5  ) ,  fi  on  di vife  ce  rapport  en  une  infinité  gnffiim  srith^ 


00 


00    00 


00  ^  00 


de  parties  égales  >  on  aura  donc  une  progreflîon  arithmétique  prifi  emrê 
comprife  entre  —  &  i  >  dont  toutes  les  différences  feront  ^  *  *• 

infiniment  petites ,  &  qui  fera  ~- 

c'eft-à-dire,  que  ce  feront  tous  les  termes  de  la  Suite  natu- 
relle divifés  chacun  par  00  ^  ou  dont  on  prendra  la  partie 
infinitieme.  Donc  tant  que  les  termes  de  la  Suite  naturelle 
feront  finis^ceux  do  la  nouvelle  progreflîon  feront  infiniment 
petits;  &  quand  les  termes  de  la  Suite  naturelle  feront  infinis  > 
ceux  de  la  nouvelle  progrefiion  feront  finis. 

548,  Il  y  aura  donc  dans  cette  nouvelle  progreflîon  une 
infinité  de  termes  finis  j  qui  n'auront  chacun  à  celui  qui  1& 
fiiivra  >  qu  une  difierence  infiniment  petite  de  =35  .^  ^  fie 

comme  cette  différence  ne  fera  pas  à  compter  par  rapport  à 
euflc^  ils  feront  égaux  à  cet  égard  ^  ôc  ne  le  feront  pourtant 
pas  à  la  rigueur  ^  puifqu  ils  feront  termes  d'une  grogreffion 
toujours  croifTante.  C'eft  ainfi  que  des  grandeurs  peuvent  être 
égales  en  un  fens  j  6c  inégales  en  un  autre  y  félon  ce  qui  avoit 
été  entrevu  dans  lart.  26^.  Cela  fè  trouve  toujours  en  géné- 
ral ,  quand  elles  font  croiffantes  ou  décroiffantes^  ôc  que  leurs 
différences  >  qui  font  leurs  accroiflemens  ou  décroiffemens  > 
font  d  un  ordre  inférieur  à  elles» 

545>.  Les  termes  de  la  Suite  naturelle  étant  des  n  finis 
déterminables  y  des  x  finis  indéterminables  9  ôc  des  oC  y  tous 


les  ^  &  JL  de  la 

00      00 


00 


00 


>  &c.  feront  ififiniment  petits 


6c  tous  les  —  finis  6c  des  frayions  moindres  que  i  (  188  ) 
jufqu'à  ce  qu'enfin  la  progreffion  fe  termine  par  i.   Et  en 


effet  félon  la  formule  aa-4- w  x  »  — ^l  x  ^^  (  77  ) ,  lafomme 


de  cette  progreflîon  êf): 


^mm 


00 


XOO  X 


QO 


00 


Q 
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3  -f2.,  ce  qui  marque  bien  que  cette  progreflîon  a  une 


00 

X 


infinité  de  termes  finis  y  &  moindres  que  i  y  puifque  la  Suite 
infinie  des  Unités  a  une  fomme  ==  oo. 

5  yo.  Il  faut  donc  concevoir  que  comme  dans  cette  pro- 
greflîon une  infinité  de  termes  finis  font  égaux  &  croiflans  j 
parce  quHls  croiflent  infiniment  peu ,  ainfi  les  termes  de  la 

Suite  I  <*  ,  2  *  ,  5  *" ,  &c.  oo**  de  l'art.  260 ,  &  ceux 

-i-        -JL         JL-  ^ 

de  la  Suite  i  .^  ^  2  ^^  j  °^  ,  &c.  oc^ô"  =  oc  de  fart. 
2^1.  font  égaux  &  croiflans  tant  qu'ils  n'ont  que  des  diffé- 
rences infiniment  petites  par  rapport  à  eux ,  ce  qui  levé  toutô 
la  difficulté  de  fart.  2  6  3  ^  &  explique  pleinement  Tart^  zS6. 

3  y  1 .  Donc  a  ^  ==  i  ne  Teft  pas  exadement  &  à  la 
rigueur ,  mais  feulement  parce  que  fa  différence  à  i  efl  infi- 
niment petite ,  &  plus  a  eft  grand ,  plus  cette  diÉFérence  infi- 
niment petite  eft  grande  j  de  forte  que  quand  a = 00  ^  celte 
différence  doit  devenir  finie^ôc  en  effet  onatoujours  trouvé 

que.oo^  I  étoit  une  grandeur  finie» 

confiàirn-      3^2.  Le  rapport  géométrique  de  i  à  —  étant  =  oc  y 

thn  de  Is  ^ 

pogreffion     fi  on  Ic  .divifc  en  une  infinité  de  parties  égales  ^  on  aura  la^ 

géométrique  *  ^ 

somfrife  en^  "S"  ^         ^  S"  ^  ^ 

«.^  cJ.1.  progreflîon  ^  ^  =  ^  ,  ^-,  ^  ,  &c.  -^^ 
^  — f  I  >  dans  laquelle  tous  les  rapports  font  égaux  ôc 

00 

finis  >  c*eft-à-dire ,  qu'aucun  terme  ne  fera  infiniment  grand  > 

ou  petit ,  par  rapport  à  fon  antécédent,  ou  à  fon  conféquent*. 

Il  eft  vifible  que  cette  progreflioit  eft  la  progreflîon  -^  i. 
JL        —  ôo  'I 

oo^  .  OC^  y  &c.  oo^  =  oc  de  fart.  3  to,  correfpon- 

dante  à  la  Suite  naturelle ,  mais  dont  chaque  terme  eft  divifé 

par  oc .,  enforte  que  chaque  terme  de  cette  nouvelle  progref^ 

fion  eft  fa  partie  iufinitieme  de  fon  correfpondant  dans  la 

première^  Or  la  partie  infinitieme  d'un  nombre  fini  eft  un  -i->. 
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&  la  partie  infinitieme  d'un  infini  eft  un  nombre  fini  ;  & 
d  un  autre  côté  la  première  progreflîon  a  un  nombre  infini 
de  termes  finis ,  ôcun  nombre  feulement  fini  d'infinis  (510), 
donc  la  nouvelle  a  une  infinité  de  termes  infiniment  petits , 

&  un  nombre  feulement  fini  de  finis.  En  effet  puifque  00  «^ 


eft  fini,  — — eftun-3j-,  de  même  -2i_>  &c. 

^  00 

3Sh  Si  l'on  prend  la  fomme  de  cette  progreffion ,  où 

I  22, 

,iw==oo      ,;^  =  oo^ona — 22 -^—^ 


a  = 

3  

00 

00 

ocf 

— 

f 

00 

00 


00 


1  X  ^  (  3 1  a  )  grandeur 


00  00  00 

00       —  I  00—1  00 


finie  ^  ce  qui  fait  voir  qu'il  n  y  a  dans  la  progreflîon  quun 
nombre  fini  de  termes  finis. 

3  j'4.  Les  différences  xle  cette  progreffion  étant  auffi  en 
progreffion ,  Ôc  en  même  progreffion ,  il  y  en  a  une  infinité 
d'infiniment  petites ,  6c  un  nombre  fini  de  finies.  £t  en  effet 

leur  fomme  eft  i 55-  =  i. 

3  y  y.  En  général  de  ce  que  les  différences  des  termes 
'd'une  progreffion  géométrique  font  en  même  progreffion^  il 
fuit  que  les  différences  font  d'autant  d'otdres  différensque  les 
termes^  &  en  nombre,  pareillement  fini  ou  infini  dans  chaque 
ordre.  Car  la  progreffion  des  différences  a  le  même  multi- 
plicateur perpétuel  que  la  progreffion  primitive  {6S),&i  ceft 
uniquement  de  la  grandeur  de  ce  multiplicateur  que  dépend 
celle  des  pas  d'une  progreffion;  ou  >  ce  qui  eft  le  même ,  c'eft 
en  vertu  de  la  grandeur  de  ce  multiplicateur  qu'elle  s*éle  ve  à 
des  ordres  fupérieurs  à  ceux  de  fbn  origine  y  &  y  féjourne 
plus  ou  moins ,  d'où  il  fuit  que  dans  la  progreffion  primitive 
&  dans  celle  des  différences  >  tout  fera  le  même  à  cet  égard* 

Cela  n'emporte  pas  que  dans  la  progreffion  primidve,6C 
dans  celle  des  différences ,  les  ordres  différens  foient  les 
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mêmes  dans  chacune  >  car  les  différences  peuvent  être  d'un 
ordre  inférieur  aux  termes  de  la  progteflion  primitive  >  par 
;  exemple  infiniment  petites  >  les  ternies  étant  finis  :  mais  il  y 
aura  autant  d'ordres  difFéreas  dans  une  progrefllon  que  dans 
l'autre ,  &  les  mêmes  féjours  ;  &  s'il  n  y  a  qu  un  ordre  dans 
la  primitive  >  il  n'y  en  aura  qu'un  y  mais  inférieur  dans  celle 
des  différences*  Ainfi  dans  la  progreflîon  des  puiffances  de 

n^  5 qui  eft -H-  2 Q^  ==  i.  2^.  2^  ,  &c.  2 00"  ==  2  ; 
&  qui  n'a  que  des  termes  finis  5  la  progreflîon  des  différences 
n'a  que  des  termes  de  Tordre  ae  -^. 

V  *  00 

S  S  6.  De4à  même  fuit  encore  ce  qu'on  a  dit  tant  de  fois^ 

que  00  ^  —  I  efl  une  grandeur  finie  :  car  fi  elle  n'étoitpas 
finie  ^  elle  feroit  infiniment  petite  ^  or  elle  ne  l'eft  pas.X  eft  la 

X  a 

différence  des  deux  i"^  termes  de  la  4fi.  00^  .00^  ,  &c. 
00>qui  n  a  des  termes  que  de  Tordre  du  Fini  &  de  00.  Donc 
la  progreffîon  des  diflférences  n  a  des  termes  que  de  deux 
crares.  Certainement  elle  en  a  à  fon  extrémité  qui  font  de 
Tordre  de  00  ^  car  Tintervalle  qui  eu  entre  i  &  00  efl  divifé 
le  plus  inégalement  qu'il  fe  puiffe  (72  )^  donc  elle  n'a  des 

termes  que  de  Tordre  de.oo  &  de  celui  du  Fini.  Donc  00^ 

I 

moins  fon  i  ^^  terme  1  ^  ou  00  ^  —  i  ;,  n  eft  pas  un  Infini- 
ment petit  >  mais  une  grandeur  finie. 
3  y  7.  Mais  je  dis  en  même*temps  que  cette  grandeur  finie  ^ 

qui  eft  une  fraftion  >  eft  fi  petite ,  qu'élevée  au  quarré^  elle 

I 

devient  infiniment  petite>  c'eft-à-dire  >  que  i 200^ 

oo<»  ==:^,ou,  ce  qui  eft  le  même  ^  200  <»  —  00 '^ 


'— ^» 


aoo*  — 00  «>  eft  la  différence  du  double  de  o©«»  à 
ion  quatre  :  oi  tout  nombre  compris  entre  i  &  2  9  comme 
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4 

1 

_  • 

oo  «>  ,  eft  tel  que  fon  double  eft  plus  grand  que  fon  quarré, 
cette  différence  allant  toujours  en  décroiflant  jufqu  a  2  ^  qui 
a  fon  double  6c  fon  quarré  égaux. 

Soit  en  général  ce  nombre  moyen  entre  i  &  2 ,  i  4-  JL  , 

la  différence  de  fon  double  &  de  fon  quarré  eft  i  —  — .  Or 


fi  on  déterminé  1  H — î-  à  être  00^  ,  la  différence  ï  — r~ 
devient  i —  ^  ce  que  je  prouve  ainfî* 

oc  <»  eft  tel>  qu'élevé  à  la  puiffanceoo>  il  efl==  00,  donc 
auffi  I 


ou 


Donc 


00 


00.    Pour  cela  il 


faut  néceffairement  que  x  -H  i    ne  foit  que  d  un  ordre  au 
deffus  de  :v^  •  Mais  tant  que  dariis  iH-  — ,  x  fera  un  Fini 


déterminable ,  x-^i    fera  d'une  infinité  d'ordres  au-deifus 

— —  00 
de  x^  ;  &  au  contraire  fi  x  étoit=^oo,  ;c-l-i     & :t  ^ 


feroient  du  même  ordre  (  241  ôc  242 }  >  ce  qui  appro<^he 


infiniment  plus  de  ce  qu'il  faudroit.  Donc  afin  que  x  •+•  1 
&  X  ^  ne  diffèrent  que  d'un  ordre  précifément ,  il  faut  que  x 
foit  le  plus  grand  Fini  indéterminable  poffible.  Or  les  plus 
grands  Finis  de  cette  efpeçe  font  ceux  qui  dès  l'élévation  au 
quarré  deviennent  infinis.  Donc  tel  eft  x  dans  i 


00  ^  .  Donc  la  différence  i 


XX 


:i  — .  Donc*  &c.* 

00 


358.  Donc  il  y  a  des  grandeurs  finies  indéterminables  en 
fetitejje ,  comme  U  y  en  a  de  finies  indéterminables  en  gran- 
deur ^  c'eft-à-dire  >  que  comme  celles-ci  élevées  à  une  puif- 
ûncQ  finie  montent  d  ordre  >  les  autres  baiffent^  &  la  feule 
analogie  d'oppofition  auroit  fufB  pour  le  faire  conjeâurer. 

5^p.  Il  fuit. 6c  de  cette  analogie  &  de  la  nature  même 
de  la  chofe^  que  le  Fini  indéterminable  en  petiteffe ,  étant 
multiplié  par  Tlnfini  ^  peut  demeurer  Fini  ^  comme  le  Fini 
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indéterminable  en  grandeur,  multiplié  par  le  Fini^  devient 
Infini,  pourvu  que  le  Fini  qui  le  multiplie  foît  d'une  certaine 
grandeur.  En  effet  le  Fini  indéterminable  en  petitefle  étant 
moyen  entre  i  &  -L.,&  —  xoo  n  étant  que  i ,  le  Fini 

indéterminable  en  petitefle,  multiplié  par  oo^peut  bien  n'être 
qu  un  nombre  Fini  plus  grand  que  i. 

35o.  Quand  on  a  pris  oo^^  —  i  =  ^,  cet  x  eft  vifî- 

fl 

blement  le  même  que  celui  qui  entre  dans  i  H-  -j-  ==  oo"^  * 

I  % 

(3^7).  Donc  dans  la  fomme  de  la  ~  !•  00^  .  00  ®®  ,   &c. 
00 ,  qui  eft  ^  oc  (  3 1 3  )  >  a:  eft  un  Fini  indéterminable  en 
grandeur ,  &  la  fomme  eft  plus  grande  dans  Tordre  de  00  que 
fi  X  étoit  un  nombre  Fini  déterminable  quelconque ,  mais 
elle  ne  va  pas  jufqu'à-être  de  Tordre  de  ooMl  faudroit  pour 
cela  qu  elle  fût  x^  00.  • 
conTiàiré^      3<Ji,  Quand  OH  a  une  Suite  quelconque  compoféedc 
tion  dl toutes  nombres  entiers,  les  uns  finis ,  &  les  autres  infinis  ^  on  la  peut 
^^'n^*T  ^  *  changer  en  une  Suite  de  fradions ,  dont  les  dénominateurs 
^hMgies'ên  feront  tous  les  termes  de  la  Suite  des  entiers ^  &  i  le  numé- 
j^^  JL^  ^^.  tateur  perpétuel  &  confiant  ;  Ôc  alors  tous  les  termes  qui  dans 
^        la  i'^  Suite  étoient  finis ,  demeureront  finis  dans  la  2^« ,  & 
ceux  qui  dans  la  1  ^^  étoient  infinis ,  deviendront  infiniment 
'    petits  dans  la  2^^  Ce  fera  encore  la  même  chofe^  fi  tous  les 
numérateurs  font  inégaux,  mais  finis.  On  en  a  déjà  vu  un 
exemple  dans  Tart.  j  5  6.  Donc  en  réduifant  toutes  les  Suites 
de  la  Seûion  précédente  en  frayions  qui  aient  toujours  pour 
numérateur  i ,  ou  un  nombre  fini  quelconque ,  ou  enfin  tou^ . 
jours  des  nombres  finis  différens  pour  diflPérentes  Suites ,  ou 
difFérens  pour  une  même ,  on  faura  tout  d'un  coup  fi  ces 
nouvelles  Suites  auront  un  nombre  fini  ou  infini  de  termes 
finis  ou  infinimer\t  petits ,  &  par  conféquent  fi  leurs  fommes 
feront  finies  ou  infinies,  puifquon  fait  fi  les  Suites  primiti- 
ves ont  un  nombre  fini  ou  infini  de  termes  finis  ou  infinis. 
3  (Ji .  Donc  fi  la  Suite  naturelle  A  devient  ^ ,  c'çft- à-dire  j 
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\y  \>  \  y  &c ,  ^ ,  la  fomme  en  eft  infinie ,  car  /^  a  un  nom» 

bre  infini  de  termes  finis  qui  demeurent  Finis  dans  — .  Dç 

plus  les  Infinis  àcA,  qui  font  en  nombre  infini,  &  plus  grand 
que  celui  des  Finis  >  deviennent  dans -des infiniment  petits 

en  nombre  infini  y  dont  la  fomme  eft  finie  ^  &  par  conféquent 
fe  joint  aux  termes  finis  de  -^ ,  6c  eft  utile  à  la  fomme  totale*- 

Cette  fomme  totale  infinie  eft  beaucoup  moindre  que  oc  > 
fomme  des  Unités ,  puifque  chaque  terme  fini  de  ^  eft  moin- 
dre >  &  toujours  moindre  que  i  y  ôc  que  ^  a  une  infinité 

d'infiniment  petits. 

3^5.  Puifque  j^  na  qu'un  nombre- fini  de  termes  finis  ^ 
&  tous  les  autres  infinis  (  210  ) ,  la  Suite  i-i- ,  ou  t  ;  î  ^  1  ^  &c^ 

-—  i  ne  peut  avoir  qu'une  fomme  finie. 

Il  eft  démontré  félon  d'autres  méthodes  que  ~  a  une 
fomme  infinie  >  &  -4"  ^ne  fomme  finie  y  d'où  il  fuit  néceflai- 
rement  qu'une  infinité  de  termes  qui  étoient  finis  dans  — 
ont  ceflé  de  Têtre  dans  -^y^y  font  devenus  infiniment 
petits,  c'eft-à-direj  qu'une  infinité  de  ~  finis  font  devenus 
infiniment  petits  >  étant  ^y  ou  que  x  fini  eft  devenu  infini  ^ 

étant  x^  y  ce  qui  prouve  invinciblement  à  pftermi  tout  le 
Paradoxe  des  Finis  indéterminables.  Car  fi  on  prétend  que 
tous  les  Finis  de  A  font  demeurés  finis  dans  A^  y  donc  il  y  a 
une  infinité  de  termes  finis  dans -^ ,  auffi-bien  que  dans -^^ 

donc  elles  ont  toutes  deux  une  fomme  infinie  y  quoique  celle 
de  -i-  foit  la  moindre.  Donc  le  contraire  d'une  vérité  conf-^ 

tante  &  reçue  feroit  démontré. 

5  54.  Puifque  ^^  a  un  nombre  infini  tant  de  00  que  de 
00*  (210),  —aun  nombre  infini  tant  de—  que  de--i-  •  6c 

pat  conféquent  tous  fes  infiniment  petits  font  utiles  à  fat 
fomnie. 

^6y  II  eft  aifé  de  voir  que  toutes  1^^-^^  »  étant  >   t  y 
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n'auront  que  des  fommes  finies ,  &  toujours  décroiuantes  juf- 

qu*à  celle  de  x*  >  qui  eft  la  Suite  i«  >  a«  >  j*  ^  &c.  oo»  > 

dont  la  fomme  n  eft  que  le  i^'  terme  ^=  ï  ,  puifque  2«^ 

étant  infiniment  grand  par  rapport  à  i ,  6c  infiniment  petit 
par  rapport  a 3^  /&  5^  infiniment  petit  par  rapport  à 

4^  ,  &c.  (  25P  &  240 )>  1»  difparoît devant  1 ,  30P  devant 

Un  plus  grand  détail  de  ce  qui  regarde  les  Suites  moyen^ 

nés  entre  3F  &  ^«>  fe  préfentera  de  foi-méme. 

3  é  tf .  Toutes  les  Suites  AT  depuis  AT=z  A^  ou  depuis 

/jî*  jufqu  a  yfoT  j  ayant  une  infinité  croiflante  de  termes  finis 
(250^  254,  2yp,  2(fo)^les  Suites-^  qui  font-lp, -^> 


X 

% 


^i  &c.  ^,  ou-J^  ,  -v>  -V>  &c-  -V^ou^,-V 

X  ».  T  T      .      î  '^  7"      ^^ 

iJL*  j  ôcc.  --^  3  &c.  ont  des  fommes  infinies  ;  ôc  comme  les 

I  00 

termes  de  ~-  font  plus  grands  que  leurs  correipondans 
(dans  —V I  ceux  de  -^  plus  grands  que  Jeurs  correfpondans 
dans  -7-  >  &c.  ces  fommes  infinies  des  -^  font  croiflàntes , 

.    aT  jfT 

tant  parce  que  le  nombre  de  leurs  termes  finis  eft  toujotirs 
plus  grand  j  <jue  parce  que  leurs  termes  font  toujours  plus 
grands.  La  première  de  ces  Suites  >  qui  eft  -i^=— ,  jsi^ 

A'T         ^   ' 

\  ^  &c.  ^ }  a  une  fomme  infinie  beaucoup  moindre  que  00 

(îtfa). 
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{162).  La  dernière  Suite  -V  eft  b=3  yf  ^^  parce  que  tous 

t 

les  termes  des  A  "«  font  s=  i ,  horfinis  le  dernier  (  2  57  ) ,  fie 

X 

la  fomme  de  -^  qo"  eft  =3  oo  i26^).  Donc  toutes  les  fommes 
infinies  croiflantes  des  --—  font  comprifes  e^tre  un  Infini 

AT 

beaucoup  moindre  que  00^  &  00. 


•— .1 


3  57.  Puifque  toutes  les  /f  "  ,  dont  la  première  t^A^i 
<6c  la  dernière  >f  (  27 1  ) ,  ont  un  nombre  infini  décroiflant  de 

termes  finis  (  173  ) ,  les  -^  qui  font  -~- ,  -ij- ,  -^ ,  ficç; 

uT^      '  .*       .*      ,' 

Cû*  T  1  i  .  T  444 

«  *  I  00  1*1 

i6cc.  ^  i  àLc.  auront  des  fonunes  infinies  >  mais  décroiflfan^ 

00* 
jces  y  tant  parce  que  le  nombre  de  leurs  termes  finis  eft  dé< 

croifiant  ^  que  parce  que  les  termes  de  -4  font  plus  petits 

AT 

gue  leurs  correfpondans  dans  -^  >  ceux  de  ^  plus  petits 

jquç  leurs  correfpondans  dans  ~  ^  &c«  La  première  de  ces 

aT 

Suites  >  qui  eft  ~  ^  a  une  fomme  plus  grande  que  celle  dq 

A  * 

^2  (  3^^)  *  &  la  dernière ,  qui  eft  ^ ,  a  une  fomme  beau- 
coup moindre  que  00.  Donc  le  nombre  infini  des  fommes 
infinies  décroifTantes  des  —^^  eft  compris  entre  deux  Infini^ 

înoindres  que  oo. 
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3^6S.  Puîfque  les  yi*^^j  dont  la  première  eft  -^"^esa  -^'^ 
&  la  dernière  ^ ,  n  ont ,  tant  que  n  eft  fini  déterminable  f. 
qu'un  nombre  fini  de  termes  finis  >  mais  croiffant  (281)^ 

toutes  les  —V*  ^^  ^  ^^^^  ^^^^  déterminable ,  qui  font  -^  ^ 

/     r  ï  ¥  T  T  î  T 

%  S  00  t  1  s  00 

2.  ^  ^  >  *-T^  ^^'  "^>  ^^'  auront  des  fommes  finies  j^ 


4.4  4 

«        I  00 


knais  croiflantes  >  tant  parce  que  le  nombre  des  termes  finis 
ipft  croiflant^que  parce  que  les  termes  de  -V  font  plus  grands 

ique  leurs  coitefpondans  dans  -^^^  ainfî  de  fuite»  Et 

comme  -^  n*a  quune  (bmme  finie  (3^3)>  &  que  -^  en  a; 
tme  infinie  beaucoup  moindre  que  00  ^  toutes  les  fommes 
îdes  -~-  moyennes  feront  comprifes  entre  ces  deux  termesi^ 

An--»' 

55p*  On  trouvera  de  même  que  ^  (282)  qui  eft  -^^ 
n  >  n  i  &<^'  -^'—  ^  n'a  qu  une  fomme  finie. 

570.^  Selon,  Tàrticle  2$6,  les  ■—>  qui  font  -i^;  -L.j 

»  »  y         i  y  T  î 

I  00  I  »  )  00  t 

•rr  >  -j-  >  &c.  ~^  )  &c.  aotont  dies  fommes  finies ,  tant 
*       i.  00 

que  »  fera  fini.  Et  comme  la  première  de  ces  Suites  f  qui  e(t 

■-^  =:  ~- ,  n'a  qu'une  fomme  finie  ^3(5>)  >  &  <Hie  la^ 
4,-         ^' 
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dcrnîçtç  i  qui  eft  -~ ,  a  qne  ibmme  infinie  j  puifque  -4  «> 

a  une  infinité  de  termes  finis  {29^  )y  toutes  les  fopimes  des 
~  feront  croiflantes  depuis  le  Fini  )ufqu  a  un  Infini ,  &  cet 

Infini  fera  moindre  que  00  >  puifque  les  ternies  de  -V  ^^ 

A^ 

pour  la  plus  grande  partie  moindres  que  des  Unités  >  6c  que 
cette  Suite  a  des  Infiniment  petits. 

37K  Selon  lart.  ;î84,  -i^,  qui  eft  ^  ,  ^,  -JU,  &a 

^r  T       r       T 

^^^  aura  une  fomme  infinie  >  mais  moindre  que  celle  des 

IJnités  ^  puifque  tous  fes  termes  font  des  firaâions  moindres 
9«®  I-  -^>  qoi  eft  félon  Fart.  301,  -^,  ^,  -^  ,  &c. 

^  >  n'aura  qu  une  fomme  finie  j  qui  fera  d'abord  formée  d« 

.1*"^  terme  -~  »=  i  ^  devant  lequel  difpatoîtcont  les  termes 

I 

z 

fui  vans  ;  qui  font  des  infiniment  petits  d^or dres  difiêrens; 

Mais  comme  cette  Suite  au  contraire  de  (a  génératrice  A  ' 
eft  croifiante  depuis  (on  5"^^  terme  y  elle  aura  à  fon  extrémité 
fes  plus  grands  infiniment  petits^  &  comme  elle  en  peut  avoir 
au  moins  dans  fon  dernier  ordre  un  nombre  infini  (  30P  )  ^  ils 
feront  en  ce  cas  une  fomme  finie  qui  s'ajoutera  à  i  pour  fiiire 
la  ibmme  totale  ^  qui  ne  fera  formée  que  de  termes  pris  aux 
deux  extrémités  de  la  Suite.  Que  fi  elle  n'a  pas  dans  fon  der- 
nier ordre  un  nombre  infini  d'Infiniment  petits  >  toute  fa 

fomme  ne  fera  que  i.  Donc  les  "Z  moyennes  entre  ~ 
^  *i-5  auront  des  femmes  décroiffantes  depuis  un  Infini 
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moindre  que  oo  ,  jufqu  à  un  très-petit  nombre  fini.  Ce^ 
fommes  feront  infinies ,  tant  que  n  aura  des  valeurs  finies ,  & 
même  quand  il  aura  un  certain  nombre  infini  de  valeurs  in- 
finies (306}. 

372*  Puifque  2  na  quun  nombre  fini  de  puiflances 
finies  (228  ),  &  à  plus  forte  raifon  tous  les  autres  nombres 
plus  grands  que  x  >  la  Suite  des  puiffances  d'un  nombre  n  fini 
étant  réduite  en  fraûions  *  qui  fera  — ,-ir^7ri&c.  -43> 

naura  quune  fomme  finie  >&  d  autant  moindre  que  n  fera 
plus  grand.  Et  en  effet  >  cette  Suite  étant  une  progreffion 

géométrique  ^  on  trouvera  aifément  que  la  fomme  en  eft  j^îti» 

Si  >  par  exemple ,  n  ==  z ,  la  fomme  de  la  Suite  infinie  des 
puiflances  de  ^  >  à  commencer  par  {y  eft  i^celle  des  puiflances 
de  f  eft|,  celle  des  puiflances  de  \  eft  7,  &c.  &  même  celle 

'des  puiflances  de  ~  eft  -tt^—  ==  r^f  car  toute  la  fomme 

fe  réduit  au  i  ^'  terme  de  la  Suite. 

373.  Quand  un  nombre  infini  de  Suites  ont  toutes  leurs 
Tommes  comprifes  dans  le  même  ordre ,  il  faut ,  ou  que  les 
différences  de  ces  fommes  foient  toutes  de  l'ordre  inférieur  > 
ou  qu  il  y  ait  un  nombre  fini  de  ces  différences  qui  foient  de 
Tordre  fuppofé,  &  un  nombre  infini  de  Tordre  inférieur.  Dans 
!e  i^^  cas,  les  fommes  de  deux  Suites  confécutives ,  ou  qui 
ne  font  qua  une  diftance  finie  Tune  de  Tautre,  font  égales^ 
ou  infiniment  peu  inégales  ;  dans  le  2^ ,  il  y  en  a  un  nombre 
fini  d'inégales  ,  &  un  nombre  infini  d  égales ,  ou  du  moins 
d*infiniment  peu  inégales,&  elles  tendoienc  toutes  à  Pégalité,. 
De-là  il  fuit ,  que  fi  de  ce  nombre  infini  de  Suites  on  voit 
que  les  premières  aient  des  fommes  inégales,elles  font  toutes 
dans  le  2*  cas  >  &  leurs  fommes  tendent  à  l'égalité  >  &  en 
approchent  d'autant  plus  que  les  Suites  font  plus  avancées 

dans  leur  cours.  Donc  les  fommes  des  Suites  -^l  étant  toutes 

comprifes  dans  Tordre  du  Fini  j  dès  que  n  ===  i  (  3  5;  ) ,  &  les 
premières  de  ces  fommes  étant  manifeftement  inégales^  elle§ 
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tendent  toutes  à  l'égalité  ;  c'eft-à-dire^  que  par  ex.  la  fomme 

de  ~  approche  plus  d'être  égale  à  celle  de  -j^ ,  que  celle  de 

~  n'approche  d'être  égale  à  celle  de  -i^.  De  même  les  fom- 

mes  des  -7-  de  lart.  ^^6 ,ài  plufieuifs  autres  qu'il  fera  aif(| 

de  voir ,  tendront  à  l'égalité. 

5  74.,  Si  Ton  réduit  en  fraftions  la  progreflîon  géométrî-    confidéré* 

*  '^  tian  de  Is 

que  G,  correfpondante  à  /f ,  ce  qui  donne  -^-^i  «==  — ^ .  smte  i  cor^. 


00        refpondantê 


y  &c.  -~-  ==  —  i  la  fomme  en  eft  infinie  •  i  ~, 


_  00 


{)uifque  G  a  une  infinité  de  termes  Finis,  &  un  nombre  feu- 
ement  fini  d'Infinis.  Mais  cette  fomme  efl  moindre  6c  beau- 
coup moindre  que  00  >  puifque  -^  n'a  que  des  termçs  moin-^ 

dres  que  i ,  excepté  le  i  ^' ,  &  toujours  décroiffans ,  ôt  qu'elle 
a  des  Infiniment  petits  y  ôc  d'ailleurs  la  même  fomme  eft  plus 
grande  que  celle  de  ^  qui  eft  infinie  {3  6 2) y  puifque  les  ter- 
mes de  A  étant  tous  plus  grands  que  ceux  de  G>  excepté  les 
deux  extrêmes  >  les  termes  de  ^  font  plus  grands  que  ceux 

57^.  La  grandeur  eft  fufceptible  de  diminution  à  TinfînL    vifermn 
Donc  quelque  partie  que  je  retranche  de  ^ ,  je  puis  encore  ^^ê^'w  À 
retrancher  une  partie  du  refte ,  &  encore  une  partie  de  ce  2^  „ies  de  u 
refte,  &  je  trouverai  toujours  à  retrancher,  pourvu  que  jq grandeur 
ne  retranche  aucun  refte  entier  ;  or  je  n'y  ferai  jamais  obligé  >'^'^**         ^ 

{)uifqu^un  refte  quelconque  fera  toujours  une  grandeur.  Donc 
a  grandeur  eft  divifible  à  Tinfini ,  ou  en  une  infinité  de  par- 
ties. On  a  déjà  vu  dans  cet  Ouvrage  quantité  de  chofes  qui 
prouvent  néceffairement  cette  divifibilité  à  l'infini ,  ou  qui 
s'y  accordent. 

37(f.  La  grandeur  n*eft  divifible  quen  parties  qu  elle  a 
réellement.  Un  Pied^parexemple^n'eft  divifible  eni  2  pouces 
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que  parce  qu  il  les  a.  Donc  la  grandeur  a  réellement  une 

infinité  de  parties* 

577*  Puifqu  elle  les  a  réellement,  cette  infinité  de  parties 
conçues  comme  fàiiant  une  Suite  infinie  de  grandeurs  >  ne  fe* 
ront  toutes  enfemble  que  a^  qui  eft  le  Tout  quelconque  fup-' 
pofé>  ou,  ce  qui  eft  le  même,  cette  Suite  infinie  aura  une 
lomme  ==  a.  Il  ne  refte  plus  qu'à  voir  quelle  doit  être  cette 
Suite  infinie ,  ou  dans  quel  ordre  Tes  grandeurs  doivent  être 
dilpofées. 

578.  Il  eft  clair,  1^.  Que  la  Suite  doit  être  toujours  dé- 
fcroiflante.  2^*  Qu'il  faut  qu'il  n  y  ait  aucun  de  fes  termes 
qui  ne  ro}(p4ine  partie  de  (u  5*.  Qu'il  faut  cjue  chacun  ett 
foît  une  partie  différente  de  toute  autre.  Or  )e  remplis  ces 
trois  conditions,  fi  ayant  pris  d'abord  ^  de  a ,  ce  qui  donne ' 
pour  I*'  refte  7  ^ ,  je  prens  7  de  ce  1"  refte  ,  enfuite  7 
du  2*, 4  du  3°'*,  &c,  à  l'infini;  car  par  ce  moyen  il  n'y  a 
rien  daas  a  qui  ne  devienne  à  fon  tour  7 ,  &  une  moitié 
<iifFérente  de  toute  autre  ;  d'ailleurs  je  prens  toujours  tout 
ce  qui  eft  moitié ,  6c  toutes  ces  moitiés  font  décroiflantes. 
Ce  fera  le  même  raifonnement  fi  je  prens  d'abord  f ,  j ,  &c. 
enfin  une  partie  quelconque  de  ^ ,  &  qu'enfuite  je  prenne 
fur  tous  les  reftes  à  l'infini  une  partie  du  même  nom  j  c'eft^ 
3-dire ,  toujours  f ,  ou  toujours  \ ,  &c. 

37P,  Donc  a  eft  compofé  d'une  infinité,  ou  de  moitiés i 
ou  de  tiers ,  &c.  enfin  de  parties  de  même  nom  inégales  fie 
décroiilantes ,  au  lieu  que  fi  on  prend  ces  parties  de  même 
nom  égales ,  a  n'en  a  qu'un  nombre  fini. 

3  80.  Si  ayant  pris  d'abord ,  par  ex.  7  ^ ,  je  prens  enfuite  \ 
'du  I*' refte,  ^  du  2<i,7du  3"%  ôcc.  il  eft  clair  que  je  pren-, 
drai  moins  que  les  moitiés  de  tous  les  reftes ,  fie  par  confé- 
cjuent  quoique  je  prenne  un  nombre  infini  de  parties  de  a , 
)e  n'aurai  pas  pris  a  entier ,  parce  que  je  n'aurai  pas  pris  tout 
ce  qui  étoit  dans  a^  mais  feulement  à^s  parties  moindres  que 
celles  qu'il  pouvoir  me  fournir.  En  un  mot ,  les  divifions  in^- 
finies  ne  feront  pas  tombées  fur  a  entier ,  mais  feulement  fur 
une  certaine  portion  de  a^  divifible  auffi  à  Pinfini,  fie  n  auront 
pas  touché  à  l'autre  portion. 
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^^i.  Il  femble  qu'il  y  ait  au  contraire  une  manière  de 
&ire  fur  a  une  infinité  de  divifions  qui  prennent  plus  que  a. 
Telle  eft  la  Suite  infinie  ia^\ay^ay\ay  &c.  où  dès  qu'oa 
a  pris \ay\ay^ay  ona  f|  a  plus  grand  que  a.  Mais  ce 
n'eft  pas  là  fiiire  fur  a  une  infinité  de  divifions  >  ou  prendre 
une  infinité  de  parties  de  ^ ,  puifqu  avant  la  fin  de  la  j"^  di- 
vifion,  a  eft  déjà  épuifé.  Ceft  feulement  concevoir  différen»* 
tes  grandeurs  décroifiantes  rapportées  à  ^  ^  dont  la  l '^  eft 
=  ^^,  la  7.^^=\ay\à  y^''z=^ay  &c.  Et  quoique  cha- 
cune en  particulier  puifie  être  confidérée  comme  partie  de  a^ 
toutes  prifes  enfemble  n'en  font  pas  parties» 

382.  Si  après  avoir  pris  d'abord  -^  ^  ^  par  ex.  Je  prcnS^ 
tine  partie  du  i^'  refte  qui  foit  d'une  plus  grande  dénomina^ 
tion  que  7^ ,  comme  \ ,  enfuite  \  du  i^  refte ,  &c.  il  eft  biert 
yrai  cpie  je  ne  prendrai  que  de  véritables  parties  de  ^  ^  & 
différentes  les  unes  des  autres  >  mais  je  ne  les  prendrai  qu'ers 
nombre  fini  y  ôc  égales  ^  6c  dans  cet  exemple  ce  feront  dix^ 
il  0°*"  parties^ 

383.  Donc  en  prenant  toujours  (ur  a  des  parties  dune^ 
fenême  dénonrnnation  y  on  en  prend  une  infimt'é  d'inégales  ^ 
de  décroifiantes >  6c  on  prend  a  entier  (378).  Si  on  prend 
des  parties  d'une  dénomination  toujours  moindre  y  on  en 
prend  Bœ  insfinité  d'inégales  6c  de  déccoiâkates  ^  mats  oti? 
prend  moins  que  a  {  37^  ).  &  on  pread  des  parries  d'une^ 
dénomination  toujours  plus  grande  y  on  prend  a  entier  >  maisr 
pn  ne  prend  qu'un  nombre  fini  de  parties  égales  ( 3^  ^ )• 

584.  Donc  il  n'y  a  que  deux  manières  de  faire  une  iufînP 
té  de  divifions  fiir  a.  La  i'^  prend  coat  ce  qui  eft  ààm  ^  ^  6c 
la  1^  ne  prend  pas  tout. 

38;.  Selon  la  i  "  manière  y  il  faut  dotic  prendre  un  nom-  mvificn  sH 
fcre  confiant  ^,  plus  grand  que  a ,  q^i/era  le  divifeur  perpé- 1^^  gr^ndemr 
tuel de a^ 6c de tou$ fes feftes y  dCon «ira une Suke infinie  J^^Ju  de' 

dont  k  ibmme  fera  =  ^«  j  fera  le  1^^  terme  de  cette  ^aite»/^»^^^»^ 

gref/tùn  géo^ 
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refte  divifé  pat  ^ ,  fera  ~^ ,  a«i  terme  j  &  ~=^  étant 

encore  ôtés  de  « ,  le  2<»  refte  fera  a  —  j ^r-  == 

-ilriiiit^,  &ce  refte  divifé  pat  h  fera^^^-J^^-^'s"' 

terme.  

Qt  le  a^  terme  — j; —  =  — p — •  *-e  3.     "        Jl 

b  —  ly»^  On  trouvera  de  même  que  le  4"»  terme  fera 
Il2i ,  &  ainfi  de  fuite ,  deforte  qu'on  aura  la  Suite  infinie 
décroiflânte  ^  .  1=1^  J=^  J=^>  &c.  jofqaà 


J  — I  Xif 


t— 1  X^  ^^  ^  —  I     X4 


385.  On  voit  d  abord  que  cette  Suite  eft  une  progreffiort 
géométrique  dont  f  eft  k  i  ^'  terme  >  &  le  multiplicateur 


=iU?' 


587.  Si,  pour  avoir  la  fomme  de  cette  progrefllon  9  ott 
jr  applique  la  Formule  *„^*9  on  trouvera  que  «  de  la  For-; 

taufe  étant  ici  »  j  ,  I»  *=  ^:=i  ,  &  »  =  00 ,  ^«w"  devient 


■I  .00 

4-  X  -~  :  or  i^  —  I*"  étant  infiniment 


i-  eft  Une  s'tandeur  infiniment 


-  V  9 

idte  j  qui  par  conféquent  dans  le  numérateur  de  la  Formule 
^î»»  —  a  difparoît  devant  —  a  =»  —  i.  Donc  il  ne 

jccfte  que  •—  j  divifé  par  m  -—  i ,  c'eft-à-dire  —  j  divif© 

pat 
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par*     ^     ^  ou  —  y  divifé  par ^^^ — ,  ce  qui  eft  j  =  a, 

ibmme  de  la  progreflîon  ,  comme  on  avoit  trouva  par  le 
feul  raifonnement  que  cela  devoir  être. 

388.  Il  n'y  a  point  de  grandeur  qui  ne  puifle  être  expri- 
mée par  une  infinité  de  différentes  progrellions  géométriques 
décroiflantes  :  car  la  valeur  de  a  ayant  été  déterminée  j  ont 
peut  donner  à  b  une  infinité  de  valeurs  différentes  y  pourvu 
que  b  foit  plus  grand  que  ^  (  3  8  j  ). 

Par  exemple ,  fi  ^  ==  2  ^  &  ^  ==s  3  ^  on  aura 

..     1      xxi4Xi8xx      - 

Si  ^  =  4 ,  a  étant  toujours  ==  2 ,  on  aura 

..      *       5X*      P><*      ^7X1      -^      

••      4         i^  ^4  zs6    ^ 

nii     '•    -i       ^        '^      il     Arc    o 

4  1^  64  2f^^ 

pu    TT*    —   •  -r-  •  •—    •   — T  J  OtC    ■  2» 

2  8  32        128 

D'où  Ton  voit  ^ue  h  étant  fucceflivementï==  ^^'==^^  &c. 
il  y  aura  une  infinité  de  progreffions  géométriques  décroif- 
iàntes  dont  la  fomme  fera  =  2. 

3  8p,  Si  tf  ==  I  >  tous  les  termes  qui  fuivent  le  i^^  y 

■  '   '    Il 

-i-  ne  font  plus  que  ^^Ti'  »  **  ^^^'^^  fucceffivement  i , 

a,3j&c. 
Par  exemple  ,Ç\b  =s  2  >  on  a 

Si  b  =  3  j  on  a 
^  i.    ±    ±   -i    &:c  — t=i 

Si  b  =  4  ^  on  a 


*7       o.^    3 


co 
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3P0.  Les  progreflîons ,  qui  feroient  les  puiffances  confé- 
cutives  à  Tinfini  d'une  fràftion  quelconque  v  >  n'appartien- 
nent point  à  cette  Théorie  >  fî  ce  n'eft  quand  n  ==  i  ;  car 
hors  de-là  ce  ne  font  point  des  Suites  qui  prennent  toutes 
les  parties  de  i  félon  fart.  578  ^  mais  elles  prennent  moins 
félon  lart.  379.  Auffi  a-t'on  vu  dans  Tart,  précédent,  que 
fi  on  a  pris  d  abord  j  d  un  Tout ,  il  faut  pour  prendre  le 
Tout ,  prendre  enfuite  f  ^  î^  j  &c.  &  non  pas  f ,  ~  ^  &c.  ce 
qui  feroit  la  Suite  des  puiffances  de  \  ;  que  fi  on  a  pris 
d^abord  ^ ,  il  faut  prencfre  enfuite  ri^iiy  ^^*  ^  ^^^  P^^ 
h  y  h*  ^^  ^^^^  d'ailleurs  par  Fart*  372 ,  que  la  fomme  des 
puiffances  à  l'infini  Àc  -i-  efl  ==:  ^^  :  or  ;^  efl  toujours 

une  fra£lion,  fi  ce  n'efl  quand  »==  a,  ce  qui  fak  que  la  Suite 
é^s  puiffances  de  { ^  dont  la  fomme  efl  =  1  y  entre  dans  la 
Théorie  que  nous  traitons  préfentement^ôc  non  pas  les  autres. 
5pi.  Donc  fi  on  a  les  aeux  1"*  termes  d'une  progreflîon 
géométrique  infinie  décroiflànte  j  dont  les  deux  numérateurs 
ne  foient  pas  tous  deux  i>  elle  n'appartiendra  qu'à  la  Théorie 
préfente ,  &  l'on  verra  aifément  quelle  en  eft  la  fomme.  Car 

ceft  toujours  a^  c'eft-à-dire,  le  numérateur  du  1"  terme  j. 

Mais  comme  la  fradion  -j-  peut  avoir  été  réduite  y  &  par 

conféquent  les  autres  >  ainfi  qu'elles  le  font  dans  le  2,^  exem* 
pie  de  l'art.  3 88 ,  ou  f ,  ^ ,  &c.  font  devenus  7,  | ;  &c.  on 
n'auroit  plus  ay  qui  dans  cet  exemple  eft  2  >  &  la  fomme  de 
la  progreffion  :  mais  i  paroîtroit  être  Vï  ,  &  la  fomme  de  la 
progreffion  >  &  il  ne  l'eft  pas.  C'efl  pour  cela  que  la  connoif- 
lance  du  2^.  terme  efl  néceflaire  auffi.  Si  le  dénominateur  du 
a**  terme  efl  le  quarré  de  celui  du  i^',  il  n'y  a  point  eu  de 
rédudion  de  frayions,  &  par  conféquent  le  numérateur  du 
1*^  terihe  eft  ^ ,  qui  n'a  point  été  changé,  &  c'eft  la  fomme 
de  la  progreffion.  Mais  fi  le  dénominateur  du  2^  terme  n'eft 
pas  le  quarré  de  celui  du  1" ,  il  y  a  eu  une  réduûion ,  &  û 
faut  chercher  a.  Pour  cela  il  faut  voir  quel^  eft  le  plus  petit 
nombre  entier ,  qui  étant  coefficient  de  ce  dénominateur  du 
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2^  terme ,  le  rendroit  le  quatre  du  dénominateur  du  i  ^'  ;  ce 
coefficient  multipliant  auffi  le  numérateur  du  2^  teripe  >  &  te 
numérateur  &  le  dénominateur' du  i",  ne  changera  rien.à 
leur  valeur,  &  \ts  remettra  tous  deux  tels  qu'ils  étoient  ayant 
la  réduÛion. 

Ainfî  fi  on  a  pour  les  deux  1"* termes  f  &  7,  on  voit 
tout  d'un  coup  que  2  eft  la  fomme  de  la  progreffion. 

Mais  (î  on  a  f  &  I ,  il  faut ,  parce  que  2  eft  le  moindre 
coefficient  qui  puifle  fendre  8  quarré  du  dénominateur  du 
1  "  terme ,  qui  fera  alors  4 ,  tout  étant  multiplié  par  2  ,  il 

feut,  dis-je  >  changer  les  deux  termes  en  ^—=:^ ,  &  en  ^-^ 

£=  ^ ,  &  Ton  voit  que  2  eft  la  fomme. 
'    De  même  fi  on  a  pour  les  deux  1"'  termes  f  &  {^ ,  on 
voit  qu'en  multipliant  tout  par  2 ,  on  aura  7  &  ~  j  &  par 
çonféquent*4  eft  la  fomme  de  la  progreffion. 

S 9 2.  Puilque  a  étant  =  i ,  la  progreffion  eft  -ff-  -^l 


^  — ;     b^ 


^  ,  &c,  (  389),  il  fuit  que  deux  termes  quel- 


conques confécutifs  étant  pris  dans  la  Suite  naturelle ,  fi  on 
fait  une  Suite  dont  le  i"  terme  foit  i  divifé  par  le  plus 
grand  des  deux,  le  2.^ y  la  l'^puiffiince  du  moindre  divifée 
parla  2^* du  plus  grand,  le  3^^^  terme ^  la  2^*  puiffance  du 
moindre  divifée  par  la  3"^«  du  plus  grand,  &  toujours  ainfî 
à  l'infini ,  cette  Suite  eft  une  progreffion  géoniétrique ,  dont 
la  fomme  eft  =  i . 

'  Amfi^.ii..i,&c.  =  i. 

14       — *      -~* 
14       14 

393.  Sans  donner  à  a  aucune  autre  valeur  que  i ,  on 
peut  avoir  les  expreflîons  de  chaque  nombre  entier  ou  rompu 
ea  progreffions  géométriques  infinies,  Çl  l'expreffion  de  cha- 
que nombre  en  une  infinité  de  diflférentés  pirogreflions.  Car 
pour  avoir  Pexpreffion  de  2,  de  3 ,  &c,  il  n'y  a  qu'à  mul- 
tiplier par  2 ,  ou  par  3  ,  6cc.  tous  les  numérateurs  d'une 

Si; 


î 
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progreffion  dont  la  fomme  foit  ==  i  >  &  de  ces  progrefîîons 
il  y  en  a  une  infinité  (388  &  385)  ).  De  même  pour  avoir 
Texpreffion  de  ^  j  f ,  &c.  il  n  y  a  qu'à  multiplier  par  2 ,  ou 
par  3 ,  &c.  tous  les  dénominateurs  d  une  progreffion  dont  ta 

fomme  foit  ==  u  Ainfi  la  progreffion  .1 .  illi .  tul ,  &c. 
fuffit  pour  tout, 

5P4-  Toutes  ces  progreffions  ayant  un  nombre  de  ter- 
mes =  oc ,  &  une  fomme  finie ,  elles  n'ont  donc  qu'un 
nombre  fini  de  termes  finis ,  &  un  infini  d'infiniment  petits. 

Donc  telle  eft  la  progreffion  ^  ,  ^ ,  | ,  &c.  ~.  Or  cette 

rogreffion  eft  celle  des  puiffiinces  confécutives  dé  2,  que 
on  a  changées  en  fraâions  y  en  donnant  à  toutes  i  pour 
numérateur  y  ce  qui  a  laifTé  fini  tout  ce  qui  étoit  fini  >  ôc 
changé  en  infiniment  petit  tout  ce  qui  étoit  infiniment  grand. 
Donc  il  n  y  avoir  qu'un  nombre  fini  y  mais  indéterminable , 
de  puifiances  de  1  qui  fiiffent  finies^  &J1  y  en  avoit  un 
nombre  infini  d'infinies.  Et  cela  confirme  par  le  calcul,  fie 
àpofterioriy  ce  qui  avoit  été  conclu  ^ /?rror/ dans  l'art.  228. 

3Py.  Il  y  a  dans  la  Suite  naturelle  un  nombre  infini  de 
termes  finis ,  qui  font  fucceffivement  les  expofans  de  z. 
Donc  puifque  2  n'a  qu'un  nombre  fini  de  puiuances  finies  > 
il  devient  infini  lorfqu  il  n'a  encore  pour  expofant  quun 
nombre  fini>  mais  indéterminable.  Donc  il  eft  poffible  réci- 
proquement qu'un  nombre  fini  beaucoup  plus  grand  que  2  , 
mais  indéterminable ,  de  vienne  infini  >  lorfqu  il  n'aura  pour 
expofant  qu  un  nombre  fini  déterminable  ,  comme  2  ,.  ou 
3 ,  &c.  &  ce  qu'on  trouve  ici  poffible  par  une  fuite  du  cal- 
cul,  &  à  pofieriori ,  on  a  prouvé  à  priori  dans  les  art.  1^7^ 
.1^8,  &c.  qu'il  exiftoit. 

S 9^*  Dans  la  progreffion  I. .  LnJ ,  &c.  plus  b  eft 
grand,  plus  le  i^' terme  eft  petit,  &  en  même  temps  moins 
les  autres  font  décroillans.  Car  — ^  étant  le  multiplicateut 
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perpétuel  de  la  progreffion ,  &  une  fradion  plus  petite  que  i  ^ 
&  a  autant  plus  approchante  de  i ,  que  i  eft  plus  petit  par 
rapport  à  ^ ,  ou  ^  plus  grand ,  cette  fraSion  approche  d  au- 
tant plus  de  ne  point  changer  >  non  plus  que  i ,  ce  qu  elle 
multiplie ,  qu  elle  approche  plus  de  i ,  ou  que  b  eft  plus  grand* 
Donc  plus  b  eft  grand ,  plus  les  termes  de  la  progreffion  font 
petits ,  &  en  même  temps  moins  décroiflans  >  ou  moins  iné- 
gaux entr'eux,  Ainfi  la  progreffion  ji^zii^  ^^*  ^^ ^'^^^'  3-9^  > 

14 

eft  de  toutes  celles  qu  on  a  vûes,celle  dont  les  termes  font  les 
plus  petits  &  les  moins  décroiflans.  Réciproquement ,  &c. 
3P7.  Donc  fi  b  ==  00^  les  termes  feront  infiniment  pe- 
tits y  ôc  infiniment  peu  décroiflans  ^  ou  égaux.  Et  en  effet  la 

Formule  donne -^.  2^==-^==-^- ^==-^,&^^ 

&  la  fomme  en  eft  ==  i ,  comme  doit  être  celle  d  une  infi- 
nité d'Infiniment  petits  du  i^^  ordre  égaux.  Cette  progreffion 
n  eft  plus  progreffion ,  ou  ne  Teft  que  le  moins  qu'il  fe  puifle 
(y 3)  >  &  cela  vient  de  ce  qu  elle  eft  la  dernière  d  une  infinité 
de  progreffions  pareilles ,  dont  les  termes  étoient  toujours 
d'autant  moins  décroiflans  y  ou  plus  approchans  d'être  égaux 
cntr'eux,  que  b  étoit  plus  grand. 

3p8.  La  progreffion  générale  i- ,  tzzi  ,  &c,  aboutit 


b 


>00 


toujours  à  ■    J  y  c*eft- à-dire  ,  à  la  puiflance  infinie  d'un. 


b 


nombre  quelconque,  divifée  par  la  puiflance  infinie  d'un 
nombre  plus  grand  d'une  unité.  Or  tant  que  b  eft  fini ,  cqs 
deux  puiflànces  diffèrent  d'un  nombre  infini  d'ordres  y  mais 
toujours  décroiflant  à  mefure  que  b  eft  plus  grand  (  241  )r 
D'où  il  fuit  qu'à  mefure  que  b  eft  plus  grand ,  chaque  pro- 
greffion finit  toujours  par  un  infiniment  petit  d'un  ordre 
moins  bas ,  ce  jqui  convient  avec  ce  qu'on  a  déjà  vu  ,  qu'à 
mefure  que  b  eft  plus  grand  y  les  termes  font  moins  décroif- 
fans  >  &  que  quand  ^ = 00 ,  le  dernier  terme  eft  ~ ,  le  moins 
bas  de  tous  les  Infiniment  petits» 
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399.  Si  entre  toutes  ces  progreflions  qui  ont  une  (btnme 
égale  y  on  vouloit  choifîr  celle  dont  les  4  premiers  termes  5 
par  ex.  approcheroient  plus  de  faire  la  fomme  entière  que  les 
4.  premiers  de  toute  autre  y  il  eft  clair  qu'il  faudroit  prendre 
celle  où  b  eft  le  moindre ,  &  par  conféquent  ==  2 ,  car  c'eft 
celle  dont  les  termes  font  les  plus  décroiflans  6c  les  plus  in- 
égaux entr'eux  (  3p5)  >  &  par  conféquent  tous  les  termes  qui 
fuivent  les  4  premiers  ^  étant  plus  petits  y  peuvent  être  néglî* 
gés  avec  moms  d'erreur'^  ou ^  ce  qui  revient  au  même  >  les 
4  premiers  approchent  plus  de  faire  la  fomme  entière  qu'en 
toute  autre  progreflion.  Ainfîdanslaprogreflîonf  ,^,  j,-;^; 
dès  qu'on  a  pris  ces  4  premiers  termes ,  on  a  f^ ,  ôc  il  n*y  a 

-  point  de  progreflion  pareille  dont  lés  4  premiers  termes  ap- 
prochent tant  de  faire  i  • 

400.  Quoique  dans  ces  progreflions  y  dont  la  fomme  eft 
6==:  I  ^  ou  en  général  ^=ay  il  puilTe  y  avoir  une  infinité  dln- 
fîniment  petits  d'ordres  difFéiens  y  inutiles  à  la  fomme  y  il 
£iut  prendre  tous  les  termes  de  la  progrefEon  pour  avoir  a  f 
parce  que  le  nombre  fini  des  termes  finis  qui  feroient  fèuls 
utiles  à  la  fomme  eft  indéterminable^  6c  abfolument  inconnu. 

401.  Il  n'eft  pas  befoin  qu'une  Suite  infinie  y  pour  avoir 
une  fomme  finie  =  a  ^  foit  une  progreflion  géométrique  : 
c^r  il  eft  clair  qu*H  peut  y  avoir  une  infinité  d'autres  manières 
de  divifer  a  telles  que  quelques  termes  étant  moindres  ou 
plus  grands  que  les  correfpondans  d'une  progrefEon  géo- 
métrique y  d'autres  feront  en  récompënfe  plus  grands  ou  plus 
petits  y  de  forte  que  tout  reviendra  au  même.  J'appelle  ces 
Suites  éMtvalente$  à  des  progreffions  géométriques. 

UéOHtfê  402.  Je  puis  ajouter  tout  d'un  coup  az  a  y  cq  qui  don- 
d^t  une  .  nera  2^^  de  forte  que  a,  par  un  feul  accroifTement ,  fera  de- 
ï!!^c^oir  venu  2  a.  Je  puis  auffi  ajouter  à  a  d'abord  j^Uy  enfuite  en^ 
une  ir^nité  core  j^ay  6cc.  OU  en  général  -^ayn  étant  un  nombre  fini  ; 
m%7f£s  ^  ^  ^^  deviendra  2a  y  qu'après  avoir  reçu  le  nombre  n 
tjjfer  ^itri  d'accroiffemens  égaux.  Mais  fi  j^ajoute  à  a  d'abord  -f  y  en- 

fins  f 9  I 

'  fuite  à  a  ainfi  accru  ^      '  ^^  y  enfuite  à  a  encore  accru 
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— ^^       >&:  toujours  ainfi  de  fuite  ^  a  ne  deviendra  2a, 

qu'après  avoir  reçu  une  infinité  d'âccroiflemens  :  mais  ces 
accroiffemens  feront  décroiflkns  félon  une  progreffion  géo- 
métrique ,  &  ce  feroit  la  même  chofe ,  s'ils  Pétoient  félon 
quelqu  autre  Suite  équivalente  (401  ).  Or  alors  a  devenu  2a y 
ne  fort  point  dé  (on  ordre ,  qui  eft  celui  du  Fini.  Donc  une 
grandeur  finie  qui  reçoit  une  infinité  d'accroiflemens  >  mais 
décroiflans  félon  une  progreffion  géométrique  >  ou  équiva- 
lente )  demeure  finie  ^  ou  dans  (on  ordre, 

40  3*  A  plus  fotte  raifôn  a  demeureroit-il  dans  fon  ordre  ^ 
s^il  recevoir  une  infinité  d  accroi(femens  plus  décroiifans 
que  félon  une  progreffion  géométrique,  tels  que  ceux  de  lar- 
ticle  380.  Alors  a  ainfi  accru  ^  feroit  moindre  que  la^  àc 
moindre  félon  telle  raifon  qu'on  voudroit. 

404.  Il  eft  clair  que  a  fortiroit  de  fon  ordre  y  &  dfevien- 
droit  infini  y  s^il  recevoir  une  infinité  d'accroifTemens  finis 
égaux  >  à  plus  forte  raifon  s'ils  étoient  croifTans.  I)onc  la 
feule  manière  dont  a  puifTe  recevoir  une  infinité  d  accroiffe- 
mens ,  &c  demeurer  dans  fon  ordre ,  eft  de  les  recevoir  dé- 
croifTans  félon  une  progretlion  géométrique,  ou  équivalente  > 
ou  plus  décroiflans. 

405.  Réciproquement  fi  une  grandeur  finie  demeure  dans 
fon  ordre  après  avoir  reçu  une  infinité  d'accroiffemens  >  ils 
étoient  décroiffans  félon  une  progreffion  géométrique ,  ou 
équivalente ,  ou  plus  décroiffans. 

40  5.  Ce  qui  fe  dit  ici  de  la  grandeur  finie  eft  ^galenient 
vrai  de  Finfiniment  grande ,  ou  petite ,  car  cela  naît  de  Tef- 
fence  de  la  grandeur ,  &  de  fa  divifibilité  infinie. 
.   407.  Soit  X  une  grandeur  varial^e  6c  croiffante  qui  eft 

d'abord^  ,  enfuite  ^ ^^  t=^ ,  cnfuite  -J  -l-^Siif 


h I    X« 


4-  i — LJll ,  àc  toujours  ainfi  de  fuite ,  il  'eft  clair  que  x  ne 
fera  :=?  a  qu'après  avoir  reçu  une  infinité 
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Si  je  retranche  toujours  de  aj  x  aiiifi  croifTant  y  je  n aurai 

donc  a x  =  a  — ^d  =  o ,  qu^après  une  infinité  d'au- 

très  a x^où  x  aura  pafTé  par  une  infinité  de  degrés ,  aa 

lieu  que  j*aurois  eu  a a  =  o  ^  en  retranchant  tout  d'un 

coup  adQ  a  y  ou  par  un  nombre  fini  de  degrés  félon  Tidée 
de  1  art.  382.  Donc  une  grandeur  finie  ^  &  en  général  (  4o5  ) 
toute  grandeur  peut  n'être  anéantie  que  par  une  infinité  de 
décroiflemens* 

408.  Lorique  x ,  en  croiflant  toujours  félon  la  progref- 
fion  décroiffante  ^ .  ^"^^  ^^  ,  &c.  a  paffé  lendroit  de 

cette  progreflîon  où  finiflent  les  termes  finis ,  il  ne  prend 
plus  que  des  accroifiemens  infininient  petits >  ôc.enfin  ne 
diffère  de  a  qu'infiniment  peu.  Donc  alors  la  différence  de  a 
ôcdexpona  —  ;c  ^  efl  une  grandeur  infiniment  petite ,  ou 

40p..  Puifqualors x -+*  —  =:  a^x  eft  ==^î ,  &  a x 

a  =  o.  Mais  cet  a a  =  o  n  eft  pas  le  même 


que  fi  on  avoit  retranché  ^  de  ^  tout  d  un  coup ,  ou  par  un 
nombre  fini  de  degrés  ^  ce  qui  aurdit  aufii  donné  a  —  ^  =  o. 

Dans  ces  deux  dçrniers  cas ,  o  =^  a a  eft  abfplu ,  parce 

qu  on  a  abfolumcnt  retranché  a  de  a.  Mais  dans  le  cas  de 
a  —  x=^a — tf^o^on  prend  x  dans  un  état  ou  il  ne  diffère 
qu'infiniment  peu  de  ^^  ^  6c  où  ^  —  x=i  -^^ssa  —  a:s=z  o* 

Donc  alors  o  eft  relatiE 

410,  Si  Ton  a  une  grandeur  croi/fante  ~  >  qui  foît 
tcllQi  parce  que  a  étant  conftant ,  x  croît  toujours"*,  &  tend 
à  devenir  ==  a,  &  fw  la  fin  l'étant  devenu  1  il  donne  -î- 
i ,  cette  grandeur  i  fera  infinie ,-  pourvu  que  x  ait  paffé 


par  une  infinité  de  degrés  d'accroiffement.  Car  alors  a  — -  a 
^  (  40P  )  ;  <lonc  '-  eft  i  divifé  par  -^ ,  ou  00. 
411.  Réciproquemrat  fi  ofi  a  une  Suite  de^  terminée 

paç 
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par  --1--  :==  7  ==5  00  >  il  fout  entendre  que  x  a  paffé  par  une 

infinité  de  degrés  d^accroiflement. 

412.  Jufqu'ici  nous  n'avons  confidéré  les  différens  or-    ^^nim 
dres  d'Infiniment  grands^  ou  d'Infiniment  petits,  que  comme  ^^|  ^fotmn^ 
formés  par  des  puiiTances  y  ou  par  des  racines  ;  mais  il  y  a  les  différem 
encore  une  autre  manière  dont  il  peut  fe  former  des  ordres,   ^^^^^f^^ 
Un  nombre  quarré  ,  ou  cubique,  &c.  peut  être  conçu ^i^^^nv,  dif- 
ccunme  formé  linéairement.  4,  par  ex.  ou  8  ,  &c.  peuvent/*^^^  ^" 
être  conçus  9  non  comme  le  quarré,  ou  le  cube  de  i,  mais  ^^^* 
comme  une  fimple  Suite  linéaire  de  4  ou  de  8  unités,  &  alors 
au  lieu  que  2  étoit  leur  racine ,  i  eft  leur  Elément ,  c'eft-à- 
dire ,  la  moindre  grandeur  de  leur  ejfece^  ou  le  moindre  nom- 
bre entier  dont  ces  nombres  puifTent  être  formés. 

Selon  cette  idée ,  i  eft  TElément  commun  de  tous  les 
nombres,  &  même  de  00 ,  &  fi  Ion  yetit,  de  00^ ,  oo^ ,  &c. 
Mais  fi,  lorfqu  il  s  agira  d'Infinis,  on  veut  avoir  l'Elément  de 
même  e/pece ,  c'eft-à-dire ,  la  moindre  grandeur  infinie ,  qui 
répétée  un  nombre  de  fois  infini ,  ait  pu  former  tin  certain 
Infini  ;  alors  i  n  eft  l'Elément  que  de  00 ,  quoiqu'il  ne  foit 
pas  de  même  efpece ,  mais  il  ne  fera  plus  l'Elément  de  00^ , 
00'  j  &c.  ce  rie  fera  pas  même  oc  qui  fera  l'Elément  de  00^ , 
quoiqu'une  Suite  infinie  de  00  forment  00^ ,  car  il  y  a  un 
moindre  nombre  infini  qui  étant  infiniment  répété ,  le  peut 
former. 

Soit  oc  <  00 ,  &  du  même  ordre.  Le  3°*  proportionnel 
géométrique  à  oC  &  00  fera  plus  grand  que  00  &  du  même 
ordre  ;  donc  oC  multiplié  par  ce  nombre ,  ou  répété  ce  nom- 
bre de  fois  infini ,  donnera  oo\  Donc  oC ,  &  non  pas  00  , 
fera  TElément  de  00* ,  &  un  Elément  de  même  efpece ,  au 
lieu  que  1  étoit  fini ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  oC  fera 
l'Elément  immédiat  de  QO\    *• 

De  même  un  oc^  fera  PElément  immédiat  de  00' ,  car 

le  3"*  proportionnel  à  oC*  &  à  00  »  fera  le  nombre  infini 

LU 
par  lequel  oC^  <  00'  étant  multiplié ,  formera  00    ^    =  oo^ 
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Donc  en  général  tout  oo"  a  un  Elément  immédiat  dans 

l'ordre  »  —  i.  Ainli  oo'  a  pour  le  fien  oo  =  oc"  =  i^ 
oo*  pour  le  lien  un  oC  de  l'ordre  de  oo,  &c.  &  de  plus  fi 

»  >  I ,  co"  a  dans  l'ordre  de  oo'    'un  Elément  immédiat 

moindre  que  oo 

415.  Si  on  élevé  00"  fie  Ton  Élément  immédiat  à  la 

même  puiflânce  «,  l'Infini  fera  00  "',  &  fcm  Elément  mon- 
tera à  l'ordre  n  —  i  x  *.  Par  ex.  fi  »  =  5 ,  &  *  =  2 ,  l'In- 
fini étant  00* ,  fie  fon  Elément  immédiat  de  l'ordre  de  oc*y 
le  1"  étant  quarré  fera  CC^ ,  fie  le  2^  fera  de  Tordre  de  oo\ 
Si  n  étant  toujours  =  j,x  =:^  j,  le  cube  de  l'Infini  fera  oo'  j. 
fie  celui  de  l'Elément  fera  de  l'ordre  de  00*,  ôcc. 

414.  Si  on  tîte  la  v^  quelconque  d'un  00"  fie  de  fon 
Elément  immédiat,  l'un  fera  oo~,  fie  l'autre  de  Poidre  de 

00  ~^. 

Tout  cela  s'applique  de  foi-même  aux  Infiniment  petits  » 
qui  ne  font  que  des  Infinis  renverfés.  Ce  n'eft  que  par  rap- 
port à  ces  Infiniment  petits  que  cette  confidération  des  Elé- 
mens  eA  de  quelque  utilité. 
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SECTION    V. 

I 

Des  grandeurs  Incommenfurahles. 

4 1  )'•  O I  l*on  introduit  entre  i  &  :2  une  infinité  de  moyens  Tûrmatiâm 
^proportionnels  arithmétiques,  ou  y  ce  qui  eft  l^d'uminfiniU 
même  chofe ,  fi  Ton  divife  Fintervalle  qui  eft  entre  i  &  2  ^/niT^expri^ 
en  une  infinité  de  parties  égales  ;  il  eft  clair  que  l'intervalle  '«^^^'^  ^'^^ 
étant  fini,  &  divifé  en  un  nombre  infini  de  parties ,  ces  par- r^J/*^^^^^^ 
ties  y  ou  les  différences  des  termes  de  la  progreflîon  qui  k  fes  entre  deux 
formera  feront  infiniment  petites.  Et  en  eflfet  on  aura  -^  ^^^rmsfnu^ 


00  ■•   ■   ■5o"^^'^"55">^^  ^^"^ 


416".  Ici  il  ne  faut  pas  prendre  le  i^  terme  i  ^  -^ ,  ==  i. 

Car  fi  cela  étoit ,  les  deux  i  "'  termes  de  la  progreflîon  étant 
^gaux  /tous  les  autres  le  feroient,  &  elle  ne  feroit  point  croit 
fante  comme  elle  doit  Têtre ,  ou  n'arriveroit  point  à  l  comme 

elle  y  doit  arriver,  i  •+•  -^  eft  donc  i  augmenté  feulement 

d*une  quantité  infiniment  petite  ,'&  telle  que  quand  il  aura 
reçu  une  infinité  d'augmentations  pareilles ,  il/erar=.T  1  ;  c  eft 
1  que  Ton  confidere  comme  commençant  à  être,  pour  ainfi 
dire,  dans  un  mouvement  d  accroiflement,  dont  il  reçoit  déjà 
le  premier  degré  infiniment  petit ,  &  il  feroit  contradictoire 

à  cette  idée,  de  prendre  i  •+•  -^  ==  i*  Que  fi  Ion  ne  confi- 
dere pas  I  -+-  -^  précifément  comme  i  étant  dans  ce  mou- 
vement d'accroiflementjmaîs  comme  I  accru  déterminément, 
&  à  demeure  y  de  ^ ,  &  qu  en  cet  état  on  le  compare  à  i ,  il 

•  eft  certain  que  i  ^  ^  ==  î  9  parce  que  1  n'eft  accru  de  rien , 

en  comparaifon  de  ce  qu  il  eft.  Gela  revient  encore  à  la  dif- 
férence qu'on  a  fait  fcntir  en  plufieurs  endroits  entre  la  gran- 
deur qui  eft  dans  le  paflage  du  Fini  à  l'Infini ,  &  celle  qui  a 

Tîj 
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franchi  ce  paflage.  Car  de  même  qu'entre  les  Infinis  de  h 
Suite  naturelle  qui  précèdent  oo ,  il  faut  qu'il  y  ait  des  diffé- 
rences toujours  ==  1 ,  &  qui  font  laccroiffement  perpétuel 
de  ces  Infinis ,  quoique  nous  n'en  ayons  aucune  idée  nette  > 
ainfî  entre  les  termes  de  la  progreflîon  arithmétique  infinie 
dont  1  &  2  font  les  extrêmes  j  il  faut  qu'il  y  ait  des  diffé- 
rences =2  ^  qui  faffent  l'accroiffement  perpétuel  de  ces 

termes,  quoique  nous  ne  concevions  point  nettement  com- 
ment ces  différences  peuvent  être  des  accroiffemens ,  fi  ce 
n'eft  lorfqu'elles  font  parvenues  à  être  en  nombre  infini.  En 
un  mot ,  le  paffage  du  Fini  à  l'Infini  ^  ou^  ce  qui  revient  au 
même ,  de  Tlnfiniment  petit  au  Fini  y  jaous  échappe  toujours  j 
mais  il  n'en  eft  pas  moins  réeL 

417.  Il  eft  effentiel  à  cette  progreflîon  arithmétique  infi- 
nie, comprife  entre  i  &  2,  que  chaque  terme  foit  i  plus  une 
fraftion  moindre  que  i ,  que  chaque  fraction  ait  00  pour  . 
dénominateur,  &  que  les  numérateurs  des  fra£lions  foient  la 
Suite  des  nombres  naturels  depuis  i  jufqu'à  00. 

418.  Tant  que  les  numérateurs  des  frayions  font  des 
nombres  finis  ^  foit  déterminables  >  foit  indéterminables ,  les 
fraÛions  font  infiniment  petites ,  quoique  toujours  croiflan- 
tes.  Mais  enfin  après  les  termes  finis  indéterminables ,  vien- 
cent  dans  la  Suite  naturelle  les  oC  >  &  alors  on  a  dans  la 

progreflîon  propofée  des  m-  —  ,  c^eft-à-dire^  i  affeflé  de 


ftaûions  finies  (  ipo),  &  ces  fradions  font  toujours  croit 
iantes  jufqu'à  celle  du  dernier  terme  qui  eft  ^  ■ —  i. 

4ip,  Toutes  ces  fraâions ,  tant  les  —,  n  étant  un  nom- 
bre  fini  quelconque ,  que  lès  —  >  font  inexprimables ,  parce 
qu'elles  ont  toutes  oc  pour  dénominateur.  On  peut  même  * 
dire  que  les  —  font  les  plus  inexprimables ,  parce  qu  elles 
ont  auifi  un  Infini  pour  numérateur  i  mais  enfin  elles  le  font: 
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toutes ,  &  par  conféquent  auffi  tous  les  termes  oii  elles  en- 
trent j  &  dont  elles  font  une  partie  néceffaire.  Donc  tous  les 
termes  moyens  de  la  pfogreflion  font  inexprimables. 

420.  00  eft  un  nombre  premier  à  Pégard  de  tous  les 
nombres  finis  (P4)..  Donc  {61  &c  62)  quand  on  introduit 

entre  i  &  2  un  nombre  de  moyens  arithmétiques oO^ 

on  doit  avoir  des  termes  tout  différens  de  ceux  qu  on  aurait 
eus ,  en  introduifant  entre  ces  mêmes  extrêmes  un  nombre  v 
fini  quelconque  de  moyens  arithmétiques.  Et  l'on  voit  en 
effet  qu'au  lieu  que  fi  ce  nombre  avoit  été  fini ,  on  auroit  eu 
des  termes  exprimables  &  connus ,  on  n'en  a  ici  que  d'inex- 
primables ôc  d'inconnus. 

42 1.  Tant  que  les  frayions  qui  afFeâent  les  termes  de  la 
progrefïîon  propofée  font  des  ^  >  on  peut  concevoir  que  les 
termes  fe  confondent  avec  i  ^  dont  ils  ne  différent  que  d  une 
différence  infiniment  petite.  Mais  cela  ne  fe  peut  plus  abfo- 

lument ,  quand  les  fradions  font  devenues  des  —  ;  car  alors 

^^  00  • 

elles  font  finies ,  &  les  i  •+•  —  différent  de  i  d'une  différence 
finie.  Donc  il  y  a  des  nombres  finis  plus  grands  que  i ,  qui 
en  différent  d'une  différence  finie,  &  qui  font  inexprimables. 

422.  Et  puifqu'il  y  a  dans  la  Suite  naturelle  une  infinité 
de  oC  avant  00 ,  il  y  a  dans  la  progreffion  comprife  entre  i 
&  2  y  une  infinité  de  nombres  inexprimables  finis,  dont  la 
différence  à  i  eft  finie. 

41}.  De  ce 'qu'ils  font  inexprimables  ^  il  fuît  que  feur 
rapport  à  i ,  ou  à  tout  nombre  exprimable ,  Feft  auffi. 

424.  Si  l'on  conçoit  que  l'intervalle  qui  eft  entre  i  &  a 
ait  été  drvifé  en  un  nombre  de  parties ,  non  pas  ==  00,  maïs 
=  oC,  &  tel  que  00  >  oC  ait  été  nombre  premier  à  fon 
égard^il  fera  entté  dans  cet  intervalle  un  nombré==  oC  d'in- 
exprimables tous  différens  de  ceux  que  nous  avons  confidérés 
jufqu'ici  ;  &  il  y  aura  autant  d'infinités  de  ces  inexprimables 
tous  différens  les  uns  des  autres  dans  chaque  progreffion ,  & 
différens  de  tousles  exprimables,  qu'il  y  aura  de  oC  à  l'égard 
defquels  00  fera  nombre  premier^  T  iij 


x 


fjo         Elemens^de  la  Ge'ome'trie 

42  $*.  Mais  parce  que  nous  ne  pouvons  pas  diflinguer  ces 
nombres  produits  tntre  1  &  2  par  des  divifions  s==  oC  de 
ceux  qui  font  produits  par  la  divifion  ==  00 ,  il  vaut  autant 
prendre  tous  ces  inexprimables  comme  produits  par  la  feule 
ciivilîon  ==  oc,  en  foufentendant  néantmoins  qu  ils  peuvent 
avoir  été  produits  par  différentes  divifions  infinies. 
•  425.  Si  un  nombre  fini  efl  poffible  ^  &  s'il  doit  être  entre 
I  &  2 ,  il  efl  certainement  un  des  exprimables  ou  des  inex« 
primables  j  c'eft-à-dire ,  produit  par  une  divifion  quelconque ," 
ou  finie ,  ou  infinie* 

427.  S^il  y  a  une  grandeur  dont  le  quarré  foit  ==  z  y  elle 

eft  entre  i  &  2  >  &  par  conféquent  eft  i  -f-  ^yn&Lm  étant 


n 
m 


^eux  grandeurs  inconnues  y  &c  n  <  m.  Ot  i 

donne  Téquation  w» •+•  2nm  ===  mm  y  ou  nn'^  nnm — mm 
«=:  o ,  qui  félon  les  règles  de  T Algèbre  ne  peut  être  imagi- 
naire y  &  par  conféquent  il  y  a  quelque  grandeur  dont  le 
quarré  =  2« 

Mais  il  eft  impoflîble  que  deux  nombres  finis  exprimables 
foient  tels  que  le  quarré  nn  du  plus  petit  y  plus  inm  foit  égal 
^u  quarré  m  m  du  plus  grand  y  ce  que  je  prouve  ainfi. 

Tout  nombre  plus  grand  que  »  fera  n-^x.  Il  faut  par  la 


fuppofition  que  n*-*- 2W x « rH  ;c foit  =  n-^-x y  c eft-à-dire 
3/?*  -h  2nx = n*  -I-  2nx  -+-  :ca:  ,  ou  2»*  =  x*.  Or  il  eft  im- 
poflible  que  le  double  d'un  nombre  quarré  fini  exprimable 
ibit  quarré» 

Donc  (  425  )  c*eft  parmi  les  nombres  finis  inexprimables , 
ou  produits  par  une  divifion. infinie  j  quil  faut  chercher  le 
nombre  dont  le  quarré  ==  2. 


428*  Donc  dans  i  -4-  -^  ^  exprefïîou  de  la  grandeur 

cherchée>  il  faut  pofer  m  ==  00  ^  ce  qui  donne  Téquàtion  nn 
i-+-  2  n  00  ==  00*  y  qui  ne  peut  erre  imaginaire ,  &  où  Ton 
voit  que  n  eft  néceffairement  une  grandeur  infinie,  car  autre- 
ment Téquation  fe  réduiroit  à  00*  =  o  y  ce  qui  eft  abfurde. 


neroît  300*  =  00*.  Donc  n  ==  oC.  Et  i  -*-  —  eft  la  gran- 
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De  plus  n  e^y&c  par  la  ruppoiition  y  ôc  par  la  nature  dç  la 
choie  y  moindre  que  w.  Et  fi  » = m  ==  oc  ^  Téquation  don- 

deur  cherchée»  Donc  i  -*-—-==  1^2.  Donc  K^  eft  un 

00 

nombre  inexprimable» 

42p.  I  H eft  une  exprefïîon  indéterminée  de  tout; 

inexprimable  compris  entre  i  &  2  >  &  qui  de  plus  a  une 

différence  finie  à  i  (421).  Et  V^2  eft  une  expreflîon  déter- 
minée d'un  certain  inexprimable  particulier  dont  le  quarré 

ç==  t.  Mais  malgré  cela  y^2  eft  toujours  un  nombre  aulli 
Hiexprimable  que  i  -H —,  ce  qui  fait  voir  que  Finexprimable 


oa 


&  l'indéterminable  peuvent  être  difFérens. 

430.  On  prouvera  par  les  mêmes  raifonnemens  qu'on 
a  faits  dans  les  art,  427  ôc  428 ,  qu'il  n'y  a  entre  i  &  2  aucuiv 
nombre  fini  exprimable  ou  produit  par  une  divifion  finie  ^ 
dont  le  cube  foit  ==:  z ,  mais  qu  il  y  en  a  un  produit  par  una 

divifion  infinie ,  &  qui  fe  détermine  par  Texpreffion  k  2 ,  fans 

cependant  s'exprimer  y  qu'il  y  en  a  un  autre  qui  eft  K  2 ,  un 

autre  Vi  y  &c.  enfin  tant  que  Texpofant  de  la  \/  fera  fini. 

43 1.  Donc  z  eft  réellement  &  fans  fiÛion  une  puiflancc 
finie  quelconque^  pourvu  qu  on  le  confidere  dans  une  Suite 
infinie  où  il  aura  toutes  fes  v^  finies  quelconques  y  mais  iK)n 
pas  dans  une  Suite  finie  y  quelle  quelle  foit,  car  alors  il  ne 
fera  aucune  puiflance. 

432.  On  fera  les  mêmes  raifonnemens  fur  5 ,  dont  toutes 
les  \^  font  comprifes  entre  i  &  2 ,  ôc  inexprimables. 

43  3.  4  a  toutes  fes  v^  finies  entre  i  ôc  2 ,  excepté  la  V^> 
qui  eft  2.  De  même  j ,  <?,  7 ,  jufqu'à  8  exclufivemént ,  ont 

toutes  leurs  /  finies  entre  i  Ôc  2  >  excepté  la  V^,  car  8  n'a 
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parla  v  entre  i  &  i,  puîfque  k  8  ==  2..  Et  en  général  tout 
nombre  a  toutes  fes  V  finies  entre  i  &  x ,  excepté  un  nom- 
bre de  ces  V  égal  au  nombre  des  puiflfances  de  2  qu'il  a  au 
deflbus  de  lui ,  à  commencer  par  4 ,  ce  qui  revient  à  l'art*  261. 

Ainfi  3 1  a  toutes  fes  V  entre  i  &  2 ,  excepté  5  ,  qui  font  par 

»         I  4 

conféquent  la  V^>  la  K  ,  &  la  K  ^  parce  qu  il  a  au  deflbus  de 

lui  trois  puiflances  de  2  5  qui  font  4  ^  8  ^  &  1 5.  Et  il  e(t  claie 
que  félon  les  raifonnemens  qu'on  a  faits ,  toutes  ces  V  quel- 
conques de  nombres  quelconques  comprifes  entre  1 6c  2.  font 
inexprimables. 

434*  Au  lieu  de  fuppofer^  comme  nous  avons  toujours 
fait  jufqu'ici  ^  que  c'eft  Tintervalle  entre .1  &  2  quia  été  infi- 
niment divifé  ^  on  peut  concevoir  également  que  c'eft  Tin- 
tervalle  entre  i  &  3 ,  entre  1  &  4 ,  &c.  Et  il  eft  clair  que  h^ 
divîfions  infinies  quelconquesjceft-à-dire,foitparoo,  foit 
par  les  oC  j  feront  entrer  dans  ces  nouveaux  intervalles  de 
nouvelles  infinités  d'inexprimables. 

43  5*.  D'un  autre  côté  il  y  a  dans  la  Suite  naturelle  une 
infinité  de  nombres  qui  ne  font  aucune  puiffance,  c*eft-à-dire, 
ni  quarrés  >  ni  cubiques  y  &c.  Et  ce  font  ^  i^  tous  les  nombres 
premiers  qui  ne  font  aucun  produit ,  2^  tous  les  nombres  qui 
ne  peuvent  être  un  produit  que  de  nombres  difFérens  entre 
eux  ;  de  forte  qu'il  en  refte  peu  qui  foient  un  produit  de  quel- 
que nombrp  par  lui-même  ^  ou  une  puiflance  quelconque^  6c 
qui  par  conlequent  aient  au  deflbus  d'eux  dans  la  Suite  na- 
turelle la  V  correfpondante  à  cette  puiflance.  De  plus  les, 
nombres  >  qui  font  plufieurs  puiflTances'à  la  fois^  ne  font  pas 
toutes  les  puiflances  qui  font  au  deflbus  de  la  plus  élevée. 
Ainfi  ^4 ,  qui  eft  une  puiflance  2 ,  une  puiflance  3  ,  6c  une 
puiflance  5>  n'eft  pas  une  puiflance  4  ni  5  ^  6c  par  conféquent 

il  n'a  dans  la  Suite  naturelle  qu'une  K",  une  V^  6c  une  K> 

mais  non  une  v^  >  ni  une  V.  Enfin  tout  nombre  fini  n  ayant 

I 

fa  V  ;»  I  ^  puifque  n  ^  ==5 1 ,  il  a  depuis  lui  jufqu*à  i  une 

infinité 
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înfinîtë  de  V  tant  d'un  expofent  fipi,  que  d'tfh  expofant  in- 
fini ;  &  comme  depuis  lui  jufqu  à  i  y  il  n'y  a  dans  la  Suite  na- 
turelle qu'un  nombre  fini  déterminable  ae  termes  ==  »>  fie 
que  ks  V  d^un  expofknt  fini  déterminable  font  en  nombre 
fini  indéterminable ,  il  faut  que  s'il  a  quelques-unes  de  ces  V, 
dans  la  Suite  naturelle,  Ôc^iuelque  grand  nombre  qu'il  en  ait, 
il  en  ait  encore  un  nombre  fini  indéterminable  qui  ne  foient 
point  dans  cette  Suite,  Donc  toutes  ces  y/  ne  fe  trouveront 
que  dans  la  Suite  naturelle  infiniment  divifée,  fie  feront  quel- 
ques-uns des  inexprimables  produits  par  les  divifions  infinies. 

43<?.  Toutes  ces  V  inexprimables  font  les  nombres  tj^z§l»^cfi^f^ 
Ton  appelle  incommenjurabhs  y  ou  irrationels,  ou/ourds^  parce  ^^'^/^7//»r 
qu'on  a  toujour^  bien  reconnu  qu'ils  n'avoient  aux  autres  Us  incom- 
nombres  ordinaires  aucun  rapoort  qui  fe  pût  déterminer  pré-  wm>r4Ww. 
cifément.  Mai^  quoique  Texiftence  de  ces  nombres  fiit  bien 
certaine ,  il  devoir  toujours  paroître  étrange  qu'il  y  en  eût  ; 
car  d^où  peut  venir  que  des  grandeurs  finies ,  ou  leurs  rap-- 
ports  à  d'autres  grandeurs  finies ,  foient  inexprimables  ?  Cette 
merveille  ne  doit  point  ceffer  tant  qu'on  ne  regarde  Içs  in- 
commçnfurables  que  comme  des  grandeurs  finies  :  mais  elle 
ceffe  abfolument  dès  qu'on  voit  le  mélange  d'Infini  qui  y 

entre.  Tout  incommenfurable  eft  ^  -h  —  .Le  Fini  eft  par 

00  *- 

iui-même  exprimable ,  ôc  Tlnfini  inexprimable  ;  fie  puifque 
4  -h  —  eft  une  grandeur  finie  dans  laquelle  entre  la  frac- 
tion —  qui  ne  fe  jfcut#xprîmer  autrement ,  Flnfini  commu- 
nique àr  cette  grandeur  finie  fon  inexprimabilité y  de  la  même 
manière  dont  le  Fini  communique  fon  exprimabilitédux  rap- 
ports de  rinfini  j  lorfqu  il  y  entre ,  comme  dans  i  op  ôc  200. 

497.  On  voit  auffi  la  raifon  effentielle  pour  laquelle  tous  Tûufquw 
les  incommenfurables  font  exf  rimes  par  des  V.  C'eft  qu'étant  ^^i-J^^^^ 
inexprimables ,  ils  ne  peuvent  être  déterminés  que  par  quel-  ^^  une  r«- 
que  rapport  à  des  nombres  exprimables  fie  déterminés:  or*'"' 
ils  n  y  peuvent  avoii;  de  rapport  que  par  en  être  les  V  qui 


CIW, 
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leur  manquent  en  nombres  exprimables  ^  car  d'ailleurs  rîe» 
ne  manque  à  ces  nombres.  Mais  du  nombre  infini  d'inexpri- 
mables que  les  divifions  infinies  introduifent  entre  i  &  «, 
nombre  quelconque  ,  il  en  refte  une  infinité  qui  ne  font 
point  \/  de  quelque  nombre  exprimable  ^  &  qui  faute  d'être 
fufceptibles  de  cette  déterminatioiT^  ne  font  point  au  rang  des 
încommenfurables,  quoiqu'ils  foient  abfolument  de  la  même 
nature,  Ainfi  les  inexprimables  finis  font  une  efpece ,  dont  les 
hîcommenfurables  ne  font  qu'une  petite  partie. 
She  tout       4^8,  Tout  nombre  fini  n  eft  réellement  &  f^s  fi£tion 
^ejhédUment  une  puifTancc  finie  ou  infinie  quelconque ,  qui  a  toutes  les  V 
unepusfance  correfpondantcs  dans  rintervalle  qui  eft  entre  »  &  i,  &  ces  v' 
^Hêicon^ue.   ^^j^j.  ^  ^y  j^j^g  Yz  Suite  naturelle  entre  w  &  i ,  auquel  cas  elles 

font  commenfurables  9  ou  daM  cette  même  Suite  infiniment 
divifée  >  auquel  cas  elles  font  mcommenfurables* 

43p.  En  fuppofant  que  Va  exprime  tout  incommenfu- 
rable  en  général  >  il  y  a  nécefTairement  quelque  progreffîon 
géométrique  d'un  nombre  fini  de  termes  compris  entre  a 

&  I  qui  donnera  ce  Va  ;  par  ex.  Va.  eft  le  moyen  géomé-^ 
trique  proportionnel  entre  2  &  i.  Mais  cela  n'eft  nullement 
contraire  à  ce  qui  a  été  dit  y  que  tout  incommenfu rable  étoit 

produit  par  une  divifion  ou  progreffion  infinie.  Car  Va  n  eft 
pas  une  valeur,  ce  n  eft  qu'une  détermination  d'un  încom- 
menfurable  entre  une  infinité  d^autres,  &  une  détermination 
qui  n'en  apprend  point  précifément  la  valeur  >  &  cette  valeur 
précife  n*eft  que  dans  une  progreflîoif  infinie» 

Parce  que  Va  entre  nécefTairement  dans  quelque  progref- 
fion géométrique  finie  >  elle  n'entrera  point  dans  la  progret 
fion  géométrique  infinie  que  Ton  pourra  faire  entre  a  &  i 

-    #  » 
(6'2  &P4) ,  &.  on  a  vu  que  Va  entre  toujours  dans  une 

progreffion  arithmétique  infinie.  Ce  n  eft  donc  que  dans  cet- 

n 

te  progreffion  qu'eft  Va  avec  fa  valetor^ 


^v. 
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440.  Mais  comme  tous  les  termes  de  cette  progreffioa  • 
nous  font  inconnus',  à  caufe  de  00  qui  s'y  mêle ,  cette  valeur 

ne  peut  jamais  être  connue. 

Seulement  comme  Va<^  plus  grande  que  i  >  &  moindre 

n 

<jue  a,  limites  entre  lefquelles  Va  eft  comprife  >-on  peut ,  en 
introduîfant  entre  a  &  i  un  nombre  de  moyens  arithméti- 
ques toujours  plus  grand  y  trouver  des  limites  toujours  moins 

éloignées  que  ^  &  i ,  entre  lefquelles  Va  fera  comprife  >  fie 
par-là  on  aura  toujours  un  nombre  moins  au  deflbus  d'elle 
que  r,  6c  moins  au  deffus  que  ^  >  &  on  approchera  toujours 

de  plus  en  plus  de  la  valeur  précife  de  Va.  De-là  vient  la 
Méthode  des  approximations.  On  a  toujours  des  nombres 

n 

commenfurables  moins  au  deflbus^  6c  moins  au  deffus  de  Va^ 
parce  qu'on  fait  toujours  des  divifions  finies  plus  grandes  ; 

mais  on  ne  peut  arriver  à  la  valeur  précife  de  Va^  parce  qu'on 
ne  fait  que  des*divifions  finies ^  6c  quand  même  on  en  feroit 
une  infinie  y  cette  valeur  feroit  toujours  inconnue  à  caufe  du 
mélange  de  00  (  4  3  5  )• 

441.  De  cette  Théorie  réfulte  une  méthode  facile  pour    MithoJt 
trouver  deux  nombres  commenfurables  >  dont  Pun  foie  plus  ^il^^ l^^^^^l^ 
petite  ôc  l'autre  plus  grand  qu'un  incommenfurable  quelcon-  wen/UrahUs 
que  de  moins  que  d'une  différence  donnée*  ôc  celafan^fài-^  approchés 
re  différentes  approximations  comme  a  i  ordinaire.  ^ra. 

L'incommenfurable  propofé  fera  en  général  Va  ^  6c  h  dif-  w 

férence  donnée  -j*  Je  conçois  entre  i  ôc  ^  une  progreflion* 

^  1.   I  -H    -^^   I   -+-   -7.   1  •+•   iff  ,  ÔCC,    I   -4-    -j  ====:  ^. 

Va  étant  un  incommenfurable  y  &c  appartenant  à  une  diyi* 
fion  ou  progreffion  infinie ,  il  ne  fera  aucun  des  termes  de 
cette  progreflSon  finie ,  mais  il  fera  entre  deux  de  fes  termes 
çonfécutife,  ôc  par  conféquent  fera  plus  grand  que  l'un,  6c 

Vij 
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moindre  que  1  autre  de  moins  que  -7  qui.  eft  leur  différence; 
Il  s'agit  donc  de  trouver  les  deux  termes  de  la  progreflîon 

finie  y  entre  lefquels  eft  v^a^ 

Si  je  fuppofe  v^a  =  i  -f-  y  >  *  étantom  numérateur  in^ 


connu  y  il  eft  certain  que  parce  que  v^a  ==  i  -1 ^  &  que 

cette  fraûion  eft  inexprimable  >  -^  le  fera  aufli  ^  &  par  confé-* 

• 

quent  d  étant  exprimable  ou  commenfurable  ^  ce  fera  x  qui 
fera  incommenfurable^  &  par  conféquent  il  ne  fera  aucun  des 
numérateurs  de  la  progreflîon  finie ,  mais  entre  deux  de  tes 
numérateurs,  qui  tous  différent  entr'eux  d'une  unité.  Donc 
le  numérateur  de  cette  progreffion  que  x  furpaffera  de  moins 
que  d*une  unité ,  fera  le  numérateur  du  terme  cherché  de  la 

n 

progreflîon  finie  qui  fera  immédiatement  au  deifous  de  v'a  , 
&  ce  numérateur  étant  trouvé ,  donnera  celui  du  terme  qui 

fera  immédiatement  au  deflTus  de  v'a.  Donc  tout  fe  réduit  à 
trouver  la  valeur  de  x. 


Puifque  1  -+-  -f-  ===  v/^ ,  1  -f-  ±  =  a ,  cette  équation 

fer^  toujours  du  degré  »,  &  il  n'y  a  qu'à* la  réfoudre  pour 

avoir  la  valeur  de^x. 

Si  n  =  2 ,  ce  qui  rend  Téquation  du  2^  degré,  on  a 

XX-+'  2xd'-t-dd  \  ^  j^     \   jj 

.1  S==o,  &  a:  = d-f-  vadd. 

En  ce  cas ,  Ra  ==  2 ,  &  d=^  $6 y  c'q^-à-dire ,  (î  on  cher^ 

che  deux  nombres  comaienfurables  qui  différent  de  1/2  de 
moins  que  de  ^ ,  l'un  en  deffous ,  lautre  en  deffus ,  on  trouve 

V  idd  plus  grande  de  moins  qu une  unité  que  1 5 y  ,  &  par 
conféquent  le  numérateur  du  terme  qui  eft  immédiatement 

au  deffous  de  /2  eft  1 3  y  —  p5  ==  3p.  Donc  ce  terme  eA 
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ï  -f-  H  ^  &  celui  qui  eft  immédhitement  au  defTus  >  eft  i 


^  =  I  Hh-  ^.  D'où  Ton  voit  que  i  Hh  ^  eft  plus  grand 

que  \/2  de  moins  que  -^ . 

Si  ^  ===  y  >  le  refte  étant  le  même^  on  trouveroît  que  V^dÀ 
eft  plus  grande  de  moins  qu'une  unité' que  214;  que  pac 

conféquent  le  numérateur  du  terme,  qui  eft  au  deffous  de  v^y> 

T  I  R 

çft  214  —  5)5-4-1 18,  que  ce  terme  eft  donc  i-| — ^==a 
W-  —>  &  que  le  terme  qui  eft  immédiatement  au  defliis  y  eft 
2  -4-  ^.  D'où  Ton  voit  que  V"  5  eft  plus  grande  que  2  Ht- 
îi  de  moins  que  --• 

On  voit  par  cet  exemple  y  que  quand  Va  eft  au  deflus 
de  2  ^  la  fraâion  q^^i  s'ajoute  à  i  y  cqptient  un  entier  y  ou  des 
entiers ,  ainfi  qu'il  le  faut  >  &  que  la  méthode  Temporte  né^ 
ceflairement. 

Si  n  ==  3  >  ce  qui  donne  Téquatîon  du  3™"^  degré 

^  -^       ^  ^  ==  o ,  on  trouvera  qu  en  faiiant 

évanouir  le  2^  terme  parla  fuppofîtion  de  x  ==»y d^lc 

3°"^  terme  s'évanouit  auflî  dans  la  transformée ,  qui  fe  réduit 

zy^  =  aà\  Donc j^  ==  Vad\  Donc  x  ==  Vad^  —  d. 


^  -  XAr 


En  ce  cas ,  Cia=^z ,  &  d==^96yVz  eft  entre  i  -f-  ^> 

Si  w  ==  4 ,  on  trouvera  qu^en  fàifant  évanouir  le  fécond 
terme  de  l'équation  du  quatrième  degré ,  le  3'"'^  &  le  4"* 

s'évanouiront  auflî  y  &  qu'il  viendra  x  £==;  Vad^ d.  De 

forte  que  pour  Va  en  général,  on  a  a?  ==5  Vad^ d. 

D  pourroit  fembler  ici  que  Va  d""  étant  ==  dVa  ^  Va 
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entre  toujours  dans  rexprefÏÏon  de  i  --i— -j  ==  ^^  î  que  par 
conféquent  on  fait  un  cercle  vicieux  ,  &  que  l'on  n^avancc 
point.  Il  eft  même  vrai ,  &  cela  doit  être  ^  que  i  --t-  7  >  P^ 


la  valeur  que  nous  donnons  à  a:  ,  ne  fe  trouve  que  Va  ;  car 


n 


I -*- iL  ===,  I -*- ^-:=ii?  ===  I -*- r±z;i2ii'==  I -i- v^a 


d  '  d  \  d 

n  n 

—  I  =  y/ a.  Mais  il  faut  remarquer  que  ce  n^eft  pas  Va  que 
Ton  cherche^  on  ne  doit  &  on  ne  peut  jamais  la  trouver  au- 

trement  exprimée  par  Va.  On  cherche  deux  nombres  com- 
menfurables  entre  lefquels  elle  eft.  Il  eft  vrai  que  pour  les 

trouver  ^  il  faut  laifTer  Va  d""  —  d  fous  cette  forme  ^  &  ne 

If 
la  pas  prendre  fous  Téquivalente  dVa  —  d.  La  raifon  en 

eft  claire.  '  •  • 

confidéra-      442«  Si  l'on  conçoit  toutes  les  Vz  y  qui  font  autant  d 'in^ 

tim  de$  Ra-  commenfurablcs  3  difpofées  de  fuite  entre  2  ôci  ^  elles  forme- 

t^tl  ^^'^"xont  la  Suite  2* ,  2^,  &c.  2^,  dont  les  termes  auront 
toujours  un  rapport  géométrique  décroifTant ,  &  par  confé- 
quent tendront  a  Tégalité.  Donc  l'intervalle  entre  2  &  i  fera 
divifé  en  une  infinité  de  parties  décroiffantes ,  &  comme  il 
eft  Fini>  cette  infinité  de  parties  ne  pourront  pas  être  Finies  > 
mais  elles  feront  ^  ou  toutes  Infiniment  petites  j  ou  les  unes 
en  nombre  fini  Finfes  ^  ôc  les  autres  en  nombre  infini  Infini* 

ment  petites.  Or  il  eft  bien  clair  que  2^,2*,  2^,-  &c.  ont 
•des  diflKrences  finies  >  &  par  conféquent  divifent  l'intervalle 
en  parties  finies ,  donc  l'intervalle  eft  divifé  d'abord  en  un 
nombre  feulement  fini  de  parties  Finies  ^  &  enfuite  en  un 
nombre  infini  d'Infiniment  petites.  ' 

4^5.  Donc  îl  y  a  un  nombre  infini  de  V2  qui  n  ont  de 
lune  à  celle  qui  la  fuit ,  que  des  différences  infiniment  peti-» 
tes  a  &  même  toujours  décroiffantes. 
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444.  Donc  le  nombre  fini  de  \^2  y  qui  ont  des  différence^ 
finies  y  doivent  être  celles  dont  les  expofans  font  Finis  dé- 
terminables ,  &  celles  dont  les  expofans  font  Finis  indéter- 
minables ou  oC  i  auront  les  difi^ences  infiniment  petites. 
Cela  eft  vifible. 

445*.  Puifque  c'eft  l'intervalle  entre  1  &  i  qui  a  été  aînfi 
divifé^la  dernière  partie  de  cet  intervalle  eft  infiniment  petite. 

I 

Donc  à  la  fin  de  la  Suite  >  i  ^  ==5 1  ^  ce  que  Ton  favoit  déjaj 
(d'ailleurs.  ♦ 

Et  même  toutes  les  /  infinies  de  r! ,  ou  les  2  ^  qui  né 
font  éloignés  de  i  que  d  un  nombre  fini  flb  termes  de  cette 
Suite^font  encore  confondus  avec  i^puifqu'ilsn^en  différent 
que  d  un  nombre  fini  de  différentes  infiniment  petites. 
-  44^.  On  en  doit  dire  autant  des  v^j  toutes  comprifes 
entre  2  &  i ,  &  même  des  V  de  tout  nombre  n ,  quoîqu  elles 
ne  ibient  pas  toutes  entre  2  ôc  i  ^  car  elles  feront  toujours 
entre  n  &  i ,  &  cet  intervalle  étant  fini, le  raifonnement  fera 
toujours  le  même ,  feulement  cet  intervalle  fera  divifé  en  par- 
ties plus  grandes  ^  tant  Finies  qu'Infinimeat  petites  j^Ce  qui 

rendra  toujours  n  ^  ==  i .  . 

447.  Toutes  les  V2  étant  difpofées  entre  n  &  i  >  fi  Fott 
conçoit  les  V  3  dif|^ofées  dans  ce  même  intervalle  >  elles  ne 
peuvent ,  parce  qu'elles  font  toutes  différentes  ^esV^î  9  fe  pla- 
cer que  dans  Tq$  intervalles  que  les  V2  laiflbnt  entr  elles ,  & 
pat-là  on  voit  que  tant  que  les  V2  &  les  V^  ont  des  expofans 
finis  aéterminables ,  les  unes  fe  placent  dans  des  intervalles 
finis' que  les  autres  laiffént  entr  elles,  &  que  par  conféquent 
elles  ont  les  unes  aux  autres  des  différences  finies ,  après  quoi 

.  elles  n'en  ont  plus  que  d'infiniment  petites ,  &  que  toutes  les 
Vx  &  v^  fe  confondent  dès  qu'elles  n  ont  plus  des  expofahsi 
-  finis  déterminables* 

448.  Donc  aufli  à  mefure  que  leurs  expofens  Finis  dé- 
terminables  augmentent^  elles  approchent  davantage  de  {q 


V 
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confondre^  ou  d'être  égales.  Par  exemple,  V2  ôcYs  ap- 
prochent  plus  de  Fégalité  gue  v/a  &  v'j ,  &  moins  que  V'a 

44p.  Il  en  ira  de  même  des  încommenfurables  qui  ne 
feront  pas  tous  compris  entre  a  &  i ,  tels  que  font  les  v^4  6c 


les  v'; ,  &  en  général  des  v"»  &  ^»  Hh- 1  >  »  étant  un  nombre 
fini  quelconque  ;  car  les  întervalliS  entre  n  ou  n  -f-  i  &  i 
feront  toujours  divifés  de  la  même  manière  >  mais  feulement 
en  parties  plus  grandes  (44^).  Donc  en  général  les  Vn 


&  Vn  -*-  I  approchent  d'autant  plus  de  Tégalité,  que  Texpo-. 
lant  de  la  V  étant  le  même  de  part  &  4  autre ,  eft  plus  grand. 
450.  D'un  autre  côté>  plus  n  eft  grande  plus  n  San  -+•  i 
approchent  de  l'égalité ,  &  par  conféquent  aufli  leurs  \^  d'un 


>• 


même  expofant.  Donc  >/w  &  \/«  -+-  i  approchent  d'aufànt 
plus  de  régalité ,  x^  que  leur  expofant  étant  le  même  eft  plus 

grand  y  i©  quç  n  eft  {)lus  grande  Par  exemple,  /z  &  Vj 

approchent  plus  de  fégalité  que  i/:2  &  1/3  j  mais  moins  que 

Vs  &  v^. 

Cela  vient  évidemment  de  ce  que ,  quoique  l'întçrvalle 
entre  noun  -+- 1  &  i  foit  divifé  en  de  plus  gtandes  parties 


à  mefure  que  n  eft  plus  grand ,  les  Vn  &  les  Vn  -+-*  r  font 
plus  proches  chacune  de  celle  du  même  i\pm  à  mefure  *4ue« 
eft  plus  grand  ;  &  par  conféquent  le  plus  de  grandeur  de  Tin- 
tervalle  qui  eft  entre  »  ou  «  -f-  i  &  i  n  empêche  nullement 


le  plus  de  proximité  des  Vn  &  Vn  -f-  i  du  même  nom. 

Nous  n  avons  comparé  que  des  V  de  même  nom  de  nom- 
bres confécutife  y  parce  qu  on  ne  pourroit  comparer  que 
beaucoup  moins  exactement  des  v'.de  dilFérens  noms  ^  ^  de 

nombre^ 
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tVOfhbres  non  confécutiis  ^  &  de  plus  cela  feroit  inutile  au 
ikfiein  préfent. 

4n  •  ^6  tout  ce  qui  a  été  dit 5  il  fuît  que  tous  les  IncooN 
xnenfurables  ont  entr'eux  des  différences  finies ,  tant  que  les  •/ 
qui  les  expriment  ont  des  expofans  finis  déterminables  ^  ce 
qui  efl  la  feule  forme  fous  laquelle  nous  les  connoiflions  ^ 
quenfuite  quand  ces  expofans  font  des  Finis  indéterminables^ 
ils  n^ont  plus  que  des  différences  infiniment  petites  décroif-* 
lantes  j  6c  qu'enfin  quand  Texpofanc  efl  infini  j  ils  n  ont  plus 
à  I  qu  une  différence  encore  plus  petite  que  toutes  les  pré^ 
cédentes  ^  ou  font  1  • 

4^:2.  Donc  l'incommenfurabilité  s'anéantit  par  le  décroifr 
fement  infini  de  la  gsandeur  incommenfurable  quelconque  ^ 
qui  cependant  ne  s'anéantit  pas^  puifqu  elle  devient  i  ^  &  pac 
ce  décroiffement  infini  l'incommenfurable  devient  commen- 
forable.  En  effet  y  tout  Incommenfurable  étant  >  ou  pouvant 

être  devenu  i^^^  il  décroît  à  l'infini  par  le  feul  décroif- 

fement  de  la&aâion*^,  dans  laquelle  00  étant  confiant  &; 
OC  variable  >  oC  décroît  jufqu'à  ce  qu'il  (bit  enfin  ==  1 ,  ce 

^ui  donne  j  ^  J-ss  i  ^  &  alors  l'incommenfurabilité  ceffe* 

4^3.  L'incommenfurabilité  efl  attachée  au  rapport-^  jtûu^iêji 
qui  dans  toutes  fés  variations  efl  toujours  également  inex-  MttMchi$  rm^ 
piimableÀ  inconnu  ^  &  par  conféquent  quoique  la  grandeur  ^JJJJT^aJ 

. I  '-H  *ÔD  > Ç^  ^A  incommenfurable >  décroiffe >  &  tende  àde- /«î. 
T«enir  commenfuiable^  &  à  la  fin  le  devienne  effeâivement > 
elle  efl  cependant  toujours  également  incommenfurable* 
4^4.  Donc  Tincommenfiirabilité  n'a  point  de  plus  £c  de 

moins  y  quoique  la  grandeur  J^  y  d'où  dépend  Fincommeni 
furabilité ,  en  ait.  ^ 

4^;«  Puifque  l'incommenfurabilité  d'un  nombre  vient 
4e  rinfini  qui  y  entre  nécei&irement^  il  faut  regarder  deujf; 


^     « 


I 
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Incommenfurables  comparés  entr  eux  comme  deux  Iiifiiiîj> 
&  leur  rapport  comme  celui  de  deux  Infinis.  Donc  deux 
lueommenfurables  auront  entr'èux  un  rapport  exprimable  > 
ou  inexprimable  y  quand  deux  Infinis  en  auroient  un.  Or  deux 
Infinis  n'ont  un  rapport  exprimable  que  quand  ils  font  le 
même  Infini  afFe£lé  de  deux  coëfficiens  finis ,  donc  pareille- 
ment deux  Incommenfurables  n'ont  un  rapport  exprimablc^ 
que  quand  ils  font  le  même  Incommenfurable  affeâé  de  deux 

diflférens  coëfficiens >  comme V^  a  SumV^ a^ouV^ a&c Lf, 

donc  en  ce  cas  leur  rapport  eft  exprimable  ^  ou  ^  ce  qui  tû 
le  même^  ils  font  commenfurables  èntr*eux^  c'eft-à-diré> 


»» 


:  :  i.m.ouiim.  i.  Maispar la raifon contraire ^K^i fie K^^ 

n  m 

oyiVainV ay  quelques  coëfficiens  qu'ils  puiflent  avoirs 
nV)nt  aucun  rapport  exprimable^  ou  font  incommenfurables 
à  regard  l'un  de  l'autre  %  auffi  bien  qu'à  l'égard*  de  tous  les 

n  ^  m 

autres  nombres ,  car  dans  K"4=i-+-"5J^&  dans  V^  a  =s:s=  % 

oc  "  *      ^ 

H-  -5^ ,  oc  el!  difiërent ,  &  de  même  dans  V  diaV  b.  Eu 

* 

H 

un  mot  oC  qui  entre  dans  V^  ^  eft  unique ,  &  n  eft  le  même 
dans  auAin  autre  Incommenfurable  j  &  de-là  tout  le  refte 
s'enfuit. 

■ 

con^t^^ff^     4T  ^*  Les  Finis  indéterminables  font  tels  qu  étant  élevés 

de^  vinis  ifh  ^  quelque  puiflance  finie,  ils  deviennent  Infinis,  &  par  confé- 

Cus^é^9s  quent  ils  font  V  finies  de  quelque  Infini.  Les  Incommenfiî- 

incêmmenfw  rablcs  fout  des  V  finies  de  quelque  nombre  fini ,  mais  tels 

rabUs.  l'Infini  entreroit  néceflkirement  dans  leur  valeur  précife. 

Doncles  Incommenfurables  &  les  Finis  indéterminablesibnc 

également  inexpriraables,parce  qu'ils  tiennent  de  T  Infini  les 

«ms  &  les  autres.  Mais  les  Incommenfurables  fontdétermi- 

liables ,  parce  qu'ils  font  V  de  quelque  nombre  fini  qui  fc 

détermine,  &  les  Finis  indéterminables  font  indéterminables^ 

parce  qu'ils  font  V  de  quelque  Infini» 
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4  y 7*  Nous  n  avons  confidéré  jufquici  que  des  Incom-     Kcuvêtt^s 
menfurables  «  qui  étoîcnt  des  v^  finies  cle  quelque  nombre  finît  '-^'^^  f  ^•- 
&  ce  fontauffi  les  feuls  que  les  Géomètres  aient  confidérés^  yus.  %^  #/- 
maïs  il  y.  en  a  d'autres  efpeces*  P*^^* 

Au  lieu  d'introduite  dans  Part.  41  ;•  un  nombte  infini  de 
moyens  arithmétiques  entre  i  &  2  ^  on  y  auroit  pu  introduire 
ce  même  nombre  de  moyens  géométriques  ,  ce  qui  donne 


^^_^  00 

■H-    !•  2«>.  2«>.  2/^  y  Sec.  2^ 


Parce  que  2  -^  =  i ,  comme  1+  ^  «=s  i ,  il  faut  appli- 

i         '        .  .     '  ''  ' 

nqûec  ici  le  raifonnement  de  Tart.  41 6  >  &  ne  pas  prendre  2  oT 

comme  précîfément  =  1  j  demêmequ^on  n*apas  pris  1  •+•  c» 
coiqme  précifemenjCss:^  u  II  faut  donc  pécejQairement  regar-. 

derlaprogrelfion—  1. 2  ^.  2  ~ ,  &c.  comme  croiflànte^ 
quoiqu'elle  le  foit  infinimçnt  peu  dans  tout  Ton  cours  >  aufii- 
bien  que  1  arithmétique  correfpondante  :  mais  les  di£Férences 
infiniment  petites  de  l'arithmétique  étoient  égales  >  &  celles 
de  la  géométrique  font  croiflântes. 

Il  y  a  dans  la  géométrique  des  2"^  >  mais  en  nombre 
fini  feulement  j  qui  ont  à  i  une  différence  finie.  Car  la  pro- 
greffion  arithmétique  correfpondante  a  une  infinité  de  termes 
qui  ont  à  i  une  différence  finie  (  42 1  6c  42  z  )  >  donc  la 
géométrique  qui  divife  le  même  intervalle  le  plus  inégale^ 
ment  qu'il  foit  pofEble>  &  de  la  manière  la  plus  oppofée  à 

ia  progreffion  arithmétique  ^  n  a  qu  un  nombre  fini  de  ces 

oc 
termes.  Or  ils  font  néceifairement  des  2  5ô*  Et  en  effet  i 

commQdans  ^le  nombre  des  termes  finis  ^  ou  qui  ont  une 
différence  finie  à  1 5  ôcle  nombre  des  termes  qui  y  ont  une 
différence  infinie  ^  étant  tous  deux  infinis  5  le  nombre  feul 
des  termes  qui  ont  des  difiérences  finies  à  i  eft  infini  dans  G  ^ 
de  même  il  &ut  pour  les  deux  progreflions  dont  il  s'agit  ici  1 

Xij 
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que  le  nombre  des  termes  qai  ont  une  difFérence  infinimenC 
petite  à  i  >  &  le  nombre  des  termes  qui  y  ont  une  différence 
finie  9  étant  tous  deux  infinis  dans  l'arithmétique  5  le  nombre 
ieul  des  termes  qui  y  ont  une  différence  infiniment  petite  à  i  ^ 

foit  infini  dans  la  géométrique.  Or  les  2  oo  étant  des  nom- 
bres finis  fîniment  différens  de  i  ^  ils  font  cependant  inex« 
primables  9  &  par  conféquent  ont  tous  les  caraâeres  dliv^ 
jpommenfurables. 

4; 8.  Ces  Incommenfurables  ne  font  pas  Comme  les  v^± 
âes  >/  finies  de  a  ^  mais  des  v^  infinies  de  2  élevé  à  quekjue 
puiifance  infinie  moindre  que  la  V.  Ils  font  déterminables 
en  ce  que  5  comme  les  v'2  5  ils  appartiennent  au  nombre  dé* 
terminé  2  :  mais  ni  la  dénomination  de  la  v"  qui  les  exprime 
nefl  déterminée  comme  dans  les  1^2  ^  ni  lapuiffance  dont  on 
tire  cette  1/  ne  TeA^  &  par  tout  cek  ils  font  d'une  efpece 
différente  des  \^2. 

4;p.  On  peut  remarquer  ici  en  paflant  ^  que  la  fomme 
de  la  progreffion  arithmétique  infinie  comprife  entre  1  &  2 


■«#■ 


V 


fera  (  77  )  2 


00  1 


00  00 

00  «- 


1» 


>& 


^ue  par  conféquent  elle  fera  à  la  fomme  de  la  Suite  infinie 
des  Unités^  qui  efl==OQ:  :  3.  2.  Ce  qui  vient  de  ce  que 
cette  progrefÊon  a  une  infinité  de  termes  plus  grands  que  1  > 
&  plus  grands  d  ufte  différence  finie  (  4y 7  )• 

La  fomme  de  la  progreflion  géométrique  correfpondaote 


fera 


00 


»«_, 


t — I 


1«0 


»*-! 


.  Or  â 


00 


I  eft 


«ne  grandeur  infiniment  petite  (  3  y  i  ) ,  ou  o  relatif,  Donc 
-~ —  «f ,  granâcur  infinie  (  5  38  ).  Cet  r  n'eft  pas  abfo- 


00 

4—1 


lument  =*=  oo  j|  car  la  progreflion  géométrique  ayant  toiis 
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fes  termes  plus  grands  que  i  >  6c  enhr^eux  un  nombre  .fini 
indéterminable  ^  qui  jfont  plus  grands  que  i  d'une  différence 
finie  (4^70  j  fa  fcmnie  eft  plus  grande  que  celle  de  la  Suite 
infinie  des  Unités  qui  eft  =  oo.  Donc  cet  i  >  oo ,  mais 
feulement  d  une  différence  finie  »  &  fi  on  la  compte  ^  cette 
fonime  de  la  progrefiion  géométrique  ne  peut  être  comparée 

Scelle  de  Farithmétique ,  qui  eft^,  ou  ces  femmes  font 
incommenfurables  entr'elles.  Seulement  on  (ait  que  celle  de 
Tarithmétique  doit  être  la  plus  grande^ôc  par  conféquent  elle 
sruroit  à  celle  de  la  géométrique  un  moindre  rapport  que 
celui  de  3  à  2; 

4(^0.  Tout  ce  qui  a  été  dît  de  la  progreffion  géométrie 
que  infinie  dont  i  6c  2  font  les  extrêmes^  s'applique  de  foi-» 
snêmeàcellesdont  I  6c  3  ^  ou  1 6c  4^  6cc.  feroient  les  extre^ 

oc  oc 

mes 5  6c  Ion  voit  naître  une  infinité  de  300*^  dê4  oô"  6co. 
qui  feront  autant  de  nombres  finis  incommenfurables-dune 

45 1 .  Que  fi  enfin  on  établit  la  progreffion  géométrique     ^  ^ 
y  ont  1  &  00  foient  les  extrêmes  y  ce  quon  a  déjà  vu  plu-    ^         '* 

fieurs  fbÎ5>  tous  les  termes 00^  ,  00  ^  ,  00  ^  y   6cc. 

enfin  tant  que  le  numérateur  des  expofans  fera  fini ,  feront 
finis  j  6c  ce  font  de  nouveaux  Incommenfurables  d^une  3*^ 
ejpece ,  parce  qu'ils  n'appartiennent  plus  à  aucun  nombre  fin», 
mais  à  rlnfini  élevé  à  quelque  puiflance  finie  dont  ils  font 
V  infinies. . 

4^1.  Et  comme  dans  cette  plbgreffiôn  il  y  a  des  00  ^  ^"^  ^^^^^^^ 
qui  font  encore  finis {5 1 1) ,  ce  font  encore  des  Incommen- 
furables dHirîe  â^^efpecey  parce  qull  n'entre  abfblument  rien 
de  imidans  leur  expreffion  ^  non  pas  même  le  numérateur  de 
leur  expofant  )  ou  ^  ce  qui  revient  au  même  ,  qu'ils  fontl/* 
infinies  d'un  Infini  élevé  à  une  puiifance  infinie. 
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4^^  Oo  vpk  aflez  que  paiT^  cela^  il  ne  doit  plus  étfe 
poflible  de  trouver  des  Incommenfurables  y  c'eft-à-dire  ^  des 
nombres  finis  inexprimables  i  &  même  ces  derniers^  qui  fbnc 

oc 
les  OQoo  j  manquent  abfolument  d'un  caraôere  qui  les  fâfTe 

reconnoître  pour  finis  >  car  U  y  en  a  auffi  de  pareils  ou  pris 
dans  la  même  progteflîon  qui  font  infinis.  A  mefure  que  les 
Incommenfurables  ont  plus  de  rapport  à  Tlnfini  j  ils  devien- 
nent plus  indéterminables. 

4^4*  Donc  il  y  a  des  nombres  finis  de  deux  efpeces 
principales  :  les  uns  purement  Finis ,  les  autres  qui  tiennent 
de  rinfini.  Les  premiers  font  les  Commenfurables>tous  expri* 
mables  ôc  déterminables  ^  dont  nous  avons  une  idée  parfaite» 
Les  féconds  font  les  Incommenfurables  >  tous  inexprimables^ 
ifC  dont  nous  n  avons  qu  une  idée  obfcure'.  Ils  £b  fubdivifeiy 
en  quatre  efpeces  ^  &  deviennent  d  autant  moins  détermina* 
bles^  &  ridée  que  nous  en  avons  d  autant  plus  ôb(cure  ^  qu^ 
tiennent  plus  de  l'Infini  >  &  enfin  dans  la  dernière  e%ece  ils 
deviennent  abfolument  indétemiinables^  &  nous  n  en  avons 
plus  d'idée. 

^6$.  Il  fuit  de  Tart.  43  S  >  ^^^  chaque  nombre  comment 
furable  produit  une  infinité  a  Incommenfurables  5  6c  ils  ne 
font  que  de  la  1"  efpece.  Donc  il  y  a  autant  d'Infinités  dln^ 
commenfurables  de  cette  efpece  qu'il  y  a  de  commenfiara^ 
blés  >  &  il  ne  Êtut  pas  être  wrpris  que  dans  les  recherches 
Algébriques  on  en  rencontre  tant. 

4(r(?.  Que  fi  on  rencontre  aufli  des  grandeurs  qui  (oient 
certainement  finies  ^  &  ne  foient  cependant  point  Kde  quel- 
que  nombre  fini  exprimabldl  ce  feront  des  Incommenfura*- 
blés  de  quelqu'une  des  trois  dernières  efpeces  :  ainfî  les  foni- 
mes  de  -L, .:. ,  &c.  font  des  grandeurs  finies  (  5  ^5  &  3  d  y  ) , 

mais  qui  ne  ie  peuvent  exprimer  par  aucun  nombre  fini  ^  ni 

Îar  aucune  •  d'un  nombre  fini.  Elles  feront  de  ces  nouveauit 
ncommeofurables. 
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.  457.  Â  plus  forte  raifon  deux  grandeurs  de  cette  efpece 

auront-elles  un  rapport  fini  qui  ne  fe  pourra  jamais  exprimer 

ni  déterminer.  Tel  fera  le  rapport  de  la  fotmne  de  :^  à  la 

oc  oc 

fommede^.  Ceft  peut-être  celui  de  }<»  à  a»  ,    oc 

étant  le  même  de  part  &  d*autre.  Il  fufHt  de  voir  par-là  qu'il 
peut  y  avoir  une  infinité  de  rapports  finis  de  grandeurs  finies» 
qui  pat  leur  nature  feront  étemeUemeiit  hois  de  la  portée  de 
lEfprit  hur-" 
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S  £  C  T  I  O  N    V I. 

•  •     \    '  ^ 

JDes  Grandeurs  Pojttives  &  Négatives,  Réelles 

(Ùr  Imaginaires» 

;^8.y^N  appelle  grandeiws  pojhives  ^  celles  qùî  ontTo 
\^figne  -4--  >  ou  qui  n  en  ont  point  ;  car  alors  -H 
eft  foufentendu ^  &  en  eflfet  toutegtandeur «que Ton  confia 
dere  efl  pour  cela  Ceul  pofée«  Et  on  appelle  négatives  >  celles 
qui  ont  le  figne  — :• 

Il  paroît  que  dans  Ttilage  commun  on  confond  aflcz  les 
grancleurs  pofitives  avec  celles  qui  font  ajoutées  à  quelqu'au- 
tre  y  &  les  négatives  avec  celles  qui  font  retrsmchées  de  ^uel« 
qu'autre  ;  &  il  eft  fi  vrai  qu'on  les  confond  >  que  l'on  ne  tire 
les  Règles  du  calculxles  granckurs  pofitives  &  négatives^  que 
d€s  feules  idées  de  l'addition  &  de  la  fouftraâion.  De-là  vient 
encore  que  quand  les  grandeurs  négatives  ont  un  —  abfolu^ 
vComme  —  i  >  -^  2  >  —  3.^  &c.  c'eft-à-dire,  qu'elles  ont  le 
iigne  —  fans  être  ^précédées  4'aucune  grandeur  dont  elles 
ibient  réellementretranchées^on  eft  réduit  à  imaginer  qu'elles 
font  retranchées  de  o.  Mais<on  tombe  par4à  dans  quelque 
chofe  d'entièrement  inconeev;sible  ^  qui  eft  une  grandeuc 
moindre  que  rien. 

On  dit  9  pour  juftifier  cette  idée  >  qu'un  homme  qui  a  i 
par  exemple  5  plus  de  dettes  que  de  bien  5  a  moins  que  rien. 
Mais  il  iaut  prendre  garde  que  ce  moiris  que  rien  ji'eft  pas 
lUne  idée  géoméorique  >  ni  phyfique^  mais  feulement  morale^' 
&  qu'on  entend  par-là  que  félon  les  loix  de  la  Société  la 
condition  de  cet  homme  eft  plus  mauvailè  >  que  s'il  n'af^oic 
précifément  rien  j  c'eft-à-dire  ,  m  bien  »  ni  dettes.  Si  —  1] 
:eft  moms  que  rien .,  j'entens  que  ce  —  foit  abfolu  ^  com« 
ment  fon  quatre  eft-il  1  f  Et  fi  —  2  eft  moindre  que  —  i  ^ 
parce  qu'il  eft  plus  au-deifous  de  0^  comment  fon  quarré  ^ 
.eft-il  au-deifas  de  celui  4e  •»  i  i 

Pô 


DE   l'I  N  F  I  N  I.  Partie  L  SeSt.  P7.  \€st 

On  dit  auflî  que a  efl:  la  négation  de  a ,  maïs  cela  ne 

porte  pas  une  idée  nette  :  car  dès  que  l'on  confîdere  une 
grandeur^  on  l'affirme  y  ou  on  la  pofe  ^  6c  on  n  entend  pas 
ce  que  c  eft  que  de  la  nier  y  à  moins  que  ce  ne  foit  la  retran^ 

cher  de  quelque  autre.  Or  le étant  abfolu ,  il  n  y  a  point 

de  retranchement  ^  ou  fi  l'on  en  fuppofe  un  y  on  retombe 
dans  les  embarras  qui  viennent  d'être  repréfentés. 

Enfin  les  expofans  négatifs  des  puiffances  ne  font  négatifs 
par  aucune  fouftraâion  >  ni  par  aucune  négation.  Quand  je 

dis  a  — " — 1~ ,  je  ne  puis  concevoir  ni  que  n  foit  retranché 

d'aucune  grandeur  >  nique  — n  foit  la  négation  de  la  puit 

(ance  ny  puifque  je  retrouve  cette  puiflance  n  dans"]^ 

De  tout  cela  je  conclu3i|ue  les  grandeurs  pofitives  &  né- 
gatives le  font  par  elles-mêmes^  &  indépendamment  de  toute 
addition  >  ou  fôuftraaion ,  ou  négation ,  &  que  dans  ce  qui 
'les  rend  positives  ou  négatives  j  il  y  a  quelque  idée  peu 
développée  j  qu'il  eft  bon  de  démêler. 

46p.  Si  on  veut  qu'une  Suite  de  nombres  repréfentele  ctquètU^ 
icours  du  Soleil  au  deflfus  de  l'Horifon ,  o ,  î ,  2  ,  &c.  90 ,  g'J^^^JJ^ 
Sp ,  &c.  2^  j  ^  o  ^  o  marquera  que  le  Soleil  eft  à THorifon^ ^m^ /^ Néfgi»^ 
foit  qu'il  fe  levé  ^  ou  fe  couche.  Si  on  veut  fuivre  fon  cours ''/«y^w* 
au  defTous  de  THorifon  y  on  ne  peut  avoir  que  les  mêmes^^^^^J^ 
nombres  o  >  i  ^  2  ^  &c.  po ,  8p  j  &c.  2 , 1  ^  o  ^  où  l'on  voit  »«»/  >  m^u 
qu'ils  repréfentent  également  &les  élévations  du  Soleil  au  f^'^*^^^J^ 
defTous  de  THorifon,  &  fes  abaiffemens  au  defFous.  L'expref-  tion. 
(ion  par  les  nombres  feuls  eft  donc  douteufe  &  équivoque. 
Pour  la  déterminer ,  on  affeûe  du  fîgne — le^ombres  qui 
repréfentent  les  abaifTemens  y  en  donnant  le  fîgne  -f-  à  ceux 
qui  repréfentent  les  élévations  ^  ou  enleleur  laifTantfoufen- 
tendu  y  puifque  tous  les  nombres  Font  naturellement  &  pat 
eux-mêmes.  Par-là  Péquivoque  eft  ôntierêment  levée. 

De  même  y  fî  étant  toujours  tourné  du  même  côté  y  je 
voulois  repréfenter  par  une  Suite  de  nombres  les  arcs  ou  de- 
grés d'un  aemi-Cercle  que  parcourroit  leSoleil  d'abord  à  ma 
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droite ,  enfuite  à  ma  gauche ,  j  aurois  0,1,2^  &c.  j  ufqu  a  ^o  ' 
pour  les  arcs  qu'il  parcourroit  à  ma  droite ,  o  étant  le  point 
où  le  demi-Cercle  couperoit  THorifon ,  après  quoi  j'aurois 

pour  les  arcs  à  ma  gauche  —  8p ,  &cc. 2  y 1,0,  car 

fans  cela  les  deux  efpeces  d^arcs  n'auroient  nulle  diftinûion» 
De- là  il  fuit  que  l'idée  du  pofitif  &  du  négatif  ajoute  à 
telle  des  grandeurs  qu'elles  ioittitcontraires  en  quelque  chofe> 
comme  dans  les  deux  exemples  rapportés  les  nombres  font 
contraires  par  la  pofidon  des  grandeurs  qu'ils  reprélèntent.. 

470.  Toute  contrariété  ou  oppofition  fuffit  pour  l'idée  du 
pofitif  &  du  négatif.  Si,  par  ex.  4,  5  , 2 ,  i ,  repréfentent  le  ^ 

Bien  ou  le  Fonds  d'un  Hoinme  qui  diminue  toujours  > 1  >  * 

—  2  ^  &c.  repréfenteront  {ç^%^  Dettes  qui  augmenteront.  Et 
en  général ,  fi  ^  eft  un  Fonds  >  une  élevarion  du  Soleil ,  ôcc 
•—  a  eft  une  Dette  y  ou  un  abajlfement  du  Soleil  y  ôcc. 

47 1 .  Bonc  toute  grandeur  pofitive  ou  négative  n'a  pas 
feulement  fon  être  numérique  ,  par  lequel  elle  eft  un  certaîa 
nombre  ^  une  certaine  quantité  y  mais  elle  a  dQ4>lus  fon  êtrei 
Jpécifique  >  par  lequel  elle  eft  une  certaine  Cbofi  oppoIHe  à 
une  autre. 

Je  dis  opvajfe  à  une  autre  j  car  ce  rfeft  que  par  cette  oppo» 
fition  qu'elle  prend  un  être  fpécifique  ;  &  fi  on  lui  en  don- 
noit  un  qui  ne  lui  apportât  aucune  oppofition  à  une  autre 
grandeur  >elle  ne  conferveroit  aucun  caradere  d'être  fpécifi- 
que »  &  ne  feroit  confidérée  que  félon  le  numérique.  Ainfî 
quoique  des  degrés  de  Vitefle  appartiennent  à  une  certaine 
chofe,  qui  eft  une  ViteflTe,  ils  ne  font  point  fufceptibles  de 
l'idée  du  pofitif  &  du  négatif  ,  parce  que  la  Vitefle ,  entant 
^ue  Vitefle  {ftrécifément  ^  n  a  rien  qui  lui  foit  oppofé ,  non  pas 
même  la  Lenteur  y  qui  n'eft  qu'une  moindre  Vitefle ,  ni  le 
Repos ,  qui  n'eft  qu'une  Vitefle  devenue  nulle  y  ou  infini* 
ment  petite. 

472.  Donc  toute  grandeur  n'eft  pas  fufceptible  de  l'idée 
du  pofitif  &  du  négatif^  &  celles  qui  le  font  peuvent  être 
aîfémeht  reconnues  par  foppofition  Spécifique  qu'elles  au^ 
cont  à  d'autres*. 


# 
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475*  Quand  deux  grandeurs  font  oppofée#,  FunÔ  exclut 
ou  nie  1  autre ,  &  par  conféquent  pft  négative  à  Tégard  de 
l'autre  qui  iëra  pofîtive.  Ainfi  labaifTement  du  Soleil  nie 
Télévation^  une  Dette  nie  un  Fonds ,  &c.  Et  comme  deux 
grandeurs  oppofées  fe  nient  également  Tune  l'autre ,  &  que 
l'élévation  nie  autant  Pabaiffement  quelabaiflement  nie  Télé- 
vation ,  &c.  il  eft  indiflfërent  laquelle  dos  deux  on  prenne 
pourpofitive  ou  pour  négative.  Cependant  on  prend  ordi- 
nairement pour  pofitive  celle  qui  fe  préfente  la  première  dans 
la  recherche  dont  il  s'agît  >  &  quil  eft  le  plus  naturel  de 
confidérer.  Un  Fonds  fera  plutôt  la  grandeur  pofitive  qu'une 
Dette* 

474..  Quoiqu'une  grandeur  ait  une  oppofée ,  il  n'eft  mj^ 
lement  néceffaire  de  cbnfidérer  cette  oppofée.  Ainfi  quoi- 
que je  confidere  un  Fonds  que  j'appelle  ^^  je  puis  ne  confi- 
aérer  a  que  numériquement ,  par  k^  accroiffemens  ou  dé- 
croiffemens  numériques  quelconques^  ^  fans  aucup  rapport 
a  la  grandeur  ipécifique  oppofée  >  qui  eft  une  Dette  :  mais  (i 

je  dis a^i  cette  grandeur  n'eft  ce  qu'elle  eft  >  &affe£léc 

du  figne  -- — ,  que  parce  qu'elle  eft  oppofée  à  ^,  ou  -+-  a^  qui 
eft  un  Fonds*  La  grandeur  négative  >  quoique  prife  à  part  ^ 
renferme  donc  néfceflairement  dans  fon  idée  ïètt%  (pécifi- 
que  :  mais  la  pofitive ,  prife  de  même ,  ne  le  renferme  pas. 
néceflairement^  &  alors  elle  n'eft  pofitive  (i\î improprement^ 
&  parce  qu'elle  eft  confidérée  ou  pofée  y  mais  non  mspro^ 
prement  >  &  par  rapport  à  une  grandeur  oppofée.  Elle  n'eft 
plus  qu'un  nombre. 

475".  Donc  — -^  n'eft  point  un  pur  nombre,  &  à  moins 
que  d'y  attacher  une  idée  fpécifique  9  on  n'en  a  plus  d'idée. 

475.  Zéro  n'eft  point  fufceptible  de  l'idée  clu  pofitif  & 
du  négatif,  puifqu  il  n'eft  point  grandeur ,  &  que  loin  de 
pouvoir  avoir  un  être  fpécifique  >  il  n'en  a  feulement  pas  un 
numérique. 

477.  Par  la  raifon  contraire ,  l'Infini  eft  fufceptible  de 
ipette  idée ,  ce  qui  jeô  évident  de  foi-même. 

±^Z.  Les  entiers  &  les  firaûions  ne  font  point  des 

Y  ii 


il 


^7a  ElEMENS    de    la   GE'oMt'TRlB 

grandeurs  fj^cifiquement  oppofées.  Par  exemple  >  5  ne  Teit 

point  à  7 ,  car  5  eft  j^  à  .l'égard  de  9 ,  &  7  eft  3  à  Tégard 

de  ^.  Donc  Tidée  de  pofidf  fie  de  négatif  ne  peut  tombée 

fur  les  entiers  entant  qu  oppofés  aux  fraâions  1  ni  réciproV 

quement* 

E»  ifuoi       41 9*  De  même  les  puiflances  6c  les  racines  ne  font  point 

ttmSfte  le     dcs  graudeurs  oppofées.  Car  il  n'y  a  point  de  nombre  qui 

?Jfancis  '^^^  ^oî^  en  même  temps  6c  une  puiflance  quelconque  (438  i 

&  des  K/i- ôc  une  racine  quelconque.  Cela  fe  voit  encore,  parce  que  les 

imf*         puiflances  font  «  ^  $c  les  racines-^  >  entiers  ôc  fraâiona,  qui 

ne  font  point  oppofés  (  47  8  >. 

480.  Mais  les  puiflances  peuvent  avoir  ent/elles-mêmes^> 
&  les  racines  de  même  entr'elles  une  oppofîtion  fpécifique. 
Une  puiflance  élevé  ou  abaifle  la  grandeur  qu'elle  afièéle  > 
félon  que  cette  grandeur  eft  un  entier  ou  une  fraâion.  Donc 
}es  puiflances  qui  élèvent  6c  celles  qui  abaiflent  font  fpécifi^ 
quement  oppofées  entr  elles.  Donc  11  n  eft  une  puifTance  qui 
élevé  )  " —  n  eft  une  puiflance  qui  abaifle  ^  ou ,  ce  qui  eft  le 
même  ^  fl  ^  eft  élevé  par  la  puiflance  ;i ,  ileft  abaifle  parla 

puiflance ».  Or  il  n'y  a  qu'une  fraâion  qui  puifle  être 

abaiflfée  par  une  puiflTance  >  donc  a  abaifle  par  la  puiflance 

•—  n  eft*devenu  fraâion  >  ou  — •  Donc  a       =-^,  De 

même  une  racine  abaifle  ou  élevé  une  grandeur  félon  que 
cette  grandeur  eft  un  entier^  ou  une  firaâion.  Dpnc  (t  -i-^ft 

une  racine  qui  abaifle  >—-^-~ eft  une  racine  qui  éleve*^  Of 
une  racine  ne  peut  élever  qu*une  fradion^  Donc  a       T 


On  voit  par  larticle  précédent  pourquoi  a  --*n'eft  pî* 

1  1 

^1  •  ^  ou  a         •  c=:  a" ,  6c  par  celui-ci  pourquoi  ar^ 

^yàia      »5==a-l-.  Et  peut-être  tout  cela  feroit-i| 
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plus  difficile  à  démontrer  â  priori  par  d  autres  principes  que 
ceux  qui  ont  été  établis. 

La  même  chofe  fe  trouve  aifément  par  le  calcul.  Car  a^^ 
xa    s=a       s==^^==i.Donca    ==:—.  De  même 


M 


a' xa        *  ssssa  "        "  sss «<>  =s  i »  Donc  a 


48 1 .  Dans  les  exemples  des  élévations  ou  abaifTemens 
(du  Soleil  ^  des  Fonds  ou  Dettes  >  1  oppofition  fpécifîque  ne 
touche  point  à  l'être  numérique  des  grandeurs  qui  demeure 
toujours  le  même ,  c'eft-à-dire ,  que  z  degrés  d'élévation  du 
Soleil  y  par  ex.  ou  2  degrés  d'abaiffement  font  toujours  le 
même  nombre  2.  Mais  loppofition  (pacifique  des  puiflances 
ou  des  racines  pofitives  ou  négatives  eptr'elles  change  l'être 
numérique  de  la  grandeur  à  laquelle  elles  font  appliquées  ^ 

puifque  ce  qui  dans  a'  ai  dans  a  " étoit a  i  devient -^  dans 


0     ^dansa*""»  * 

482.  Du  raifonnement  de  Fart.  480  5  &  du  précédent  il 

fuit  que  fi  une  puillance  élevé  infiniment  ^  >  la  même  puif^ 

fance  affeûée  de  ^ —  Tabaifle  infiniment.  Donc  puifque  a^ 

—00 
eft  infiniment  grand  ^a        efl  infiniment  peut.  Et  en  e£fe| 

a    ^  =r^(48o> 

s 

48  5  •  Pareillement  fi  une  puifTance  eu  une  racine  a  rendu 
une  grandeur  telle  qu  elle  ne  puifie  plus  être  ni  élevée  ni 
abaiiTée  par  les  puiflances  ou  par  les  racines  y  h  même  puif- 

lance  ou  rac'me  affeâée  de ne  rendra  point  la  grandeur 

différente  de  ce  qu'elle  étoit ,  quand  la  puifTance  ou  racine 
étoit  affedée  de  •+  ^  car  les  puiifances  ou  racines  auront 
perdu  Toppofition  fpécifique  qu  elles  avoient  entr  elles.Donc; 

pulrque^^=;  j  ^  ^     eu  denêfflçss»  I  ^carlapuiflancegi 


/ 
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ayant  rendu  a=  t  ^  la  rendu  incapable  d'être  élevé  ou  abaiffé 

par  des  puifEinces.  De  même  puifque  a  ^  =  j ,  a      ^  eff: 
auffi==  i.Eteneffeta     "^œs  •J^==  f  ==  i. 


00 


Comment 
une  Sitste  de* 


a  8  4.  Donc  a    ==aa<>s==  1  j  foit  que  cfoît  abfolu  ou 
iceladE  S'il  efl:  abfolu>  on  vient  de  le  voir  dans  Tart.  précédent^ 

&  fi  G  eft  relatif,  a     ==  a     ^  ==:  i. 
48  y.  On  voit  fufiîfamment  par  le  1^^  exemple  de  lart 
Tûmd!plfiA^9y  qu'une  Suite  de  grandeurs  peut  devenir  depofitive 
tive  négm-  négative ,  &  qu'elle  pafferoit  du  pofitif  au  négatif  par  o ,  que 
*^'  de  même  dans  le  2^  exemple  elle  pafferoit  du  pofitif  au  né- 

gatif par  po  f  c'eft- à-dire ,  que  dans  le  i^"^  exemple,  o  étant 
le  point  de  THorifon^où  le  Soleil  feroit  dans  le  plan  de  ce 
Cercle ,  il  ne  feroit  ni  au  deffus ,  ni  au  deffous ,  &  par  confé^ 
quent  fa  pofition  ne  feroit  ni  pofitive  ni  négative/  &  dans  le 
j2^  exemple  elle  ne  feroit  non  plus  ni lun  ni  lautre ,  parce 
que  le  Soleil  étant  à  90 ,  ne  feroit  ni  à  ma  droite  ni  à  ma 
gauche ,  mais  fur  ma  tête.  D  où  Ion  voit  en  général  que  dans 
les  Suites  qui  deviennent  de  pofitives  négatives ,  le  paflage 
du  pofitif  au  négatif  fe  fait  par  quelque  terme  qui  neft  ni 
l'un  ni  l'autre ,  ou  fi  l'on  veut  ^  qui  eft  l'un  &  l'autre  en  même 
temps.  Car  o  n  eft  ni  pofitif  ni  négatif  (  476  ).  mais  on  peut 
bien  concevoir  que  90  foit  la  dernière  ^es  grandeurs  pofitî* 
ves ,  &  la  première  des  négatives  en  même  temps.  Ces  deux 
idées  ,  quant  à  préfent ,  reviennent  au  même.  , 

^  48tf*  Il  eft  clair  que  ce  que  90  eft  dans  l'exemple  qu'on 
âvdtpris  ,  tout  autre  nombre  le  fera  dans  d'autres  exemples 
ou  d'autres  cas ,  &  que  l'Infini  même  le  pourra  être.  Donc 
en  général  zéro ,  tous  les  nombres  Finis  &  l'Jnfini  font  des 
termes  par  pti  des  Suites  de  grandeurs  peuvent  paffer  du  po- 
iidf  an  négatif. 
Calcul dés  ^87.  Il  fe  trouve  pat  le  calèul,  que  les,  opérations  que 
JiviT^^'Toû  Êit  fijr  les  grandeurs  négatives  font  les  mêmes  quon 


I 
t 
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leroît;  (ur  des  grandeurs  iîmplement  retranchées  >  parce  qu'en 
effet  on  peut  ramener  en  quelque  forte  fidée  de  grandeurs 
négatives  à  celle  de  ^ndeurs  (implement  retranchées.  Mais 
comme  cette  manière  de  les  y  ramener  eft  un  peu  forcée  ^ 
qu  elle  ne  va  point  affez  au  fond  de  la  nature  des  chofes  >  6c 
qu'elle  ne  peut  s'étendre  à  tout  >  par  ex.  aux  puifTances  néga-^ 
tives  qui  ne  font  telles  par  aucun  retranchement  y  il  vaut 
mieux  prouver  les  opérations  fur  les  grandeurs  négatives  ^  en 
tes  prenant  fimplement  comme  négatives  ^  6c  de-)à  naîtront 
quelques  idées  qui  éclairciront  peut-être  un  peu  Une  partie 
aflez  obfcure  de  FAlgebre*  Je  iuppofe  donc  les  grandeurs 
négatives  affeâées  du  (igné  «*—  abfulu  ^  ou  négatives  par 
elles-mêmes. 

Ajouter  une  grandeur  négative  aune  négative  >  une  Dette 
à  une  Dette,  c  eft  Taugmenter-Donc  —  a  y  auquel  on  ajoute 
—  ^,ou a-4-'— ac== a^# 

Ajouter  aune  grandeur  négative  une  pofîtive  ,'un  Fonds^ 

à  une  Dette  $  c'eft  diminuer  la  Dette»  Donc 2  a  •+-  «? 

^»De  même  ajouter  une  Dette  à  un  Fonds  >  c'efi 


diminuer  le  Fonds..  1  a  -4 a  ==  a.. 

Oter  d'une  grandeur  négadve  une  négative  y  une  Dette 
d  u^e  Dette^c  eft  la  diminuer.  Donc  —  a^  —  —  ^= —  a^ 
Et  Ton  voit  par  conféquent  que  ^-^ a  5=3  -f-  a^ 

Oter  d  une  grandeur  négative  une  pofitîve^un  Fonds  d'une 

Dette  y  c'cft  augmenter  laqégative.  Donc — 7.a h-^==a 

—2^ — a== 3^.De  môme  ôter  une  Dette  d  un  Fondsjr 

c'eft  augmenter  le  Fonds.  Donca^—  — ^fc==aa-4-  a==^a^ 
Et  Ton  voit  toujours  que ==  -+-. 

Il  eft  clair  que  tout  cela  naît  ou  dg  la  feule  nature  de  la 
grandeur,  lorfqu'on  n  opère  que  fur  des  grandeurs  négatives> 
ou  de  Toppofition  fpécifique ,  lorfqu'on  opère  fur  des  grattt 
deurs  pofitives  6c  négatives» 

48  8.  Il  n  y  a  point  d'idée  plus  daîre  que  celle  de  la  mul-^ 
tiplication  d'un  Fonds  a ,  t)u  d'une  Dette  - —  ay  par  un  nom^. 
bre  by  ce  n'eft  que  doubler,  tripler,  6cc.  le  Fonds  ou  la  Dette; 
Le  1^'  produit  eft  donc  a  ^ ,.  6c  le  a;*  — ^  ^^  car  il  eft 
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évident  que  fi  le  produit  des  deux  nombres  .purs  a  ^h  dt 
t=rzc,  le  i^'^  produit  eft  un  plus  grand  Fonds  r ,  &  le  a^  une 
plus  grande  Dette  —  c^  * 

Il  eft  bon  de  remarquer  que  dans  ab ,  produit  du  Fonds  a 
par  le  pur  nombre  b  y  Vidée  de  i'être  fpécifique  de  a  difparoît 
entièrement ,  &  que  ce  produit  n'eft  en  rien  différent  de  ce- 
lui du  pur  nombre  a  par  le  pur  nombre  b.  Mais  dans  le  pro- 
duit  ab^  ridée  de  l'être  fpécifique  fiibfîfte,  &  en  effet 

c  eft  proprement  aux  grandeurs  négatives  que  cette  idée  eft 
attachée  (  474  ). 

Autant  qu  il  eft  clair  qu'un  Fonds  peut  être  doublé  j  pac 
exemple^  ou  multiplié  par  2 ,  autant  il  eft  inconcevable  qu  un 
Fonds  puiffe  être  multiplié  par  2  Fonds.  Car  que  fait  Fidée 
de  Fonds  dans  les  2  Fonds  qui  multiplieroient  f  II  faut  nécel^ 
fairement  len  détacher  >  fi  Ton  veut  ramener  cela  à  quelque 
chofe  d'intelligible  >  &  réduite  les  2  Fonds  à  n  être  que  le 
nombre  2  y  auquel  cas  >  félon  qu'on  vient  de  le  remarquer  > 
ridée  d'être  fpécifique  difparoît  entièrement  dfems  le  produit 
quelconque  ab^  qui n'eft  plus  que  purement  numérique. 

Cela  eft  ainfi  y  non  parce  que  a  eft  un  Fonds  y  mais  parce 
que  c'eft  une  grandeur  qu'on  avoit  revêtue  d'une  idée  fpéci- 
fique. Donc  U  en  ira  de  même  du  produit  de  —  a  Dette  5 
par — ^  Dette,  Donc  ce  produit  fera  purement  numérique  ^ 
idonc  ==  a  b. 

Ce  qui  a  été  dit  de  la  multipliq^tion  des  grandeurs  néga*« 

dves  fe  doit  appliquer  à  la  diWfîon.  Donc^^  ou  -— ï== 

'4«p.  Si,  dans  quelque  recherche  que  Ton  fait,  les  gran- 
deurs ont  pu  être  revêtues  d  une  idée  fpécifique ,  ^  ^  eft  un 
produit  équivoque  ,  c'eft-à-dire ,  qu'il  peut  être  également  le 
produit  de  deux  grandeurs  auxquelleson  avoit  attaché  à  tou- 
ites  deux  ou  Kdée  de  Fonds,  par  ex.  ou  celle  de  Dette  ^  &  qui 
fiti  ont  été  dépouillées  toutes  deux  par  la  multiplication.  Mais 
— -  a  b  n'eft  point  un  produit  équivoque  ,  il  ne  peut  être  que 

j;elui  dl'pne  Dette  par  un  nombre 
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490.  L'idée  de  puiflance  ajoute  à  celle  de  produit  l'éga- 
lité y  ou  identité  de  J^  grandeur  multipliée.  Je  ne  puis ,  félon 
le  raifonnement  de  lart.  48  8>conce  voir  le  quarré  d  un  Fonds, 
ou  d'une  Dette  >  nvais  feulement  le  quarré  du  nombre  qui. 
exprimoit  le  Fonds  ou  la  Dette,  c'eft- à-dire^  que  ce  nombre 
revêtu  de  l'idée  de  Fonds  ou  de  Dette ,  je  Ten  ai  dépouillé 
pour  en  faire  un  quarré.  Mais  il  eft  ^rai  aufli  que  j'ai  fait  un 
quarré  d'un  nombre  primitivement  revêtu  de  Tune  ou  de 
l'autre  idée ,  &  que  puifqu'il  a  été  dépouillé  ou  de  Pune  ou 
de  Tautre  ,  il  demeure  douteux  ,  lorfqu'il  eft  quarré ,  de  la- 
quelle des  deux  il  avoir  été  d'abord  revêtu.  Donc  aa  eft  un 
quarré  équivoque,  comme  le  produit  ab  (48P  )• 

4.P  I*  Mais aa  n'eft  point  équivoque  ,  non  plus  que 

ai.  Il  ne  peut  être  que  le  produit  de a  Dette  par  a 

nombre  pur. 

4^2. 1)e-là  il  fuît  que  —  aa  ii^eft  point  un  quarré ,  mais 
il  y  a  deux  manières  felmi  lefquelles  il  ne  l'eft  point,  i*.  Ce 
n'eA  point  un  quarré  purement  numérique ,  car  a  étant  un 
purmombte,  —  a  n  en  eft  point  un  (477).  2^.  Ce* n'eft 
point  un  quarré  fpécifique ,  ou  de  —  a  Dette ,  félon  le  fens 

de  l'art.  4po ,  car a  n'a  point  été  dépouillé  de  fon  idée 

Ijpécifique. 

Il  faut  remarquer  que  fi  on  ne  diftinguoît  pas  l'être  numé- 
rique d'avec  le  fpécifique ,  ce  ne  feroit  que  numériquement 

que aa  ne  feroit  px)int  quarré ,  car  on  pourroit  feulement 

dire  que  a  & a ,  quoiqu'égaux ,  ne  feroient  pas  précifé- 

ment  le  même  nombre.  Mais  il  eft  néceflaire ,  &  tous  les 
Géomètres  en  conviendront  qu'il  y  ait  deux  manières  félon 
lefquelles  • —  aa  ne  feroit  point  quarré,  &  par  conféqucnt  la 
diftinaion  de  l'être  numérique  &  du  fpécifique  eft  néceflaire% 

4P } . a^  pour  n'être  point  quarré ,  ne  laifle  pas  d'être 

un  véritable  plan. 

4P 4.  Si  je  prends  -^  a^  pour  un  quarré,  je  le  prends   cequêcefk 
donc  pour  ce  qu'il  ne  peut  être.  On  appelle  Imaginaires  y  ^^^^J^^j^l,^^^' 
grandeurs  qui  ne  peuvent  être  ce  qu'on  fuppofe  qu'elles  font, 
pu  ce  qu'elles  devroient  être,&  qui  par  conféquent  enferment 

mLa 
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contradiâion  >  &  on  les  oppofe  à  toutes  les  autres  qui  font 

Réelles.  Donc a^  pris  pour  quarré  eft  imaginaire  ^  mais 

pris  pour  plan  il  eft  réel  (  4P3  ).  Donc  il  peut  devenir  réel 
ou  imaginaire  félon  le  fens  où  il  fera  pris. 

4^  y.  Si  Ton  dit  \^  —  a^  ^  on  détermine  nécelTairement 
•^—  a-  à  être  pris  pour  un  quarré  9  puifqu  on  lui  fuppofe 

une  V^.  Donc  V  —  a  eft  une  grandeur  entièrement  déter- 
minée à  être  imaginaire^  &  ce  font  celles-là  feules  auxquelles 
on  donne  ce  nom  abfolu  >  parce  qu'elles  ne  peuvenc  être 
réelles  en  aucun  fens. 

49 (J.  II  y  a  deux  manières  félon  lefquelles a^  n^eft 

point  quarré  (  45^  2  )  ou  eft  quarré  imaginaire.   Donc  il  a 

deux  K  imaginaires  j  dont  chacune  répond  à  chaque  manière 
dpntJl  peut  être  formé  fans  être  quirré. 

7^7,  Toute  grandeur  qu  on  affeûe  de  V^  eft  prife  pour 
un  quarré.  Donc  fi  cette  même  grandeur  eft  affeâée  du 

X  X 

iîgne ,  comme  V^  • —  a^ouV^  —  a^^n  étant  un  nom- 
bre indéterminé  y  c'eft  une  grandeur  imaginaire. 

X 

4P  8.  Toute  v/  dont  Texpofant  eft  pair  eft  une  K^.  Aînfî 

<  X  î  8  4 

K  eft  la  î^  de  K ,  V^  de  K,  &c.  Donc  toute  v/  paire  d^unc 
grandeur  quelconque  négative  eft  imaginaire. 

45)p.  Il  y  a  deux  manières  félon  lefquelles  a^  eft  quatre 
(45^0)  comme  il  y  en  a  deux  félon  lefquelles- — a^nelcft 

X 

point.  Donc  comme—  a^  a  deux  V^  imaginaires  (49^)1 
a'  en  a  deux  réelles  5  qui  font  a  fie  —  a^ 

D^^i  viftt'      500.  Quoique  Pon  eût  formé  le  quarré  a' ,  en  ne  pre- 

€^!s  ^lidUs  ^^^^  ^  ^^  P^"*^  "^  P"^  nombre ,  auquel  cas  il  femble  qu  il 

mèUts  avec   ne  dcvroit  avoir  que  a  pour  v  ,  la  feule  poflibilité  d  une  autre 

/«  Imaginai'  formation  qui  auroit  été  faite  fur  —  a ,  donne  un  quarré  ^ 

une  2"^^  V^  Et  de  même  les  deux  manières  félon  lefquelles 
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a^  peut  être  formé,  dont  il  eft  impoffible  qu'aucune  fafle 
un  quarré  ,  lui  donnent  deux  V  imaginaires.  D'où  Ton  voit 
en  générai  que  ce  ne  font  pas  feulement  les  formations  aâueK 
les  qu*on  a  faites ,  mais  encore  toutes  les  autres  formations 
poflibles  >  qui  produifent  des  V  réelles  ou  imaginaires. 

yor*  à^  eft  un  cube  numérique,  &  c'eft  auflî  un  cube 
fpécifique  devenu  numérique ,  parce  que  le  cube  d'un  Fonds 
étant  auffi  inconcevable  que  fon  quarré ,  ce  fera  le  cube  du 
nombre  a ,  auquel  j'avois  attaché  l'idée  fpécifique  de  Fonds, 
&  que  j'ai  été  obligé  d'en  dépouiller  pour  faire  un  cube.  Selon 

cette  formation ,  a}  nauroitque  apour  V^*  Mais  a}  peut  être 
auflî  le  produit  de a  par a"-.  Or  il  faut  que  toute  gran- 
deur de  deux  dimenfions  qui  entre  dans  la  formation  d'un 
cube  foit  un  quarré. à?'  eft  cette  grandeur  de  deux  dimen- 
sions ,  mais  il  n'eft  point  quarré ,  &  il  y  a  deux  manières 
dont  il  ne  Teft  point.  Donc  il  y  a  deux  manières  dont  —  a 
X a^  ==  a}  n  eft  point  cube.  Donc  a}  eft  cube  imaginaire 

en  deux  fens ,  &  a  deux  V  imaginaires  ;  mais  il  y  a  un  fens 

dans  lequel  il  eft  cube  réel ,  ôc  a  une  V^  réelle. 

joi.  Si  ;e  veux  avoir  le  cube  de  —  a.  Je  trouve  cette 

grandeur  dépouillée  de  fon  idée  fpécifique,  ou,  ce  qui  revient 

au  même ,  du  fîgne j  dès  fon  quarré  a^.  Pour  la  cuber ,  il 

faut  donc  que  je  la  niultiplie  par  elle-même  dépouillée  dç 

fon  figne  dans  fon  quarré ,  c'eft-à-dire ,  que  je  multiplie  -^i  a 

5 
par  à" ,  ce  qui  donne a^ ,  dont  la  V^  eft  — '  ^ ,  &  réelle. 

IVlais a^  peut  être  auflî  le  produit  de a^  par  a ,  ce  qui 

feit  entrer  dans  cette  formation a^,  &  par  conféquent 

deux  V  imaginaires  dans  — '  a^. 

On  voit  par-là  pourquoi  le  calcul  algébrique  donne  plu- 
fleurs  racines  pour  une  puiflance  qui  n'a  été  formée  que  par 
une  feule  racine ,  &  en  même-temps  pourquoi  il  donne  des 
racines  imaginaires  pour  une  puiflance  qui  n'a  été  formée  que 

Z  ij 
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par  une  racine  réelle^  peut-être  ne  voyoit-on  pas  trop  à'ovi 
tout  cela  pouvoit  fortir.  Il  fuflît  prefentement  d'avoir  pris 
cette  idée  générale  de  ce  que  c'eft  que  rimaginaire. 

Comment         50 3*  La  qualité  d'Imaginaire  tient>  pour  ainfi  dire >  à  pea 

di^iîmrli!  ^^  chofe ,  &  peut  être  aifément  effecée.  —  a^  n  eft  imaginaire 

que  comme  quarré^  &  non  comme  plan  (4P  ?)•  Or  un  plan 

multiplié  par  lui-même  eft  un  véritable  quarré,  donc a^ 

X a  en  deviendra  un  y  qui  eft  en  effet  ^^ ,  quarré  réel.  De 

même  P^ a^xV à^=: — a  y  plan  réel.  Ainfi  la  racine 

d'un  quarré  imaginaire  eft  imaginaire  >  parce  que  c'eft  cette 
racine  même  qui  rend  le  quarré  imaginaire  j  en  le  détermi<* 
nant  à  être  quarré  6c  non  pas  plan  >  &  le  quarré  d'une  racine 
imaginaire  eft  réel  y  parce  qu'alors  la  racine  qui  Êufoit  tout 
rimaginair^>  difparoît.. 

J04.  Ce  fera  le  même  raifonnement  ^  fi  une  grandeur 
imaginaire  en  multiplie  une  autre  différente  d'elle  ;  car  ce  fera 

une  y^  qui  déterminoit  un  plan  à  être  pris  pour  quarré  qu'il 

îïe  pouvoit  être,  &  cette  I^^  en  multipliant  une  autre  pareil- 
lement conditionnée  j  les  deux  plans  qu'elles  affeâoient  dc^^ 

%  t  % 

tiendront  un  plan  réel.  Ainfi  K- —  a^  x  K— ^-  =  ï^a^^^ 

t=  ab.  Il  en  eft  de  même  de  K  —  i^xV è^  ==  K  ar  ^"•. 

joy.  Le  produit  de  l'Imaginaire  par  le  Réel  doit  être 
imaginaire ,  car  l'Imaginaire  doublé,  par  ex.  triplé,  &c.  enfin 
multiplié  par  n  j  n'en  eft  pas  moins  imaginaire. 

$06.  Donc  le  produit  de  llmaginaire  par  lui-même  étant 
réel  (  J05  ) ,  fi  on  multiplie  encore  ce  produit  par  flmagî- 
Daire ,  le  2^  produit  fera  imaginaire  (  fQj),  un  j"^^  pareil 
léel ,  un  4""*^  imaginaire  j  &  toujours  ainfi  de  fuite. 

507.  Tout  cela  s'applique  de  foi-même  à  ladivifion,  & 
Fon  voit  à  l'égard  de  ces.deux  opérations ,  l'analogie  parfiiirc 
du  pofitif  &  du  Réel,  du  négatif  &  de  l'Imaginaire.  AufG 
ITImaginairen^eft^il  imaginaire  qu'en  ce  qu'il  tient  du  négati£. 
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%o%.  Il  eft  aifé  de  voir  auflî  le  fapport  de  rincommen-  CùmpMtMfott 
(urable  &  de  Tlmaginaîre.  Il  font  tous  deux  néceflairement  ^*  '/''^a?" 
exprimés  par  une  V  >  l'un  par  une  V  quelconque ,  lautre  par  ^dtTmM^ 

une  V^,  ou  plus  généralement  par  une  i/  paire  (  4p8  ).  L'un 
£]ppo(e  qu'une  grandeur  eft  une  puiflânce  qu'elle  n  eft  pas 
dans  le  Fini,  f  autre  qu  elle  eft  une  puiffance  qu^elle  ne  peut 
abfolumënt  être.  Une  fimple  élévation  à  une  puiffance  les 
£àït  tous  deux  changer  de  nature ^  &  rend  lun  commenfu* 
rable ,  l'autre  réeU 

jop.  L'Imaginaire  n'eft  pas  zéro  ;  car  quoiqu'il  ne  puifîe 
être  >  il  ne  tient  prefque  à  rien  qu'il  ne  foit,  &  un  légerchange- 
ment  le  rendra  réel  &  exiftant  ^  ce  qui  ne  convient  pas  à  zéro* 

y  I  o.  L'Imaginaire  a  même  une  grandeur  déterminée  ^  &  Sim  nm/tUr 
l'on  voit  par  fon  expreffion  quelle  ferpit  cette  grandeur  quif^^'*'*  ^ 

ne  peut  être ,  en  cas  qu'elle  fût.  Si  K a"  étoit  poffible  r^Z^JI!,^ 

n 

elle  feroit  a^  ^  ai  cette  propriété  ne  convient  pas  non  plu» 
à  zéro.. 


î  1 1 .  K — -oT'-h  b  n'eft  pas  ==»  i,  puîfque  V  — —  ^*  n?effe 
pas  ==  o  (  $6^  ).  Qu'eft-ce  donc  que  cette  fomme  ? 

Il  faut  coniîdérer  que  mettre  plufîeurs  grandeurs  en(èmble> 
c'^eft  les  concevoir  comme  exîftant  ensemble.  Mettre^  avtc  o, 
ou  avec  —j  c'eft  concevoir-  b  comme  exiftant  feul^  ou  avec 

00 

une  grandeur  qui  à  caufe  de  fbn  infinie  petiteffe  ne  l'aug-' 
mente  pomL  Mais  mettre  b  avec  une  grandeur  qui  ne  peut 
exifter,  c'eft  fe  réduire  à  Timpodibilité  de  concevoir  b  corn* 

X       II 

me^xiftant ,  puîfqu'on  le  lie  à  Tlmpodible.  Doncï^  - —  a** 
^4-  ^  eft  une  fomme  imaginaire.  1\  en  hxxt  dire  autant  de  la 
fouftraaion  y  ou  d'une  différence.. 

y  12.  Puifque  l'Imaginaire  a  une  grandeur  (jio),  o» 
peut  concevoir  qu'il  croiffe  ou  décroiffe.  Ainfî  x  étant  une 

grandeur  variable  ^  K  •—  x  formera  une  Suite  croiffante  de 
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grandeurs  imaginaires  ^Cix  croît ,  &  au  contraire^fi  x  décroît. 

513.  ^  peut  même  croître  jufqu'à  Tinfîni,  ou  décroître 

2.  X 

jufqu  à  zéro  >  ce  qui  donnera  V^ 00 ,  ou  ï^  - —  o ,  gran- 
deurs encore  imaginaires. 

5 1 4.  On  peut  même  concevoir  qu  à  l'exemple  de  la  Suite 

2 , 1 ,  o ,  —  I ,  ~  2 ,  &c.  V^  —  o  étant  pofé  pour  terme 

X 

commun ,  il  y  aura  d'un  côté  des  V^  —  x  pofîtives  décroit 

fcntes ,  qui  y  aboutiront ,  &  de  l'autre  des V^ — x  néga- 

tives  ôc  croiflantes^  qui  en  partiront  j  de  forte  que  les  gran- 
deurs imaginaires  qui  he  font  telles  que  par  rimpoflTibilité  de 
l'être  fpécifique  qu'elles  renferment ,  prendront  elles-mêmes 
unêtrefpécifique,maiscelanelaiflepasd'êtreaïféàconcevoîr. 

j  I  j-.  On  a  pris  fouvent  dans  cette  Sedion  pour  exemple 
de  grandeurs  fpécifiquement  oppofées  y  des  Fonds  &  des 
Dettes ,  à  caufe  de  la  brièveté  de  Texpreffion.  Mais  on  voit 
affez  que  les  mêmes  chofes  s'appliqueroient  aux  élévations^ 
ou  abaiflemens  du  Soleil  par  rapport  à  un  Terme  commun  y 
&  comme  ces  grandeurs  n'ont  d  autre  être  fpécifique  que 
leur  pofition  par  rapport  à  ce  Terme ,  il  faut  comprendre 
dans  tout  ce  qui  a  été  dit  ^  les  grandeurs  qui  n'auroient  que 
cette  forte  d'être  fpécifique,  &  plus  généralement  encore  ^ 
toutes  celles  qui  en  auroient  un^  quel  qu'il  fut. 

y  i  5.  De  plus  >  pour  ne  confidérer  que  des  grandeurs  vé- 
ritablement négatives ,  nous  avons  fuppofé  qu'elles  eufl[ent  le 

fîgne abfolu ,  ou  par  elles-mêmes,  originairement,  &  fans 

aucune  fouftradion ,  comme  des  abaiflemens  du  Soleil  fous 
rHorifon,comparés  aux  élévations.Cependant  fi  de  2  dçgrés 

d'élévation  du  Soleil ,  j'en  ôtois  3  ,  j'aurois 1  qui  fe- 

roit  un  degré  d'abaiflement ,  &  ce i  me  feroit  venu  par 

une  fouftradion.  Mais  il  eft  clair  que  cette  fouftradion  n  eft 
pas  néceflaire  pour  donner  à  un  degré  d'abaiflement  le  fignc 

/&  qu'il  l'auroit  eu  par  lui-même ,  ôc  par  fon  oppofition 

fpécifique  àun degré  d'élévation. CeftcelamêmejCeft-à-dire^ 
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cette  fouftraâion ,  non  pas  néceffaire ,  mais  pofTible ,  qui  a 
fait  confondre  les  grandeurs  négatives  avec  les  retranchées. 

y  17.  De-là  il  fuit  que i  ne  feroit  plus  une  grandeur 

véritablement  négative,  s'il  venoit  néceflairement  de  quelque 

fouftradion  ou  opération  équivalente ,  quoiqu'il  eût  le 

abfolu.  Ainfi  fi  on  divife  3  par  —  3  >  on  a  —  1 ,  qui  n  eft 
plus  une  grandeur  véritablement  négative  ,  ou  qui  renferme 

dans  fon  idée  quelque  être  fpécifique ,  &  le abfolu  fignific 

feulement  que  cette  grandeur  vient  de  la  divifion  d'une  gran- 
deur pofitive  par  une  négative.  Alors i  n'eft  plus  qu'un 

pur  nombre  qui  n'eft  que  i ,  &  le  —  qui  ne  fignifie  tien ,  ne 

doit  plus  être  d'aucune  confidération ,  à  moins  que 1  ne 

doive  entrer  dans  quelque  calcul ,  auquel  cas  le  —  doit  être 
confervé  ;  parce  que  dans  le  calcul  le  -h  &  le  —  fe  traitent 

difTétcmment }  £c  que 1  doitporter  le  caraâere  du  calcul 

qui  l'a  produit. 

y  18.  Donc  pour  juger  fi  une  grandeur  qui  a  le  —  ab- 
folu eft  véritablement  négative ,  il  faut  avoir  égard  &  à  la 
nature  1  Ôc  au  calcul  qui  peut  l'avoir  produite. 
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SECTION    VIL 

Sur  les  Suites  infinies  de  Grandeurs  quelconques. 

51p.Tr  Orsque  plufieurs  grandeurs  confécutives  font 
M  ^  telles  que  chacune  eft  déterminée  à  être  ce  qu  elle 
eil  par  quelque  ordre ,  ou  quelque  Loi  commune  à  toutes  j 
elles  font  une  Suite  ou  Série.  Il  eft  vifibleque  toute  Progref- 
fîon  eft  une  Suite  9  mais  il  y  en  a  une  infinité  d'autres  efpecesî 
parce  qu'il  peut  y  avoir  une  infinité  d'autres  fortes  de  Loix 
qui  règlent  des  grandeurs.  Ainfî  ces  nombres  1^2,  3^4> 
S  9  <Sy  10 ,  12,  \$ ,  20,  30,  60  y  font  une  Suite ,  parce  que 
la  Loi  commune  eft  que  les  produits  du  i^*^  terme  par  le 
dernier,  du  2^  par  le  pénultième ,  du  s^^^  par  Pante-penul- 
tieme ,  &c.  font  toujours  ==  60.  Les  nombres  Naturels  font 
une  Suite ,  parce  que  leur  Loi  eft  que  leurs  différences  foient 
la  Suite  des  Unités ,  ou  toujours  i ,  &  en  même-temps  cette 
Suite  eft  une  progreflion  arithmétique.  La  Loi  des  nombres 
Triangulaires  eft  que  leurs  différences  foient  la*  Suite  des 
nombres  Naturels.  La  Loi  des  Pyramidaux ,  que  leurs  diffé- 
rences foient  la  Suite  des  Triangulaires  ,  6c  toujours  ainfi  à 
l'infini  d'un  ordre  de  nombres  Figurés  à  l'autre.  De  même  la 
Loi  générale  des  Polygones  eft  que  leurs  différences  foient 
des  progreffions  arithmétiques  ,  dont  la  différence  croiffe 
toujours  de  i ,  d'un  ordre  de  Polygones  à  l'autre.  Ainfî  les 
Triangulaires  ont  les  nombres  Namcels  pour  différences  p 
les  Quarrés  ont  les  nombres  impairs ,  &c. 

Les  grandeurs  d'une  Suite  varient^  lorfqu^elles  croiffent  ou 
décroiffent,  &  leur  variation  eft  cette  efpece  de  mouvement 
réglé  pav  la  Loi  qui  les  fait  croître  ou  décroître.  Elles  varient 
continuement ,  quand  elles  vont  toujours  en  croiffant  ou  en 
décroiffant ,  &  je  fuppofe ,  quant  à  préfent ,  qu'elles  ne  va- 
rient que  continuement. 

Je  n'appelle  à  prefent  Suite  infinie ,  que  celle  qui  a  un 

nombre 
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nombre  des  termes  ==  oc ,  il  n'importe  quelle  en  foit  la  Loi. 

Je  fuppofe  les  Suites  infinies  formées  de  termes  finis  >  du 
moins  à  leur  origine.  Ce  font  celles  qu'il  nous  importe  le 
plus  de  connoître ,  &  que  toute  cette  Seâion  aura  en  vue. 

Je  fuppofe  les  Suites  toujours  croîflantes^  à  moins  que  le 
contraire  ne  foit  dit ,  &  fi  elles  ne  le  font  pas  ^  il  n^y  a  qu'à 
les  renverfer.    . 

Nous  allons  confidérer  les  fommes  de  ces  Suites. 

520.  Il  n'y  a  nulle  difficulté  fur  les  fommes  des  Suites   Suffîmes  det 
infinies^  dont  tous  les  termes  font  du  même  ordre  ;  car  ces  l^ll^^Jlf^^^ 
fommes  font  toujours  de  l'ordre  immédiatement  fupérieur  à  des  ttrmes 
celui Jes  termes,  quel  qu'il  foiL  En  voici  cependant  des  ^««^«»«»«- 
Exeniples  que  l'on  apporte  y  parce  qu'ils  donneront  lieu  à  des 
remarques  particulières ,  àc  auront  leur  ufage  dans  la  fuite* 

Exemple    L 

521.  La  Suite  i,  f ,  ^>  &c.  Et  en  général -J-  ,  «étant 
fucceffivement  tous  les  nombres  naturels  ,  eft  terminée  par 
-^TZl  =  "^  I  >  &  par  conféquent  a  une  fomme  de  l'ordre 

de  00  >  maïs  moindre  que  oo ,  puifque  tous  fes  termes ,  ex- 
ccj^é  le  dornier,  font  moindre  que  i. 

J22.  Il  eft  bon  de  remarquer  que  cette  Suite  ^  quoique  suUe  infinie 
toujours  croiflante,  &  infinie ,  &  compofée  de  termes  Finis  ^j'^'/'»»'^ 
détermmabJes  ^  du  moms  a  fon  origme ,  ne  lort  pomt  a  un  ordre  duFtnu 
mêqie  ordre  >  qui  eft  celui  du  Fini  >  &  même  qu  elle  eft  toute 
comprife  dans  un  très-petit  intervalle  y  qui  eft  celui  de  7  à  i . 
Cela  feroît  împoffible  y  fi  toutes  ces  différences  Croient  de 
Tordre  de  celles  de  fon  origine ,  c'eft-à-dire  finies;  car  une 
infinité  de  différences  finies ,  foit  égales  >  foit  croiflantes  >  foit 
décroiflantes ,  feroient  une  fomme  infinie  >  &  par  conféquent 
un  dernier  terme  infini.  Cette  Suite  qui  a  un  dernier  terme 
fini ,  &  des  différences  finies  à  fon  origine ,  n  a  donc  qu'un 
nombre  fini  de  ces  différences ,  &  un  nombre  infini  de  diffé- 
rences infiniment  petites^  6c  le  dernier  terme  moins  le  premier 

Aa 
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ou  1  -—  f  =T— ;  -f  eft  la  fbmine  de  cette  infinité  totale  de  difFé- 

rences  de  ces  deux  ordres. 

523,  Deux  termes  confécutifs  quelconques  de  cette  Suite 

étant  -^  &  '^  ,  la  différence  en  général  eft  — ^'     . 


n.  Par  exemple  y  fi  n  ==  4 ,  la  différence  entre 

±  &  ^  eft  — -i__==  i  =  _î-.   Or  il  n'y  a  (  ^22) 
qu  un  nombre  fini  de  — r^ — - —  finies,&  une  infinité  d'infî- 

n  »'^3  ""T"  * 

niment  petites ,  ôc  d'un  autre  côté  il  y  a  une  infinité  de 
valeurs  de  n  finies ,  puifqu  il  y  a  dans  la  Suite  hatureÉe  une 

infinité  de  nombres  finis.  Donc r- — r—  devient  infmi- 

ment  petite ,  lorfque  n  a  encore  des  valeurs  finies  ^  &  même 
lorfqu'il  en  doit  encore  avoir  une  infinité.  Or  cela  ne  fe  peut, 
à  moins  que  n  étant  fini ,  w  «  ne  foit  infini ,  ce  qui  revient  aux 
Finis  indéterminables ,  qu'ona  déjà  tant  vus  y  &  les  confirme. 
524..  En  ce  cas  la  Formule  des  diflférences  devient  — 

nn 

==^-^-  Et  quand  n = oC  y  elle  eft  -^r.  Donc  la  Suite  pro- 

pofée  a  des  différences  de  trois  ordres ,  du  Fini ,  de  Tojdrc 
<^^';^  j^àe  Toirdre  de  -i^  •  celles  du  i  ^'  n  étant  qu  en  nom- 

bre  fini ,  mais  indéterminable  y  &  celles  des  deux  autres  or- 
dres en  nombre  infini. 

Exemple    II. 

im^t^i!'     ^^^*  ^^  ^"  ?^^^^  ^^  ^"^^^  infinie  des  puiffances  «%  «' , 
fi^ée  d!^s  ^^>  ^^*  ^^  ^'^^  nombre  fini  quelconque  n^  &  que  de  cha- 

le  Fini  ,  ($•  .  *  w 

iroijpmti,     que  terme  de  cette  progreffion  géométrique  on  en  tire  la  K^ 

O  1 

ce  qui  donnera  la  nouvelle  progre/Hon  -if  »  ^=  i  «>  c=s  i  , 

•        »  00 

«•*=*  »**'^i  &c.  »*  s=n,  il  eft.  clair  que  tous  fes  termes 
étant  finis  ^  fs  fooame  fera  de  l'ordre  de  oo. 


\i 
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S 16.  Puifque  cette  Suite  eft  une  progreflîon  géométri- 
que ,  fes  différences  font  auflî  en  progreflîon  1  &  en  même 
progreffion.  Donc  les  termes  de  la  progreflîon  principale  étant 
croiflans  y  &  tous  du  même  ordre ,  les  différences  de  ces  ter- 
mes font  croiflantes  y  &  toutes  du  même  ordre.  Et  puifque 
la  fbmme  de  ces  différences  efl  « — i ,  c  efl-à-dire  i ,  (î  w = a, 
2  y  Cm  tri=:  5 ,  &c.  cette  fomme  ne  peut  être  que  celle  d'une 
infinité  de  différences  toutes  de  Tordre  de  -i-  >mais  en  même- 

tems  >  parce  que  les  différences  de  ces  fuites  font  croiffan^ 


00 


tes  >  ôc  que  par  conféquent  ia  différence  de  »^  k  n 
pïir  ex.  eft  plus  grande  que  celle  de  rioQ  à  ««>  ,  »  <»  infi-î 
niment  peu  différent  de  n^y  en  eft  plus  différent  que  n^  de 
n^  ,  &  à  plus  forte  raifon  »«>  =  1  eft  plus  différent  de  i. 
que  n^  £==3 1  n'en  eft  différent ,  ce  qui  revient  à  Part.  2(^5. 

527.  Si  on  donne  à  n  les  différentes  valeurs  fucceflîves 

I 

û  >  î  >  4  >  &c,  on  voit  que  dans  les  progreflîons  i  y  aôô" , 

X  Z  lit  I 

Sl'Ôo    ;==s4Û0*^  &C.  I  ,  JÔT  ,  5"ôô  =p"^,  &C,  I  ,  4Ôô"> 


ft 


4  ^  ==  ï  6  <»  ,  &c.  les  différences  toujours  infiniment  peti- 
tes 9  &  de  Tordre  de  -i-  dans  chaque  progreffion  ,  font  tou- 
jours plus  grandes  d  une  progreffion  à  Tautre ,  &  en  effet  la 
(bmmeen  eft  toujours  plus  grande  5  puîfque  dans  la  i^^  elle 

eft  2, 1>  dans  la  2^'  3  —  i,  dans  la  ^^""^  —  i,  &c.  Donc 

à  mefure  que  n  eft  plus  grand  >  les  différences  d'une  progref^ 
lion  à  Tautre  font  plus  grandes.  Donc  fi  enfin  n  =  00  f 
les  différences  deviendront  infiniment  plus  grandes  qu^elles 

nétoîent,  ccft-à-dîre  finies.  Or  alors  on  a-^  i*  00  ^  , 

00  ^  ,  &<r.  00  »"  ==  00.  Donc  la  différence  de  oc  «>  à  i 

€ft  finœ  «  comme  on  Ta  toujours  trouvée* 

A  a  1  j 
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J28.  Quoique  cette  dernière  progreffion  n'appartienne 
pas  à  la  confidération  préfente  y  parce  qu  elle  a  des  termes  de 
deux  ordres  >  elle  y  eft  amenée  par  l'analogie  qu  elle  a  avec 
toutes  les  précédentes  où  n  étoit  fini  ^  &  on  y  peut  remar- 
quer que  comme  elle  a  des  termes  de  deux  ordres  >  au  liea 
que  les  autres  n'en  avoient  que  d'un ,  auffi  a-t-elle  des  diffé- 
rences de  deux  ordres  >  de  Finies  >  &  dlnfinies  (5 10).  Il  eft 
même  impodible  que  la  progreflion  des  différences  ait  des 
termes  de  plus  de  deux  ordres  j  puifque  la  progreflion  princi- 
pale n'en  a  que  de  deux  ordres.  De  plus  la  progreffion  des 
différences  doit  avoir  à  Ton  origine  des  différences  finies 
(  527  ) ,  &  par  conféquent  les  autres  feront  infinies. 

^2^.  La  Formule  de  la  fomme  de  la  progreffion  géomé- 
trique donnera  pour  toutes  ces  progreffions >  où ^  ==  i^m 

ou  le  multiplicateur  perpétuel  =  »  ^  ^  le  nombre  des  termes 
= 00  ^  la  fomme  — ~- .  Par  exemple  y  fi  n  ==  2 ,  c  efl-à- 

55" 

dire,  fi  h  progreffion  efi  i>2^  >  sl^  ^  àcc.  2,  la  fomme 

I 

eft  — 7 —   Or  2  «>  —  I  ==  -JL  (  3  y  I  ).  Donc  la  fomm£ 

00 

*    —  1  ,  1 

eft  I  X  00==  oc. Si»  =: 5  >  la  fomme  eft — ;; —  ==  a 


00 

I         —  X 


X  00  >  &  ainfi  des  autres  >  d^où  il  fuit  que  les  femmes  aug-^ 
mentent  toujours  par  les  coëfficiens  i ,  2  >  ôcc.  qui  multi- 
plient oo.  Mais  il  faut  prendre  garde  que  dans  ces  deux 
exemples  y  &  par  conféquent  dans  les  autres  y  00  affeâé  des 
coëfficiens  i  >  2  >  6cc.  n'eft  pas  le  même.  Car  la  différence 

de  Tordre  de  -i-  qui  eft  entre  3  ^  &  i  eft  plus  grande -que 

celle  du  même  ordre  qui  eft  entre  2  ^  &  i  (  3  f  ï  ) ,  &  par 
conféquent  elles  ne  doivent  pas  être  exprimées  par  le  même 

~  j  mais  la  plus  grande  par  —  ^  &  l'autre  par  -^  ,  d'où  il 
Élit  que  lafomme  de  larprogreffibn  oiin  ==  2  y  étant  i  x  GCt> 
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celle  de  la  progreffion  où  n  =  5 ,  fera  2  x  oC  >  &  que  fi  ces 
femmes  croiflent'par  les  coëfficicns  des  Infinis  qui  y  entrent , 
elles  décroiflent  par  les  Infinis  mêmes  >  de  forte  qu'elles  fe 
tiennent  à  peu  près  dans  Tégalité ,  ou  du  moins  ne  doivent 
point  fortir  de  Tordre  de  00.  Et  en  effet  quand tj  =  00  >  1^ 
lomme  n  eft  encore  que  de  cet  ordre  (513). 

Exemple    II L 
550.  On  a  déjà  vu  dans  les  art.  !i6o  ^  &c.  2Cj  ',  <]fue  la    suiuM^ 
fomme  d^la  Suite  i^  ==  1^2^  ^  3^>6cc»oo^,eft 


Deux  de  fes  termes  cbnrécutife  quelconques  font  n^  Sx. 


»  -H  1  °®  yH  étant  fucceffirement  tous  les  nombres  naturels; 


La  diflférence  des  deux  i^'^^  termes  i  &  2^  eft  de  Tordre 
de^(5yi)^Ôc  cette  différence  doit  toujours  enfuite  allés 


en  décroîffant ,  parce  que  w  &  «  -+•  i  dont  on  tire  la  ï^  ^ 
différent  d'autant  moins  ou  approchent  d'autant  plus  de  Téga^ 
lité  ^  que  n  eft  plus  grand»  Donc  la  différence  décroiffante 

de«^  &  de  »-+-!«>  tend  à  devenir  de  Tordre  de  -i--.  Il 

00  « 

eft  clair  que  comme  elle  fuit  le  décroiffement  du  rapport  de 
I  à  « ,  elle  ne  doit  changer  d'ordre  &  tomber  dans  Tordre 
inférieur  ^  que  quand  1  change  d^ordre  &  devient  infiniment 

petit  par  rapport  à  n.  Or  cela  arrive  dès  que  n  eft  le  moindre 

1  .  I 

Infini  poflîble ,  donc  alors  la  différence  de»^  &  de  »  -H  i  ^ 

devient  infiniment  petite  par  rapport  à  ce  qu'elle  étoit  >  ou 

'  de  Tordre  de  -5^.  Et  comme  «  n  eft  jamais  infini  que  du  i^*^ 

ordre  y  la  différence  ne  tombe  point  au-deffous  de  Tordre 
de-^. 

53 1«  Donc  il  y  a  dans  cette  Suite  une  infinité  de  diffé?* 
rences  de  Tordre  de  -l^  9  6c  une  autre  infinité  beaucoup  plui;; 
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grande  delordre  de  — ^^  >  toutes  décroiflantes>dontlafomme 

eft oo ^  — »  I ,  eft  finie >  coûime  on  la  toujours  trouvée  f 
mais  très-petite.. 

5  3  2.  Je  fuppofe  les  diiFërences  continuement  croiflantes  5 
ou  décroiflfantes^  comme  j'ai  fuppofé  les  Suites  continuement 
croiflantes.  Il  fuit  en  général  de  tout  ce  qui  a  été  dit ,  que 
les  Suites  originairement  formées  de  termes  Finis^  ne  fortent 
point  <ie  Tordre  du  Fini ,  fi  elles  n'ont  que  des  différences 
infiniment  petites ,  (bit  croiffantes  ^  comme  celle  de  TEx.  i  ^ 
foit  décroiffantes^comme  celle  de  TEx.  3 >  ou  fi,  comme  celle 
de  TEx.  I  y  elles  n'ont  qu  un  nombre  Fini  de  différences  finies, 
foit  croiflantes  ,  foit  décroiflantes ,  car  dans  tous  ces  cas  la 
fomme  des  différences  ne  peut  être  d'un  ordre  plus  élevé  que 
le  Fini ,  &  par  conféquent  le  dernier  terme ,  qui  moins  le 
premier  eft  cette  fomme ,  ne  peut  être  que  Fini. 

y  3  5.  Et  comme  1  art.  précédent  comprend  toutes  les  ma- 
nières poïGbIes  y  d©ht  une  infinité  de  grandeurs  peuvent  ne 
faire  qu*une  fomme  finie ,  toute  Suite  qui  ne  fort  point  de 
l'ordre  du  I^îlli  efl  dans  quelqu'un  de  ces  cas ,  &  récipro- 
iquenien't. 
Théorie  gé'     5^3  4-  Mais  quand  dè's  Suites  infinies  s^élevent  de  i  à  oo , 
néraie  f9ur  OU  CH  général  à  oo" ,  il  n  eft  plus  vrai  que  leurs  fommes 
/îwm'i  ^des  Soient  toujours  <le  Tordre  fupérieur  à  celui  de  leur  dernier 
s7ins  croif  terme ,  &  il  s'agit  de  favoir  de  quel  ordre  elles  feront. 
fantis^qui       Uhè  Sui'te  croiïlante  ne  peut  jamais  avoir  une  fomme 
r/»rT  un  moindre ,  quant  à  Tordre  &  à  la  grandeur,  que  lorfque  fon 
jnjfini  quel-  dernier  terme  feul  eft  fa  fomme ,  &  elle  n'en  peut  jamais  avoir 
^^»î«^-       \ane  plus  grande  >  quant  à  Tordre^  que  quand  elle  eft  de  Totdre 

<te  o©        >  triais  aîèrs  cette  fomme  eft  moindre ,  quant  à  la 

grandeur ,  que  oo       ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  elle  eft 

OC        affeâé  de  quelque  coefficient  qui  le  diminué ,  car 

^ottl:  êtreôto  iàflS  Coefficient  qui  le  diminuât,  il  faudroît 
que  la  Sorte  ne  fut  formée  que  d'un  «ombre oo  &  de  oo"  ^  ce 
qui  eft  contre  la  fuppofition  • 
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j3  y.  Afin  qu'une  Suite  ait  la  plus  grande  fomme  poffi- 

ble,  c'eft-à-dire ,  qu  elle  Tait  plus  grande  que  toutes  les  Suites 

qui  auront  les  mêmes  extrêmes  >  ôcle  même  nombre  oc  de 

termes^  ce  qu  on  foufentendra  toujours >  il  faut  que  fa  fomme 

foit  oo  *^' afFefté  d'un  coefficient  le  plus  approchant  de  r 
qu'il  foit  poflible  ,,  ou  qui  diminue  le  moins  de  grandeur 

Oo''"^\  Pour  cela  il  faut  que  la  Suite  ait  eu  un  nombre  in- 
fini de  oo"  >  6c  le  plus  grand  poflible  ^  ôc  de  plus  des  Infinis 
d'ordres  inférieurs  dans  le  plus  grand  nombre  infini  poffible  ^ 
enfin  le  plus  grand  nombre  poflible  de  termes  tous  utiles  à 
la  fomme.  Or  cela  demande  qu'elle  féjourne  infiniment,  s'il 
fe  peut  y  dans  chacun  de  (es  ordres ,  ou  que  du  moins  elle 
féjourne  infiniment  dans  les  derniers  qui  font  les  principaux 
pour  la  fomme.  Ces  féjours  infinis  demandent  que  la  Suite 
croifTe  lentement ,  ou  ^  ce  qui  eft  le  même ,  qu'elle  n'ait  que 
de  petites  différences >  &  de  plus,  comme  les  derniers  ordres 
font  les  plus  importans  pour  la  fomme ,  les  différences  y 
doivent  être  moindres,  c'eft-à-dire,  qu^elles  doivent  être  dé- 
croifTantes  ^  &  le  plus  lentement  décroiffantes  qu'il  fera  poUî-: 
ble ,  fur-tout  vers  la  fin. 

535.  Il  eft  clair  &  par  la  raifon  des  contraires ,  &  par  la 
nature  même  de  la  chofe  j  que  les  Suites  à  différences  croif* 
fantes  auront  de  moindres  fommes ,  &  que  celle  qui  les  aura 
les  plus  croiffantes  vers  la  fin  aura  la  moindre  fomme  poflible. 

537.  Le  même  oO"  étant  le  dernier  terme  des  Suites  que 
l'on  compare ,  &  en  même-temps  la  fomme  conftante  dç 
leurs  différences  qui  font  en  même  nombre ,  plys  des  diffé- 
rences font  croiflantes^&c  par  conféquent  plus  elles  font  gran« 
des  à  l'extrémité  de  la  Suite,  plus  elles  font  petites  à  fon  ori- 
gine j  &  réciproquement.  De  même  plus  des  différences  font 
lentement  décroiffantes  vers  l'extrémité ,  plus  elks  foptgran- 
des  à  l'origine  ,  &  réciproquement. 

5*38.  Les  différences  croiffantes  font  de  deux  efpçces^ 
elles  le  font  ou  abjolument  &  en  même-temps  relativement  aux 
termes  dont  elles  font  différences  ^  ou  abfolumem  ^  &  çioi» 
xel  ativeraent» 
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Soient  les  quatre  nombres  i  ^  2 ,  5* ,  i  3 ,  dont  les  différences 
font  1 ,  5,8.  Non-feulement  elles  font  abfolument  croiflan- 
tes ,  mais  elles  le  font  relativement,  ou  félon  une  plus  grande 
raifon  que  les  termes  >  car  3  ^  la  2'^^  de  ces  différences ,  a  un 
plus  grand  rapport  à  i  '  qui  en  efî:  la  i" ,  que  2  ^  le  1^  des 
termes  à  i  qui  en  eft  le  i^'.  De  même  8  a  un  plus  grand 
rapporta  5 ,  que  5*  à  2.  Ces  différences  font  abfolument  & 
relativement  croiffantes* 

Soient  les  quatre  termes  i  r  î  >  <^>  lo  ^  dont  les  différences 
font  2 ,  3 ,  4.  Il  eft  vifible  qu'elles  font  croiffantes  félon  une 
moindre  raifon  que  les  termes.  Elles  font  abfolument  croif^ 
làntes ,  &  relativement  décroiffantes. 

53  p.  Puifqu'il  y  a  des  différences  abfolument  croiffantes 
&  relativement  décroiffantes ,  à  plus  forte  raifon  y  en  a-t-il 
qui  foient  abfolument  conftantes  &  relativement  décroiffan- 
tes. Telles  font  celles  de  toutes  les  progreflions  arithméti- 
ques croiffantes. 

5'4o.  De  même  ^  puifqu'il  y  a  des  différences  abfolument 
croiffantes  &  relativement  décroiffantes  >  à  plus  forte  raifon 
y  en  a-t-il  qui  foient  abfolument  croiffantes  >  &  relativement 
conftantes.  Telles  font  celles  de  toutes  les  progreflions  géo- 
métriques croiffantes^  car  elles  font  toujours  en  même  raifon 
que  les  termes. 

y^i.  Il  eft  certain  que  les  Suites  à  différences  abfolument 
'décroiffantes  auront  de  plus  grandes  fommes  que  celles  à 
différences  abfolument  &  relativement  croiffantes  ^  &  que  ce 
feront  là  les  deux  genres  extrêmes  de  Suites  par  rapport  à  la 
jgrandeur  des  fommes.  Ainfî  entre  ces  deux  genres  il  s'en 
placera  un  moyen  qui  fçra  des  Suites  à  différences  abfolument 
croiffantes  &'  relativement  décroiffantes^  Elles  auront  des 
fommes  moindres  que  celles  du  i^'  genre  y  &  plus  grandes 
que  celles  du  3  ^\  Car  par  rapport  à  la  grandeur  des  fommes  , 
le  décroiffçment  relatif  des  diffiérences  doit  faire  moins  d'effet 
que  le  décroiffement  abfolu^  &  plus  que  Taccroiffement  ab- 
jTolu.  Il  eft  aifé  de  s'imaginer  ces  trois  genres  ainfî  rangés. 
f  y  Suites  à  différences abfolu^ient  décroii&ntes.  2  ^  Suites  à 

différences 
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différences  relativement  décroiflantes  ^  &  abfolument  croit 
fantes.  3  ^  Suites  à  différences  abfolument  &  relativement 
croiffantes.  Les  (bmmes  vont  toujours  diminuant. 

5'42.  La  dernière  Suite  du  i"  genre  eft  celle  dont  les 
différences  ceffent  d'être  abfolument  décroiffantes ,  &  com- 
mencent à  l'être  relativement.>&  en  même  temps  ne  font  pas 
encore  abfolument  croiffantes  comme  feront  celles  de  la  Sui« 
te  qui  viendra  après  elle.  C'eft  donc  une  progreflion  arithmé- 
tique.  Elle  eft  la  dernière  du  i"  genre,  &  la  i"  du  2^ ,  &  le 
paiTage  de  Tun  à  l'autre. 

J4Î.  De  même  la  dernière  du  2^  genre  &  la  1"  du  5"** 
ceÔera  d'avoir  des  différences  relativement  décroiffantes^  ôc 
ne  les  aura  pas  encore  relativement  croiffantes  >  quoiqu'elle 
les  ait  abfolument  croiffantes  y  comme  celles  du  2^  &  3™* 
genre.  Elle  ne  les  aura  donc  ni  relativement  décroiffantes  > 
ni  relativement  croiffantes  y  quoiqu'abfolument  croiffantes  y 
&  par  conféquent  elle  les  aura  abfolument  croiffantes  ^  ôc  re- 
lativement confiantes^  &  fera  une  progreffion  géométrique 
(  540)  qui  fera  le  paffage  du  2**  genre  au  3"% 

^44.  LaprogreiCon  arithmétique  &  la  géométrique  font 
chacune  le  paffage  d'un  genre  à  un  autre  y  parce  qu'elles  font 
d'une  nature  unique  ôc  finguliere  entre  toutes  les  Suites  ^  fie 
qu'elles  participent  toujours  également  de  deux  genres  con- 
fécutifs  y  ce  qui  les  met  à  l'extrémité  de  l'un  ôc  a  la  tête  de 
l'autre.  Par  la  même  raifon  elles  doivent  faire  les  autres  paf- 
iages  qui  font  à  &ire.  Il  s'en  fait  un  des  fommes  de  Tordre 

de  00  *  "*"  ^  à  des  fommes  de  l'ordre  de  oo".  Ce  paffage ,  qui 
efl  infini  j  ne  doit  fe  faire  que  dans  le  genre  de  Suites  les  plus 

oppofées  à  celles  dont  les  fommes  font  de  l'ordre  de  00 
Or  félon  l'arrangement  que  nous  fuppofons  ici,  les  plus  oppo- 
fées à  celles  du  i"  genre  y  qui  ont  certainement  des  fommes 


de  l'ordre  de  00  y  font  les  Suites  du  3'"''  genre.  Donc 
ce  paffage  fe  Êiit  par  une  Suite  de  ce  genre ,  ôc  de  plus  par 
la  progreflion  géométrique  qui  en  eft  la  r%  c'eft-à-dire  y  que 

.  Bb 
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toutes  les  Suites  au  defTus  de  la  progrefEon  géométrique  ont 

des  fommes  de  Tordre  de  oo*  j  &  que  cette  progreflton 
6c  toutes  les  Suites  au  deflbus  n'ont  que  des  fommes  de  l'ofr 
dre  de  oo". 

y4y.  Il  fuit  de-là  que  de  toutes  les  Suites  qui  n'ont  des 
fommes  que  de  Tordre  de  oo* ,  là  progreflîon  géométrique 
eft  celle  qui  a  la  plus  grande  fomme ,  &  qu'après  elle  les 
fommes  vont  toujours  en  décroifTant ,  jufqu  à  tinc  dernière 
s==  oo',  la  moindre  poflTible. 

$^6.  La  progreffion  arithmétique  eft  auffi  placée  dans 
un  paflàge  y  mais  qui  n  a  rapport  qu  a  la  grandeur  de  fommes 

toutes  de  Tordre  de  oo  "*"  ,  La  fomme  de  cette  progremoa 

eft  toujours  -22- — ,  ou,  ce  qui  eft  le  même  ,  i  eft  un  coëfE- 

oient  confiant  qui  afFeâe  la  fomme  de  toute  progreffion  atith* 
jnétique  comprife  entre  i  &  00%  ce  qu'il  eft  très-aifé  de  voir*^ 

Toute  Suite  qui  fera  au  deflus  d'elle ,  aura  le  00  de  Et 

fomme  afFedé  d*un  coefficient  plus  grand  que^^  mais  tou- 
jours moindre  que  i  ^  &  toute  Suite  au  deflbus  de  la  pro- 
greffion arithmétique  &  au  deffus  de  la  géométrique  aura  le 

-OO         de  fa  fomme  ^  aflfeâé  d'un  coefficient  moindre  que  |» 
547*  Pour  favoir  fî  une  Suite  a  une  fomme  de  Tordre 

de  00"  ou  de  00  >  il  ne  faut  donc  que  favoir  fi  elle  eft 
au  deffiDus  ou  au  deffiis  de  la  progreffion  géométrique  >  &  ft 
elle  eft  au  deffi^us  y  on  fait  que  fa  fomme  de  Tordre  de  00'  eft 
moindre  que  celle  de  cette  progreffion  (  $'44  )•  Si  elle  eft  au 

deffiis  y  on  fait  que  fa  fomme  de  Tordre  de  00         eft  plus 

•  ^  I  — 

grande  ou  moindre  que  — —  félon  que  la  Suite  eft  au  deffiis 

ou  au  deffiDus  de  la  progreffion  arithmétique.  Il  ne  s'agit  donc 
que  de  juger  quelle  eft  la  fituation  d'une  Suite  donnée  à 
l'égard  de  l'arithmétique  &  de  la  géométrique  correfpondan- 
te»^  que  Ton  aura  toujours  p»  les  Règles  connues»  C'eft  ce 
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tjpe  nous  allons  fiiire  >  en  doFHiant  à  n ,  expo^m  de  oo*  ^  fes 
différentes  valeurs  qui  étoient  demeurées  indéterminées, 
Nou&avoos  touj'ours  fuppofé  que  OCTétoît  lans  coefficient. 


oo' 


c  eft-à^irc>  cjull  n'étoit  ni  m  oo",  ni-;;;-.  Cependant  il  eft 

certain  que  des  Suites  peuvent  s'élever  à  oo"  ainfi  aiFe£lé,mais 
ce  coefficient  devant  être  fini ,  pujfqu  autrement  oc"  chan- 
geroit  d'ordre ,  il  eft  clair  que  cela  ne  change  rien  à  Tordre 
desibmmes ,  &  que  pour  leur  grandeur,  il  fera  aifé  d'y  avoir 
^gard.  Mais  il  va  être  queftion  principalement  de  Tordre  des 
fbmmes. 

^48*  Comme  les  Suites  que  la  Géométrie  confidere  ne    Of*<?  drs 
font  que  celles  qui  font  originairement  formées  de  termesA'"^*^  ^^ 
Finis  déterminables ,  &  que  fi  nous  en  avons  confidéré  d'au- ^^^//  /^^ 
très ,  ce  n  a  été  que  pour  en  venir  à  celles-là ,  nous  allons  y  i  é»  00. 
réduire  toute  cette  Théorie ,  qui  n'étoit  que  trop  générale. 

Lorfqu'une  Suite  eft  comprife  entre  i  &  00  >  on  a  déjà 
les  deux  progrefiions  A  in  G  que  Ton  a  tant  vues>  auxquelles 
on  la  comparera.  A  eft  originairement  toute  formée  de  ter* 
mes  Finis  déterminables  >  6c  G  de  termes  Finis  non  déter* 

minables  :  car  quoique  00  ^  >  00*^^  &c.  ibient  finis  >  & 
aient  entr'eux  des  difiérences  finies  (727  &  ^28)^  on  ne 
peut  connoître  leur  valeur  précife  ^  parce  que  G  n'ayant  une 
fomme  que  de  Tordre  de  00  ^  de  fes  différences  vers  fon  ex- 
trémité fort  croiflântes ,  quoique  relativement  confiantes  ^ 
clle'a  les  diflférences  de  fon  origine  fi  petites,  que  la  première 

qui  eft  00  «>  ——  I  ^  eft  indéterminable  en  petîtefle  (  5  5 7  ),  ce 
qm  emporte  que  les  fuivames  foiem  d^e  même  nature.  Donc 
les  Suites  qui  feront  au  defibs  de  G ,  ôc  qui  par  conféquent 
aurom  des  fammes  de  Tordre  de  00^  >  auront  à  leur  origine 
des  différences  finies  plus  grandes  que  des  indéterminables 
en  petitefle,  donc  ces  différences  feront  déterminables ,  ôc 
les  termes  auffi  dont  elfes  feront  différences ,  &  réciproque- 
menties  Suites  comprifes  cmrc  1  &  00^  6c  origmairement 

Bb  \] 
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formées  de  termes  Finis  déterminables  feront  au  deffus  de  G  ji 

êc  auront  des  fommes  de  Tordre  de  oo\ 

y4p.  Et  comme  les  Suites  au  deifus  de  G  peuvent  être 
tant  au  deffus  qu  au  deffous  de  /^,  c'eft-à-dire ,  avoir  des  diflPé- 
rences  ou  décroîffantes  9  ou  croiffantes  y  il  fuit  que  pourvu 
qu  elles  foient  originairement  formées  de  termes  Finis  déter- 
minables 9  elles  ont  toutes  des  fommes  de  Tordre  de  oo*. 

55'o.  Il  peut  y  avoir  au  deffus  de  yi  quelque  Suite  à  diiP- 

férences  abfolument  décroiffantes  ,  telle  que  feroit  "^    -^^  t 

n  étant  fucceflîvement  tous  les  nombres  naturels  >  de  forte 
que  pour  n  =  i ,  on  auroit  {y  i"  terme ,  pour  n  =ji ,  y  > 
cnfuite  ~  ^  —  >  ^^*  &  ^^  Suite ,  quoique  commençant  par 
un  terme  un  peu  plus  grand  que  i ,  fe  termineroit  comme  A 

par  00,  car  on  aoroit  -^^  =    ^_^^    =  -5^ 

Uexpreflîon  générale  de  la  différence  feroit  ^       y  qui 

donneroit  pour  les  différences  confécutives  à  Torigine  de  la 
Suite ,  I  =  1 1 ,  u  =  I  Jj ,  il  ==  I  jL  ,  &c.  différences 
décroiffantes.  Il  femble  donc  que  la  fommedevroit  être  plus 
grande  que  celle  de  ^.  Mais  il  faut  prendre  garde  que  cette 
Suite  vient  bien-tôt  à  n'avoir  que  la  même  différence  que  j4^ 
car  dès  que  n  eft  un  nombre  naturel  (i  grand  >  qu'étant  quatre 

a  devient  infini,  ''l't'^''"t^  fe  réduit  à  -^  =  i.  Or  afin 


que  les  Suites  aient  de  plus  grandes  fommes  en  vertu  de 
leurs  différences  abfolument  décroiffantes  >  il  faut  y  comme 
on  a  vu ,  que  ces  différences  abfolument  décroiffantes ,  le 
foient  jufqu'au  bout  > parce  que  c  eft  principalement  à  Textré* 
jnité  qu'il  en  réfulte  un  plus  grand  nombre  de  grands  termes 
&  de  Tordre  fupérieur.  Ici  il  eft  vifible  que  les  grandeurs  7  j 
rr  ^  r?  >  &c.  dont  les  différences  de  cette  Suite  excédent  I5 
ne  peuvent  faire  qu  une  fomme  finie,parce  qu  elles  ne  régnent 
que  dans  une  étendue  finie ,  ou  jufqu  aux  Finis  indétermina-* 
bles.  De  plus  cette  fomme  ne  peut  être  que  fort  petite^  &  elle 
diifparoît  devant  la  foctuue  infinie  des  Unités» 
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$^i.  Par  le  même  raifonnement  ^  mais  renverfé^  fi  Ton 

fàît  la  Suite  — x"  ^^  ^^^^  ^  ^  { ^  T  >  t  >  ^^*  terminée  par  oo  i 

ôc  dont  les  difFérences  à  l'origine  feront  ^yi,^y  6cc.  ôc  par 
confequent  croifiantes^  elle  fera>  fi  Ton  veut^  au  detfbus  de  ^^ 

mais  elle  nen  aura  pas  une  moindre  fomme  >  car"*  '% 

expreffion  générale  de  la  différence  ^  deviendra  =:  i  dès  les 
premiers  Finis  indéterminables. 

$$2^.  A  eft  la  feule  Suite  originairement  formée  de  nom-  . 
bres  entiers  déterminables  y  comprife  entre  i  &  oo  ^  &  nulle 
autre  pareille^  quoique  fraâionnaire  ^  ne  peut  avoir  uneplujf 
grande  y  ou  une  moindre  fomme  y  de  forte  qu'il  n  y  a  propre- 
ment aucune  Suite  pareille^  qui  foit  au  deffus  >  ni  au  deffous 
de  j1.  •  '  ' 

j  j  3 .  Il  n'en  va  pas  de  même  de  G ,  qui  lui  efl  toujours 
cppofée,  &  pour  voir  qu'il  y  a  quelque  Suite  au  deffous  de  G^ 
&  dont  la  fomme  efl  moindre  y  il  n  y  a  qu'à  fe  fouvenîr  db 


I 


ji  00  desart.2p2  &  apj^quîefîi  «>  ==!>  200  ,500  &c; 


00 


00  ^  ==  00.  Les  difFérences  de  fon  origine  font  infiniment 
petites  (5^0  &  3^1)  &  fort  croiffantes^  puifqu'elles  com- 
mencent par  ~ ,  &  font  une  fomme  ==  00.  De  plus  elle» 
font  J  félon  que  le  demande  la  Théorie  préfente,  croiffanres 
félon  une  plus  grande  raifon  que  les  termes  y  car  les  termes 
de  l'origine  y  qui  font  finis  y  ne  prennent  des  accroiffemens 
que  de  l'ordre  qui  leur  efl  inférieur^  £c  les  difFérences  ea 

prennent  de  leur  ordre.  Auflî  la  fomme  de  A'^  êfl-elle 
tnoindre  que  celle  de  6  >  ce  qu'on  peut  voir  ainE 

00^  y  2.^  terme  de  G  ^  efl  plus  grand  que  2  ^  s==  4«>  > 

■ 

a^  terme  de  ji^,  ce  qui  eft  clair  de  foi-même  >  6c  de  plus 
I  *         I 

00^  di&re  fiaiment  de  2>  U  ^^  jinfiniment  peo.  Vjt 

gb  iil 


/ 


J 
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piéme  oo  <»  >  5  00  ,  &c.  Enfin  le  penuldcme  terme  de  G 

OO  — I 

cft  OO    ^    ,  car  le  dernier  terme  oo  eft  à  ce  pénultième 
^  ::s=:;^  .  I ,  ce  qui  donne  pour  ce  pénultième  -~-  = 

OOr  —  i  4 00  — I 

oo    ***,.  Le  pénultième  terme  <ie /^  **  eft  OO  —  i     **    i 
donc  if  eft  moindre  que  le  pénultième  de  G ,  ou  tout  au  plus 

égiL  Donc  jufque-là  tous  les  termes  moyens  de  Aoô'  font 

moindres  (Jue  ceux  de  Gj  donc  la  fomme  de  yfôô"  moindrd 
que  celle  de  G.  ^ 

^  J4.  Toutes  nos  connoîflances  exaÛes  &  complètes  ne 

roulent  qu  autour  de  yf  ^  &  tout  ce  qui  eft  analogue  a  G  nous 

échappe  pour  la  plus  grande  partie. 

Ordre  des       y  jj,  CônfidëicmS  maintenant  toutes  les  Suites  pofliblci 

's^es^^  çoiMpidfes  entre  i&oo  *5  &  toujours  compofées  d  un  nom- 

frifes  entre  bre  de  termcs  ==  OC.  Selon  la  Théorie  préfente ,  il  y  aura 

«  é*  00*.    une  prcigreilidn  arithmétique  qui  aura  une  fomme  de  Tordre 

de  oc  S  $c  la  plus  grande  fomfne  pofCble  entre,  toutes  les 

Suites  à  différences  croiffantes  ;  &  il  y  aura  au  deifous  d'elle  ^ 

dans  cette  même  efpece  de  Suites  à  différences  croiffantes  ^ 

une  progrefllon  géométrique  qui  n'aura  une  fomme  que  de 

l'ordre  de  oo%mais  la  plusgrande  de  toutes  celles  de  cet  ordre* 

La  progieffion  arithmétique  efl  -r-  i  •  i  -4-  ÔO  ==  OO. 

200.  300  >  &c.  00  X  00  =  00*.  La  géométrique  efl  -^  1. 

00^  s=;60.<»    •OG    <»    .  00  ^    ,  &C.  00  ^    =»  00\ 

La  fpmme  de  l'arithmétique,  eft  -^  j  &  celle  de  la  géomé- 
trique— S^^. 

00         —I 

1?ulfqile  bô*s=x-+"7>«  ^tam  an  Fini  indéterminable 
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i  * 

.en-grandeur  (  3  n)  >  on  a  oo  wT  s==i!liiidlL ^  &  op  00  _  j^j 

**-*-î.  Donc 22i__:^i^^^*.oolà^jès-PCU 


<*  OB'  ;2fc-*  +  I 


près.  Donc  cette.fomme n eft  que  de lordre  de op". 

y  y  5.  En  même  temps  00^  —  i  >  première  différence 
de  la  progreffion  géométrique  ,€ft  un  Fini  indéterminable  en 

petiteffe ,  dont  le  quarré  i  —  2  00  <»  •+•  00  î^  eft,deJ.^ordre 
de  •^.  Car  en  procédant  comme  dans  lart.  35:7 ,  on  ttôii-* 


-vera  que  200  ^  —  00 «*  :s==j  -4-  ri-  x  ;i  -*-^  i.-*H  ^  e(l 

•é-5car:^4iÇ>aroît,de- 


^  -4  »  -  4 


jri  «3  *4 


Tr==I 


Tant  —y  puifquè  x^  eft  *?'  infini  du  i^*^ [ordre  a«ïjtiprié  par 
lui-même >  ài-^  oh  jc^  eft  x*  înfinimultiplîé  par ^ fini,  eft 
.quelque  Infiniment  petit  radicîil  moyen  entre  —^-\  y^ 


00 


00 
4  4  4 


^ui  difparoit  devant  -^^  Donc  41  «^-^-^ iroo  ^  Hh^Ofe  ^  ««sa  c 
I 


xi-  êti  00 


5*^*  S'î^y  ^  des  Suites  qui  aieint  dans  Tocdre  de  rpp^j 
^le  plus  grandes  Tommes  que  la  progcçffion  ariithcmlçique^ 
xomprife  entre  i  fic.ooS  car  elles  ne:pejjyiemjf|Q9|s  avtovr 

des  fbmmes  d'un  ordre  plus lélevé^. elles. r<^];ft>9}2;4fil^ 
cette  progreffion  arithméciqucj  &  auront  des  ^éx^^ç^  4ç* 
iproifTantes  ^  &  par  conféquent  de  plus  grandes  di^rences 
làleur  origine  que  cette  progr^flion  ^  dont  la  difT^ronçe^conf» 
.©me  .eft  00.  ÉUçs  ne.feroient  donc  pastQriginaireijientrfcri;* 
méos  de  termes  Finis  d^terminables.  Pane  tQUteS' celles  qvi^ 
feront  originairement  formées  de  termes  de  qe^ieoiatucp^ 
feront  au  deflfous  de  la  progiieflion  arithmétique.  J#  ifl^êcnp 
temps  elles  feront  au  defTus  de  la  géométrique ,  donc  les^^ 

&reaces4erc>rigioofontFimesindétecnûii^ 
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puifque  oc  ®°  —  i,  première  différence  de  cette  progreffioti 
{$S^}9^^  indéterminable  en  petitefTe.  Donc  toutes  les  Suites 
*comprifes  entre  i  &  oo* ,  &  originairement  formées  de  ter- 
mes Finis  déterminables  ^  ont  des  fommes  de  Tordre  de  oo'  ^ 
mais  moindres  que  celle  de  la  progreflfion  arithmétique. 

558,  En  effet,  on  a  vu  que  yf  S  qui  efti,4,p,  i5,  &c. 
oo%  a  une  fomme  qui  eft  OQ'  divifé  par  un  plus  grand  nom- 
bre que  2  (  2 1 2  ).  Or  la  fomme  de  là  progrefllon  arithméti- 
que eft  -22-.  On  peut  remarquer  pour  confirmation  de  cette 

Théorie,  que  les  différences  de  A*  y  qui  font  les  nombres  im- 
pairs >  ?  >  5  >7^  &c.  font  croiffantes  félon  une  moindre  rai- 
fon  que  les  termes ,  ce  qui  la  place  entre  la  progreffion  arit]^- 
métique  &  la  géométrique. 

y  y  9.  Quoique  la  progreffion  arithmétique  nait,  horf- 
inîs  fon  1"  terme,  que  des  Infinis,  qui  par  conféquent  font 
teus  inexprimables  ou  indéterminables ,  les  rapports  de  ces 
•Infinis ,  du  moins  à  Porigine ,  font  tous  Finis  &  exprimables, 
ou  déterminables,  &  au  contraire  la  progrefiîon  géométrique 
n'a  que  des  termes  tous  inexprimables  &  indéterminables, 
lors  même  qu'ils  font  Finis ,  &  dont  les  rapports  le  font  pa- 
reillement. Cela  met  encore  une  différence  a  efpece  entre  les 
deux  pregreflions ,  *&  de-là  vient  que  les  Suites  originaire- 
ment formées  de  termes  Finis  déterminables  n'ont  d'analogie 
ou  d  affinité  qu  avec  les  progreffions  arithmétiques  corref* 
'pondantes,  c'eft-à-dire,  comprifes  entre  les  mêmes  extrêmes^ 
"  6c  compofées  du  même  nombre  de  termes ,  &  non  avec  les 
géottiétriques  pareillement  correfpondantes.  # 

5'6'o.  La  fomme  de  la  progreffion  géométrique  comprife 
entre  i  &  00,  étant  a?  ûo,  &  celle  de  la  progreffion  com- 
-prife  entre  1  &  oô*,  étant  AfOO*  divifé  par  2 ,  ou  par  un 
nombre  de  très-peu  plus  grand  (  j  y  y  ) ,  celle  de  la  2^*  n*eft 

I^as  tbiit-à-fiiit  une  moitié  de  fon  Infini ,  au  lieu  que  celle  de 
a  i^  eft  fon  Infini  entier. 
ùrdri  ébs      ^^i.  Il  en  ûa  de  même  des  Suites  comprifes  entre  i  6c 


t 


s 

0 
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oo'*  La  différence  confiante  de  la  progreflîon  arithmétique  /i«»«  A» 

s        Suites  coffÊ* 

fera  oo  ,Ie  raultîplîcateur  perpétuel  de  la  géométriqueDO  ^  ,  ^"jv*  ^|[* 
la  fomme  de  Parithmétique  ^^  &  celle  de  la  géométrique 


3 


^  d'où  Ton  voit  d'abord  que  la  fomme  de  la  i 


étant  toujours  f  de  fon  Infini ,  celle  de  la  2^«  fera  toujours 

une  moindre  partie  du  fien^  car  OQoo i>  oc^  r-i> 

ce  qui  donnera  pour  la  fomme  de  la  géométrique  x  OO^  dî- 
vîfé  par  quelque  nombre  plus  grand  que  2.  On  voit  auflî  9 
par  tout  ce  qui  a  été  dit ,  que  les  Suites  originairement  for- 
mées de  termes  Finis  déterminables  ,  comme  -<^^  (  2 1 4.  ),  fe- 
ront entre  ces  deux  progreffions,  &  auront  des  fommes  de 

Vordre  de  00  '^ ,  mais  moindres  que  -^  ,  félon  ce  qui  a  été 
dit  de  yf'  (225). 

^62.  Il  eft  affez  clair  9  &  on  peut  s'en  affurer  encore  plus    ordre  d$t 
en  détail ,  que  ce  fera  toujours  la  même  chofe  de  toutes  Ics^T*'^  ^'^ 
Suites  comprifes  etKre  1  ficoc",  n  étant  fini.  Donc  toutes ^f/#i  «n/r* 
les  Suites  originairement  formées  de  termes  Finis  détermi^*  »  6-  <»•• 
nables,  6c  comprifes  entre  1  ûC^  n  étant  fini  >  auront  des 

Ibmmes  de  Tordre  de  00*"^^. 

^6^.  La  différence  confiante  9  6c  par  conséquent  celle 
dès  deux  i^^'  termes  de  la  progreffion  arithmétique  quelcon- 

que ,  comprife  entre  i  &  00*  >  eft  00       ^  ce  qui  fubfifte, 

lors  même  que  n  =^  i  p  car  alors  00*  '  =  00^^  '  =5^  OO^ 
6=  I.  Et  dès  que  n  =  2,1a  différence  de  la  progreffion aritlr 
mé tique  efl  ==5  00.  La  différence  des  deux  i*"'*  termes  de  la 


« 


progreffion  géométrique  corrcfpondante  eft  00*^  —  i.  Or 
on  a  trouvé  (310)  qu^en  donnant  à  n  tontes  Ces  difi^entes 

n 

valeurs  fuccefltves^  il  y  a  une  infinité  de  00^  fînîs,  €c  à 

Ce 
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n 


plus  forte  raifon ,  de  oc^  —  i.  De  plus  le  premier  des 


ff 


oo®^  I  eft  oc®®  I  ,  quantité  finie  y  mais  indéter- 
minable en  petitefle ,  ce  qui  détermine  Faccroiflement  des 


n 


M 


oo°*  —  1  à  être  fort  lent.  Enfin ,  on  a  vu  (  285  )  que  3  » 

m  n 

>  00  ®®  y  ce  qui  tient  toujours  les  oo  ^  dans  une  aflcz 

•         ^^^ 

grande  petitefle,  &  encore  plus  les  oo^  —  i  ;  car  fi,  par  ex, 

«=5,ona3  >  oo*^  ,fi»=6,p>  oo^  >&c.&par 

conféquent  2  >  00^  —  1,,  8  >  OO®®  —  i ,  &c.  D'un  autre 

côté  les  Suites  originairement  fi^rmées  de  termes  Finis  déter- 

minables  ont  ks  différences  de  leurs  deux  i''"  termes  beau- 

If 

coup  plus  grandes  que  ces  00^  —  i  ;  par  ex.  fi  n  ===  3 ,  la 
différence  des  deux  1"*  termes  dcA^  eft  7 ,  beaucoup  plus 
grand  que  lyfin  ==  5 ,  la  différence  des  deux  1^'^  termes 
de  y^^  eft  6$ ,  beaucoup  plus  grand  que  8 ,  &c.  Or  les  Suites 
comprifes  entre  i  &  00" ,  étant  rangées  félon  la  grandeur  de 
leurs  fommes  décroiflantes ,  &  par  conféquent  les  différences 
d'une  Suite  étant  plus  croiflantes  que  celles  de  la  précédente, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  les  différences  de  Forigine  étant 
plus  petites  dans  une  Suite  que  dans  la  précédente ,  il  fuit  de 
tout  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  dès  que  n  =  2  ,  les  diffé- 
rences de  Porigine  des  Suites  originairement  formées  de  ter- 
mes Finis  déterminables,  font  plus  petites  que  celles  de  la 
progreflîon  arithmétique  >  &  plus  grandes  que  celles  de  la 
progreflîon géométrique,  que  parconféqueiït  ces  Suites  font 
placées  entre  ces  deux  progreflîons,&  que  cela  dure  au  moins 
tant  que  n  eft  fini.  Mais  quand »  =  oc,  la  différence  de  la 

progrefllîon  arithmétique  eft  00^""'^  &  la  i"^^  différence 
de  la  géométrique  eft  00  «>  ^ — i  =  oo,6c.par  conféquent 


•V* 


•V- 
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H  n'y  a  aucune  Suite  à  différences  finies^  ou  originairement 
formée  de  termes  Finis  déterminables ,  qui  puiffe  fe  placer 
entre  ces  deux  progreffions.  Donc  s'il  y  a  quelque  Suite  de» 
cette  nature  comprife  entre  i  ôcoo^  ^  elle  eft  au-deffoifc  de 
la  progreiCon  géométrique. 


00  — i 


$6^.  La  progreffion  arithmétique  eft -î-  1. 1  -*-oo 

00—1  OO  — 1       o  00^1  _ft^       j 

==oo        .  200        >&c,ooxoo        =oo^,dont 

lafommeeftpo  — ,&lagéométriqueeft-H-i.oo.  oo',&c* 

OO^  ,  dont  la  fomme  eft  oc^  .  Entre  les  mêmes  extrêmes* 

eft  ^  originairement  formée  de  termes  Finis  déterminables, 
quieft  iS  i^>  îS  &c.oo^  (282).  Selon  l'art,  précédent, 

A  eft  au-deffous  de  la  progreffion  géométrique^ &  par  confé- 
quent  elle  devroit  avoir  une  moindre  fomme,  cependant  elle 
a  précifément  la  même  (283).  Mais  cela  vient  ae  ce  que  la 
progreffion  géométrique  ayant  la  moindre  fomme  poffiblej^ 

puifquè  ce  n'eft  que  fpn  dernier  terme ,  A  n'en  peut  jamais 
avoir  une  moindre*  En  ce  cas-là  le  dernier  terme  feul  faifant 
la  fomme >  &  étant  le  même  en  deux  Suites,  tous  les  termes 
qui  le  précèdent  dans  Tune  &  dans  l'autre ,  quelque  différens 
qu'ils  (oient ,  ne  font  plus  à  confidérer ,  ainfî  qu'ils  rétoient 
lorfque  n  étoit  fini.  Et  ce  qui  marque  bien  que  fl  ce  n'étoit 

cela ,  la  fomme  de  A  feroit  moindre  que  celle  de  la  progreC» 
lion  géométrique ,  c'eft  qu'en  prenjmt  un  nombre  fini  quel- 
conque de  termes  de  A  j  on  en  trouvera  la  fomme  moindre,' 
&  même  infiniment  moindre  que  celle  d'un  même  nombre 
de  termes  de  la  progreffion ,  ou  plutôt  que  le  dernier  de  ce 
nombre  de  termes  qui  ferai  feul  la  fomme.  Âinfi  5  2  >  fomme 

des  trois  i  ^^^  termes  de  /f  ,  eft  infiniment  moindre  que  00^  > 
fomme  des  trois  i  ^'^  termes^  ou  s^^  terme  de  la  progreffion. 

y  5j.  On  voit  par-là  que  les  fommes  de  Suites  comprifes 
icntre  i  flc  oC  ^  ôc  originairement  formées  de  termes  Finis 

Ce  i; 
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déterminablcs ,  fe  font  toujours  d'autant  plus  approchées  de 
la  fomme  de  la  progreffion  géométrique  que  n  fini  a  été  plus 
grand ,  jufqu  a  ce  qu'enfin  n  étant  =  oc  ,  ces  fommes  foient 
dévoues  égales  à  celle  de  cette  progreffion.  En  effet  on  a 

vu  dans  les  j4  qu'à  mefure  que  n  étoit  plus  grand ,  les  (bm- 

mes  étoient  oo       divifé  par  un  plus  grand  nombre  (  227  )  > 

ce  qui  approchoît  toujours  de  plus  en  plus  00"       de  oo** 

5^tf.  D'un  autre  côté  les  fommes  des  progreffions  géo- 
métriques comprifes  entre  1  &  00%  ayant  été  pour  «^=:  i , 

X  cOi  pour  »==2 ,  "Y"- j  &  enfin  pour  »  =  00,00*' ,  on 

voit  qu'elles  ont  toujours  dû  être  le  dernier  terme  de  la  pro- 
greffion multiplié,  par  un  même  nombre ,  &  divifé  d'abord 
par  un  nombre  beaucoup  plus  petit  que  ce  multiplicateur  > 
mais  croiflant ,  de  forte  que  le  divifeur  eft  enfin  devenu  égal 
au  multiplicateur.  Ainfi  ces  fommes  ont  toujours  été  des  In- 
finis plus  élevés ,  mais  décroiflans  chacun  dans  fon  ordre. 
Tous  ces  décroiffemens  de  fommes  dans  leurs  ordres  vien- 
nent ,  félon  ce  qui  a  été  dit  ici  affez  fouvent ,  de  ce  qu*il  y 
a  eu  toujours  moins  de  termes  utiles  à  la  fomme. 

5;  ^7.  Entre  i  ôcoC»  eft  encore  la  Suite  y^**  ,  i**,a"» 
3  <»  ,  &c.  oo«'  (228  ).  Il  faute  aux  yeux  que  les  différences 
de  fon  origine  qui  font  les  termes  mêmes  ,  a*» ,  j<»«  ,  &c* 
étant  plus  grandes  que  00 ,.  00',  &c.  ( 2 3  f ,  23 p ) ,  diffé- 
rences correfbondames  de  la  progreffion  géométrique ,  y^  <» 
doit  être  au-deffus  de  cette  progreffion ,  &  fa  fomme  plu* 
grande,  &  c'eft  auffi  ce  qu'on  a  trouvé  (  14O- 
ordrt  det       2  6  8.  Soient  maiiitqnant  les  Syites  infinies  comprifes  en» 

IrifllZ:   "e  I  &  oo  "  •  Si  »  ==  2  ,.ce  qui  eft  ici  fa  moindre  valeur 
x&  oeV    P^*"*^^^*  ^^  a  la  ^  I.  I  H — î-j.^  1  --f^   *  - 


^  X  X 

00  00  oa 


&c.  I  H-  "*.    ■    1  -t-oo^=oo^  Et  la  ~  I,  oo^ 


00 


del' Infini.  Partie  I.  Seâf.  If^If.     tof 
oo*^  ==oo«>.oo"«^^&c.oo*<»  =00*.  La'fommc 

de  la  l '^  cft  -^^ ,  &  la  fomme  de  la  2^^  ..12L —  La  fomme 

100 
00     —I 

de  la  I  "  eft  de  Tordre  le  plus  élevé  qu  elle  puîffe  être  ;  car 

elle  eft  de  Tordre  de  oc'  =  00*"*"^  ;  or  nulle  Suite  ne  peut 
avoir  une  fomme  d'un  ordre  plus  élevé  que  celui  qui  eft  im- 
médiatement fiipérieur  à  fon  dernier  terme. 

La  différence  confiante  de  la  progreflion  arithmétique  eft 
infiniment  petite ,  puifqu'elle  eft  —S-  j  &  la  1  '*^  différence  de 


00 


la  progreflion  géométrique  eft  encore  plus  petite  par  la  nar« 
ture  de  ces  deux  progre (lions.  Donc  il  n'y  a  entr'elles  aucune 
Suite  originairement  formée  de  termes  Finis  déterminables> 
&  qui  par  conféquent  auroit  des  différences  finies.  Donc 
toute  Suite  de  cette  nature  eft  au-deffus  de  la  progreflion 
arithménque  ^  &  a  une  plus  grande  fomme.  Or  elle  n'en  peut 
avoir  une  d'un  ordre  plus  élevé  ydonc  elle  l'a  feulement  plus 

grande  dans  l'ordre  de  oo\ 

En  effet  on  a  trouvé  (2;  8)  que  ^*>  qui  eft  i*>  2^  ^  &c 

00^  ^  &  qui  a  des  différences  finies ,  a  une  fomme  plus  grande 


9 

X 


que  -^.  Auflî  y^*  a-t-elle  des  différences  abfolument  dé^ 
croiflantes ,  comme  l'on  verra  aifément  >  car  les  \/  coramen?* 
furables  confécuti  ves  >  telles  que  v^i  jV^49^97  &c.  n'ayant 
toutes  que  i  pour  différence  >  cet  intervalle  eft  toujours  par* 
tagé  eh  un  plus  grand  nombre  de  parties  par  les  v"  incon>- 
menfurables  intermédiaires. 

^6p.  11  en  ira  de  même  des  Suites  comprifes  entre  i  & 


3 


j  dont  la-r  eft  k  H-— 4-^  i  H — ^^  ôcc  i 


5  3 

00  00 

I  «  00 


^=:oo'.  Etla-TT^eftuoo^^^.oOJoo  ,  &c.  oo^oa 
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± 
s 

00 


oc^*  La  fomme  de  la  i'*=  eft~- ,  6c  celle  de  la  2<*« 

T  • 


•—22 — .  Il  eft  aifé  de  voir  que  la  différence  de  la  progreC- 

00^^  —  1 

lion  arithmétique  étant  infiniment  petite  ,  &  même  infini- 
ment plus  petite  que  celle  de  la  progredîon  arithmétique 

comprîfe  entre  i  &  oc* ,  &  la  i^^  différence  de  la  progref- 
lîon  géométrique  encore  plus  petite  que  celle  de  larithmé- 

tique ,  il  n'y  aura  point  de  Suites  telles  que  /f  ^  (  2  jp  )  origi- 
nairement formées  de  termes  Finis  déterminables^qui  n'aient 


4 

T 


une  plus  grande  fomme  que  -^  ^  quoique  du  même  ordre; 

^jo.  Il  en  ira  toujours  de  même  >  6c  à  plus  forte  raifon 
des  Suites  originairement  formées  de  termes  Finis  détermi- 

nables  >  comprifes  entre  i  6coo  "  ^  à  mefure  que  »  croîtra  > 
6c  tant  qu'il  fera  fini.  Donc  toutes  ces  Suites  ont  des  fom«^ 

mes  de  l'ordre  de  00  "       =  00  »  . 

On  pourroit  fuivre  cette  Théorie  jufqu'à  n  ==  00,  Ce  qui 

feroit  voir  l'analogie  des  Suites  décroiffantes  depuis  celles  qui 

I 

fetoient  comprifes  entre  i  6c  00^^  jufqu'à  celles  qui  (eroient 

entre  i  6c  00^ >  6c  produiroit  quelques  remarques  particur 
lîeres  ^  mais  ce  feroit  une  curiofité  inutile  ^  quant  à  prefent. 

Ordre  des       57I»  H  cft  claiT  quc  toutcsJes  Suitcs  comprifes  entre  i; 

fimmes  des       .         ^  4  .  ** 

Suites  corn-    &00*  OU  OO^  j  6cc.  6c  en  général  entre  i  6c  oo  •  ,  m  étant 

frtfes  entre  1  f  o 

^       plus  grand  que  n  y  font  de  Telpcce  de  celles  qui  font  entre  i 
m>a.        6c  oo^^ouoo',  6cc*  comme  toutes  celles  qui  font  entre  i 

6c  ooSouoo*,  6cc.  6c  en  général  entre  i  6c  oo  *  font 

-  L 

de  l'efjpece  de  celles  qui  font  entre  i  6c  oo*ouoo^,6cc. 
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Donc  toutes  les  Suites  originairement  formées  de  termes  Fi« 
nis  déterminables  y  6c  comprifes  entre  i  £c  00  élevé  à  quel- 
que puiflance  finie  que  ce  foit  >  parfaite  ou  imparfaite  y  ôc 
dont  les  difiérences  font  continuement  croifTantes  àxx  décroît 
fautes  >  ont  une  forme  de  Tordre  immédiatenient  fupérieur 

à  celui  de  leur  dernier  terme  y  ou  de  Tordre  de  00  V 
n  étant  un  nombre  fini  quelconque  entier  ou  rompu  ,  âc 
00'  leur  dernier  terme. 

3:72.  Toutes  les  A  dont  on  a  vu  dans  la  Seû.  III ,  que  /tP"**f^'^ 

la  fomme  étoit  de  Tordre  de  00       *  »  étant  fini ,  font  au-  t*f  ^^'^^^^^ 
tant  d'exemples  de  cette  Théorie  y  mais  comme  elle  eil  de- 
venue plus  générale^  il  ferabon  d'en  donner  encore  quelques 
autres  nouveaux. 

E  X   E  M  P  L  E      I. 

Il  efl  démontré  fur  les  nombres  Polygones  que  n  étant  ua 
nombre  naturel  quelconque  y 

le  y^"^^  Triangulaire  eft .  •  .  .  • * 

Quarré  ...••..••  ^  •  »». 

i^                                  3»»— I» 
Pentagone  . • 

Exagone  


2 


Eptagone .^  ^JULZ}!,  &c. 

D  OÙ  il  fuît  que  le  dernier  des  Naturels  étant JDO^ 
le  dernier  des  Triangulaires  efl ....    ^  ^ 

desQuarrés 00=^ 

des  Pentagones .^-^ 


00* I  00 '^ 


des  Exagones 


2 
% 


00 

2 


des  Eptagones  •  •  •  r  r .  • .  -^-j-^ 
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Et  par  conféquent  felon  la  Théorie  préfent e ,  la  fomme  d*anc 

Suite  infinie  dePolygones  quelconques  fera  de  Tordre  deoo^ 

En  effet ,  il  eft  démontré  dans  Tart.  i  o ,  de  la  a<ic  Edir. 
de  VE^Tai  d  Analyfefur  les  Jeux  de  Hafard  y  que  la  fomme  d*un 
nombre  quelconque  dénombres  Polygones  quelconques  eft 

Y^  -+  ^  ^  *  >  en  prenant  a  ==  i ,  s'il  s  agit  des  Trian- 


gulaires ,  a  =  2  pour  les  quarrés ,  a  c=s  j  pour  les  Pentago- 
nes y  &c.  &  n  étant  le  nombre  des  termes  >  dont  on  cherche 
la  fomme* 

D'où  il  fuit  que  fi  n  =:  oo  , 

Jjà  fomme  infinie  des  Triangulaires  eft  «  • 


*  22 


des  Quarrés 

des  Pentagones  .  .  .  .  ^  .  LSSl ,  &c. 

573.  Toutes  ces  femmes  font  en  progreflîon  arithméti- 
que ,  auflî-bien  que  les  derniers  termes  des  différens  ordres 
confécutifs  de  Polygones  rangés  de  fuite ,  &  même  que  tous 
leurs  n"^*"^  termes ,  comme  il  fera  aifé  de  le  voir. 

J74.  Les  multiplicateurs  des  fommes  ^  toutes  de  Tordre 
de  00 S  des  Polygones  finis ,  augmentent  toujours^  leur  di- 
seur demeurant  Te  même  >  parce  qu  a  mefure  que  ces  Poly- 
gones font  plus  grands  y  les  Suites  ont  un  moindre  nombre 
de  termes  Finis ,  fie  un  plus  grand  d^Infinis.  Et  comme  ces 
Polygones  ne  paffent  point  00^ ,  ils  n  ont  des  Infinis  que  de 
deux  ordres  y  &  tous  utiles  à  la  fomme. 

5:7  j.  Si  entre  les  deux  extrêmes  d'une  Suite  dePolygo- 
nes finis  quelconques ,  on  fait  une  progreflîon  arithmétique 
d'un  même  nombre  de  termes>on  trouvera  toujours  fa  fomme 

i)lus  grande  que  celle  de  la  Suite  de  Polygones^ 6c  même  dans 
e  rapport  confiant  de  3  à  2^  Audi  les  Suites  de  Polygones 
ont-ellesdes  différences  abfolument  croiffantes^quinefont 
que  relativement  décroiffantes.  Et  pareillement  une  progref- 

fion 
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fion  géométrique  aura  toujours  une  fomme  de  Pordre  de  00% 
félon  que  le  demande  la  Théorie  préfente. 

Exemple    IL 

•  j'ytf'.  On  a  dans  l'art.  1 26  y  les  derniers  termes  de  toutes    AppUcMtkm 
les  Suites  des  Nombres  Figurés.  Or  c^eff  unejpropriété  de  ^'^^  Figurés. 
ces  nombres ,  que  le  n^^  terme  d'un  ordre  de  Figurés  quel- 
conque eft  égal  à  la  fomme  dès  n  premiers  termes  de  l'ordre 
immédiatement  inférieur.  Par  exemple ,  i  o  ^  4"*  terme  des 
Triangulaires  ^  eft  égal  à  la  fomme  des  4  premiers  Naturels*. 

Donc  n  étant  ==  00  ^ 


La  fomme  des  Triangulaires  eft  • .« 


•  •    •      '"       '• 

•  •    ••     —     ■-» 


des  Pyramidaux  «  .  •  • 

des  Triang.  pyramidaux  *  • .  -52- ,  &c* 


ilO 


D'où  Ton  voit  que  ces  fommes  font  toujours  de  l'ordre  fupé- 
rieur  au  dernier  terme  de  la  Suite. 

y  77.  En  même  temps  que  d'un  ordre  de  Figurés  au  fuî- 
vant  ces  fommes  s'élèvent  toujours  d'un  ordre  d'Infini^  elles 
font  de  moindres  Infinis  dans  leur  ordre.  Cela  vient  i^  de 
ce  que  ces  Suites  terminées  par  des  InBnis  toujours  d^ordres 
fupérieurs  y  le  font  par  de  moindres  Infinis  dans  ces  ordres  : 
mais  2^  elles  ont  toujours  un  plus  grand  nombre  de  difFé- 
rens  ordres ,  ^  par  conféquent  moins  d'Infinis  de  leur  der- 
nier ordre  ,  qui  font  les  principaux  pour  la  fomme  y  ôc  d  ail- 
leurs elles  ont  auffî  plus  de  termes  inutiles  à  la  fomme.  C'eft:. 
par  cette  raifon  que  l'Infini  de  leur  fomme  a  un  plus  grand 
di vifeur  que  Tlnfini ,  qui  eft  leur  dernier  terme. 

J78.  D'une  Suite  à  1  autre  les  Poligones  fe  terminent 
toujours  à  un  Infini  du  même  ordre  &  croiflTant  de  gran- 
deur y  &  les  Figurés  à  des  Infinis  croiflans  d'ordre  &  décroit 
làns  de  grandeur.  Les  fommes  font* de  même  9  £c  en  partie 
parce  que  tels  font  les  derrûers  termes  :  mais  de  plus  les 

Dd 
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fommes  des  Figurés  font  décroiffantes  de  grandeur ,  parce 
que  le  nombre  de  leurs  difFérens  ordres  eil  croiflant» 

J7p.  Par  la  formation  des  Poligones  &  des  Figurés  >  les 
différences  des  uns  &  des  autres  font  croiffantes  dans  chaque 
Suite; &  plus  croiffantes  dans  une  Suite  que  dans  rinférieure> 
mais  beaucoup  plu6  croiffante  dans  une  Suite  de  Figurés  que 
dans  une  Suite  correfpondante  de  Poligones,  excepté  la  Sui- 
te des  Triangulaires  9  qui  efl  en  même  temps  Suite  de  Poli- 
gones &  de  Figurés.  Cette  confidération  des  différences 
pouffée  plus  loin  ,  s  accordera  avec  tout  ce  qu'on  a  établi 
dans  la  Théorie  générale. 
pitirmina-      5*80.  Il  efl  démontré  dans  fart.  15  de  XAnalyfe  des  Jeux 
^dl^uflmmt  ^  i^^f^^ày  qu'un  nombre  quelconque  de  Nombres  naturels 
de  toutes  les  étant  H  y  là  fommc  de  ces  nombres  depuis  i  jufqu'à  n  indu- 

Suites  A".  ,    I        ^1 

fivement  élevés  au  quarré  eu  ♦  • .  •  j±^i^  -1-» 


6 


au  cube  ....;•••.  —^ — — . 

4 

au  quarré-quarré ,  &c. 

D 'OÙ  il  fuit  que  n  étant= oc^  la  fomme  des  nombres  Naturel* 
élevés  au  quarré  efl 


1 00'         00* 


^  > 


• 


au  cube  • .  . ^  -2^ 

4 


6  00^  oa* 


à  la  4"^  puiflance  •••... 


00^ 


à  la  y"* ••  -^,&c. 

Et  en  général  n  étant  une  puiffance  parfaite  >  la  fomme  des 
nombres  Naturels  élevés  à  «  efl  '^.  ^' ,  ce  qui  donne ,  outre 

i'Qrdre  que  Ton  avoir  déjà  y  une  valeur  précife  que  Ton 
û  avoit  pas* 

En  attendant  cette  détermination  précife ,  on  avoir  prouvé 
À^^iorij  dans  les  art.  21a,  2^23  y  226^  227,  que  la  fomme 
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de  A*  étoit'une  partie  de  fon  Infini  moindre  quej,  &  en 
efFet  elle  en  eft  |  ;  que  celle  de  A^  étoit  une  partie  de  fon 
Infini  moindre  que  f  »  fic'en  effet  elle  en  eft  ^ ,  &c. 

58  K  La  fomme  des  nombres  Naturels  non  élevés  eil 


oo»^* 


auffî  comprife  dans  la  Formule  ^  ,  ^-  ^  car  alors  étant  élevés 

à  I  ^  leur  fottime  -^  =i=i=  TzpT**  Et  même  la  fomme  de$ 
mêmes  nombres  élevés  à  o  y  eft  comprife  aulli  ^  car  elle  eft 


00^*-'         00 


00  >  fomme  des  Unités.  Et  tous  les  nom^ 


jbres  naturels  ne  font  alors  que  des  Unités. 

y  8  2.  La  fomme  de  toute  A""  où  n  eft  Un  entier  >  étant  pittrmin^ 

tion  de  U 

donc  .5?1L"    ii  s  agit  de  favoit  fi  cela  auta  encore  lieu  m    -l 
quand  »  fera  une  fradion  ou  -7  >  c'eft-à-dire  ,  fi  b  fomme  ^  i^"* 


de  y^  •  fera 


+-X 


«4-1  A  «  ,  *» 


OÛ  *  #»oo 


m 


En  donnant  k  n  ^  dénominateur  de  -f ,  fes  deux:  valeurs 

i  1 

extrêmes  i  &  00,  la  première  dtsA'^eûA~  :=ssA^  dont 

la  fomme  eft  ^  ==:  '  ^ ,  '  .  Et  la  dernière  des  yf  "«  eft 
A  ^  y  dont  la  fomme,  fi  la  Formule  préfente  lui  convient  ^^ 


A" 


00  4- 1 


fera-22JlJ??— l-=t=^  =  ôo.  Or  c'eft  là  effeaivement 

I        _ 

la  fomme  à,^A^  (  2. 67  }•  Don€>puifquc  la  Formule  convient 

T 

aux  deux  extrêmes  des  A""  y  çjUe  convient  à  toutes  les  moyen- 
nes, félon  l'art.  125  ;  car  on  a  vu  dans  toute  la  Seâ.  m  4 

que  le  cours  des  A'^  y  comparées  les  unes  aux  autres ,  auffi-; 

Dd  ij 
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bien  que  celui  des  y^" ,  étoit  très-uniforme ,  &  que  toutes 
leurs  autres  propriétés  croifTantes  ou  décroii&ntes  ne  fài- 
foient  que  croître  ou  décroître  toujours  des  unes  aux  autres.^ 
585.  On  peut  proaver  encoie  ainfî  la  même  chofe. 

n  entier  eft  =  —^  Donc  la  Formule  de  la  fomme  desT/l* 


.  riii  ¥ni  I  iniiiir' ii^f  m 


cft  00    '    dîvife  par  ^^ ,  ou  multiplié  par  ^^ ,  c'eft-à-dî- 


te  '^   '  -  •  Donc  quand  n  fera  une  vraie  £ra6lion ,  ou  —  >  il 

&udra  faire  la  même  opération  «  6c  on  aura  "^   "  . 

Et  en  effet  ^  fi  ;i  entier  efl  y  par  ex.  3  ^  il  peut  être  exprimé 

par  f ,  &  alors  on  a  pour  la  fomme  de  Jt4\  ^\^     =  ^^ 

s==  -S?-.  ;  d*oii  Ion  voit  que  quand  l'Infini,  qui  exprime  lor- 

dre  d  une  fomme ,  a  un  expofant  fraûîonnaîre  >  il  faut ,  pour 
la  valeur  précife  de  la  fomme^multiplier  Tlnfîni  par  cet  expo- 
fant reverfé.  Or  il  n  efl  pas  poffible  que  cela  foit  vrai  des 
expofans  fradionhaîres  qui  valent  des  entiers ,.  &  non  de 
ceux  qui  font  de  pures  n:a6lions»- 

5^84.  Donc  en  général  la  fomme  de  toute  A^^  ,  quelques 
nombres  que  foient  n&cm.  eu  -^^  "*  . 
'  Quand  w=  i ,  ce  font  les^fommes  des  A\  Quand  ;i  =3  Vf 

T 

ce  font  celles  des  yf  »  ,  dont  l'expcfant  eft  une  pure  ftaûion.^ 

Hors  dé  ces  deux  cas  —  eft  un^^aâion  ou  pure  ou  mixte.- 

il  ,4 

Ainfilafoinmede^»eft*.2ai,çeUede/f^efti^,&Çi 

3       ■  ■  T       " 
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i  i 

celle  de  A^  eft  ^^si,  ceHe  de  A^  eft  ^^,  &c 

On  pourra  voir  combien  ces  déterminations  précifes  s'ac^ 
cordent  avec  ce  qui  avoit  été  trouvé  â  priori  fur  ces  fomnies 
dans  la  ScSt^  m. 

$  8^  Il  ne  fuffit  pas  de  fa  voir  de  quel  ordre  font  les    ^anj  Uê 
(bmmes  des  Suites  originairement  formées  dé"  termes  Finis  ^«^'«/>»/«" 
déterminables  >  &  comprifes  entre  i  &  00*,  ce  qui  fait  voir  î^rié»*oo»* 
en  même  temps  fi  les  Infinis  de  leur  dernier  ordre  font  en         f- 
nombre  fini  ou  infini;  il  eft  important  de  favoir  audî  quand     ^ 
le  nombre  de  leurs  termes  finis  eft  fini  ou  infini.  ^  T  *"' *? 

,  ^-,  1    /*        T     /*        nombre  infif» 

I  &  00  étant  pofes  pour  extrêmes  ^  entre  lelquels  lotit  eu  fini  de  ter^ 
comprifes  toutes  les  Suites  poffîbles  qui  les  auront  pour  pre-^'^-'^^**^ 
mier  &  dernier  terme ,  les  deux  Suites  dont  la  nature  eft  la 
plus  oppofée  qu  il  fe  puiffe ,  fur-tout  à  Tégard  du  nombre  des^ 
termes  des  deux  dififérens  ordres  que  toutes  ces  Suites  con- 
tiennent, font  yf  &  G>  que  Ton  a  tant  vues.  Car  A  ayant 
nne  infinité  de  termes  tant  Finis  qu'Jnfinis>  &  une  plus  grande 
infinité  d'Infinis  y  G  n'en  a  une  infinité  que  de  Finis ,  &  un 
nombre  feulement  fini  d'Infinis  ,  ce  qui  eft  la  plus  grande 
oppoficion  pofiible..  Donc  ce  en  quoi  elles  conviennent  à 
cet  égard  doit  être  bien  eflentiel  à  toutes  les  Suites  comprifes 
entre  i  &  00.  Or  /f  &  G  conviennent  en  ce  qu'elles  ont  un' 
nombre  infini  de  termes  finis  ;  donc  toutes  les  Suites  com*- 
prifes  entre  i  &  00  en  ont  aufli  un  nombre  infini ,  &  cela  , 
comme  on  voit,  foit  quelles  foient  originairement  formées 
de  termes  Finis  déterminables ,  ou  non. 

$ %6.  Cela  fera  encore  vrai ,  quand  les  Suites^  fe  termine^ 
ront  par  un  Infiniplus  grand  que  00  /  mais  du  même  ordre, 
comme  par  20c.  Telle  eft  la  Suite  des  Jmpairs  ~- 1, 3,  y ,  &c. 
qui  pour  avoir  un  nombre  de  termes^=  00  >.doît  aller  jut 
qu'à  2CO.  Il  eft  clair  qu'elle  a  encore  une  infinité  de  termes 
finis ,  quoiqu'elle  en  ait  la  moitié  moins  que  A.  Il  eft  claie 
auffi  que  le  nombre  de  fes  termes  finis ,  comparé  au  nombre 
des  Finis  de.  A,  n'a  re^u  qu'une  diminution  proportionnée  ^ 
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Taugnientation  du  dernier  des  Impairs  comparé  au  dernier 
de  yf ,  ôc  que  comme  cette  augmentation  n  a  été  que  finie  ^ 
ou  de  grandeur  Amplement ,  &  non  d'ordre ,  la  diminution 
qui  s  en  enfui  voit  n'a  été  auflî  que  de  grandeur  >  ôc  non  d'or^ 
dre }  ou  finie.  Ce  même  raifonnement  aura  également  lieu 
pour  toutes  les  Suites  terminées  par  noo^  n  étant  Fini  dé- 
terminable.  Donc  toutes  les  Suites  comprifes  entre  i  Oui  oo^ 
n  étant  un  nottibre  Fini  déterminable  quelconque  >  fie  origî* 
nairement  formées  de  tenues  Finis  déterminables  j  ou  non  j 
ont  une  infinité  de  termes  finis. 

587.  A  plus  forte  raifon  ,  fi  ces  Suites  étoient  terminées 

par  ^  ^  car  le  nombre  des  termes  finis  en  augmenteroît 

plutôt  que  de  diminuer. 

y 8  8.  La  progre (lion  arithmétique  comprife  entre  i  fie 
00*  iSSS)  ^  ^^s  termes  de  trois  ordres ,  fie  n'a  que  fon  pre- 
mier terme  i  dans  Tordre  du  Fini.  La  géométrique  n'a  qu'une 
fomme  del'ordre  de  00*  (  y  y  î  )  >  fie  par  conféquent  n'a  quxia 
nombre  fini  de  termes  dans  fon  dernier  ordre  >  qui  eft  celui 
de  QO*.  Donc  malgré  leur  oppofition  elles  conviennent  en 
ce  qu'elles  n'ont  ni  l'une  ni  l'autre  un  nombre  infini  de  ter* 
mes  dans  chacun  de  leurs  trois  ordres.  Donc  nulle  Suite 
comprife  entre  1  ôc  oo^  >  fie  qui  par  conféquent  aura  des  ter^ 
mes  de  trois  ordres  ^  n'aura  une  infinité  de  termes  dans  cha-^ 
cun  des  trois. 

y  8p.  Toute  Suite  originairement  formée  de  termes  Finis 
déterminables ,  fie  comprife  entre  i  fie  00^ ,  a  une  fomme  de 
Tordre  de  00'  (  îî?)*  Donc  elle  a  une  infinité  de  termes* 
def  ordre  de  00^  y  donc  elle  n'en  a  pas  une  infinité  de  l'ordre 
du  Fini ,  fie  de  fordrp  de  00  (  $"88  )•  Donc  elle  en  a ,  ou  i^ 
un  nombre  fini  de  ccs^deux  ordres  ^  ou  2''  un  nombre  fini 
de  Tordre  du  Fini ,  fie  un  nombre  infini  de  Fordre  de  00  >  ou 
3''  un  nombre  infini  de  Tordre  du  Fini^  fie  un  nombre  feu^ 
iement  fini  de  Tordre  de  00.  Ce  dernier  cas  eft  vifiblement 
impofiible^  fit  abfblument  contraire  à  la  gradation  régulière 
des  Suites  toujours  réglées  par  quelque  Loi  >  car  une  Suite 


/ 
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compofée  de  trois  ordres  confécutifs ,  auroit  donc  un  nombre 
infini  de  termes  dans  le  i"^  un  nombre  fini  dans  le  2^^  ^  & 
un  nombre  infini  dans  le  3"^^  Donc  il  ne  refte  que  \ts  deux 
i«"  cas  de  poffibles,  qui  tous  deux  ne  donnent  à  la  Suite 
qu'un  nombre  fini  de  termes  finis  :  mais  il  eft  aifé  de  voir 
que  c'eft  le  2,^  qui  eft  le  vrai.  Donc  toute  Suite  originaire- 
ment formée  de  termes  Finis  déterminables  3  &  comprife 
entre  i  &  00* ,  n'a  qu'un  nombre  fini  de  termes  finis. 
On  en  peut  prendre  pour  exemple  A^. 

55)0.  Si  la  Suite  fe  terminoit  par  ^ ,  ce  qui  feul  peut 

augmenter  le  nombre  des  termes  finis  ^  le  nombre  n'en  feroit 
encore  que  fini^felon  le  raifonnement  de  l'art.  5  8  5^  ren verfé  > 
&  ;87. 

5Pi.  Donc  la  Suite  infinie  des  Triangulaires  ^  terminée 

par-^  (SJ2)  ^  na  quun  nombre  fini  de  termes  finis.  Et 
en  effet  ^  puifqu'un  nombre  Naturel  quelconque  étant  n ,  le 
Triangulaire  correfpondant  eft  ""  y  la  Suite  des  Triangu- 
laires arrive  à  Pinfini^  dès  que  nn  tû  infini  :  or  il  Teft^  dès 
que  n  eft  un  Fini  indéterminable  =  jc^  &  quand  cela  arrive^ 
il  n  y  a  encore  eu  qu'un  nombre  fini  de  nombres  Naturels  n 
finis ,  &  par  conféquent  que  ce  même  nombre  de  Triangu- 
laires finis. 

5*^2.  De  même  toutes  les  autres  Suites  de  Polîgones  ter- 

minées  par  des  -^  croillans  dans  cet  ordre  >  n  auront  qu'un 

nombre  fini  de  termes  finis.  On  peut  leur  appliquer  aufli  le 
laifonnement  qui  vient  d'être  fait  fur  la  Suite  des  Triangulaires» 
J9  3.  Si  les  Suites  originairement  formées  de  termes  Finis 
déterminables  j  &  comprifes  entre  i  ôc  oc^ ,  foit  que  cet 
Infini  ait  un  multiplicateur  ou  un  divifeur  fini ,  n  ont  qu'un 
nombre  fini  de  termes  finis  y  à  plus  forte  raifon  cela  fera-t'it 
vrai  des  Suites  pareilles  qui  s'élèveront  ptus  haut ,  ou  fe  ter- 
mineront par  00'  ^  00* ,  ôcc.  &  en  général  par  oo'>  n  étant 
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fini.  On  peut  audî  leur  appliquer  le  raifonnement  qui  a  été 
feit  fur  les  Suites  comprilès  entre  i  &  ooS 

Donc  toutes  les  Suites  comprifes  entre  i  &  oo  >  foii: 
qu'elles  foient  originairement  formées  de  termes  Finis  déter- 
minables  ^  ou  non ,  ont  une  infinité  de  termes  finis  ^  &  toutes 
les  Suites  comprifes  entre  i  &  00%  n  étant  fini  ôc  plus  grand 
que  i^  n  ont  qu  un  nombre  fini  de  termes  finis  y  (i  ces  termes 
dont  elles  font  originairement  formées  font  déterminableSf 
&  cela  9  quelque  coëfScient  fini  qu'aie  00'  ou  oc". 

On  voit  aiféncient  f)àr  les  art.  y  5:7  &  y8p  5  pourquoi  la 
condition  que  les  Suites  foient  originairement  formées  de 
termes  Finis  déterminables  eft  néceffaire ,  dès  que  lexpofant 
de  rinfini  qui  les  termine  efl  plus  grand  que  i. 

yP4*  Donc  tous  les  nombres  Figurés,  à  commencer  par 
les  Triangulaires  y  n'ont  qu  un  nombre  fini  de  termes  finis , 
&  même  un  nombre  toujours  décroiffant  d'une  Suite  à  l'autre» 
On  le  verra  auffi  â priori  par  leurs  Formules  de  Tart.  1^5^ 
çn  fuivant.le  raifoiinem^nt  dei'art.  55^  i. 

I 

*  - 

jpy.  Si  les  Suites  font  comprifes  entre  i  &  00  "  ,  il  eft 
vifible  qu  elles  font  dé  la  même  efpece  que  celles  qui  feroient 
terminées  par  oc',  &  que  même  celles-ci  doivent  à  plus  forte 
taifon  avoir  un  nombre  infini  de  Finis.  Il  en  fàjut  dire  autanc 

de  celles  qui  fetoiejit  terminées  par  oc  "• ,  fi  »  <>w.  Pareil-; 


m 


/ 


lement  celles  qui  feront  terminées  par  00  "  ,  où  m  >  n  ^ 
feront  de  l'efpece  de  celles  qui  font  terminées  par  oc ,  dont 
lexpofant  eft  un  entier  plus  grand  que  i ,  &  elles  n'auront 
qu'un  nombre  fini  de  termes  finis.  On  en  a  vu  des  exemples 


•  —  f 


dans  les  -^  **    de  l'art.  273,  &  dans  les  -^  » ~  '  de  l'art.  27p. 
jp^.  Si^ne  Suite  a  plus  d'un  terme  fini,  elle  n'en  fau- 
roit  avoir  moins  qu'un  nombre  fini  indéterminable.  Il  efl 
clair  que  fi  fon  i"  terme  étant  i ,  le  i<^  efl  un  Infini ,  comme 
dans  la  pro^reiTion  arithmétique  comprijfe  entre  i  &  OQ^ 

(îîî) 
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f  y  f  5  )  dont  fa  différence  eft  oo  ^  elle  ne  peut  jamais  avoir 
qpe  fon  i  "  terme  de  Fini.  Mais  fi  ce  z^  terme  eût  été  un 
nombre  fini  quelconque ,  il  eût  été  impoffible  que  la  Loi  qui 
auroit  réglé  la  Suite  y  n'eût  fourni  un  3"^*^  terme  fini ,  qui  eût 
fuivi  cette  Loi  à  l'égard  du  2^  y  comme  le  2^  la  fuivoit  à 
regard  du  1*%  6c  de  même  un  4""*^  à  Tégard  du  3""%  &c, 
ce  qui  feferolt  étendu  à  tous  les  nombres  Finis  détermînables 
qui  auroient  pu  fuivre  la  Loi  y  de  forte  qu  on  n'en  auroit  pu 
affigner  ou<iéterminer  le  dernier,  ou,ce  qui  revient  au  même^ 
qu'ils  auroient  été  au  moins  en  nombre  Fini  indéterminable* 
C'eft  ce  qu'on  a  vu  dans  les  A^  y  A^  y  &c.  Ce  fera  la  même 
chofe  y  fi  une  Suite  originairement  formée  de  termes  finis  > 
doit  fe  terminer  par  Tlnfiniment  petit.  Elle  aura  ou  une  infi- 
nité, ou  un  nombre  Fini  indéterminable  de  termes  finis.  Il 
€n  ira  encore  de  même  y  fi  une  Suite  a  d'abord. des  diffé-. 
rences  finies  y  &  après  cela  d'infiniment  petites. 

y 97*  Confider^s  maintenant  les  Suites  originairement  Orirê  den 
fomiées  de  termes  Finis  y  &  terminées  par  des  Infiniment  pe-  s^^^nfi- 
tits  y  &  par  conféquent  compofées  de  termes  de  différens  mes  décrcif- 
ordres ,  qui  vont  en  s'abbaiffant.  ^  ^^^^*/  ^^J" 

Quel  que  foit  le  nombre  de  ces  différens  ordres  y  elles  ne  i  ^  ^',  00 

{)euvent  avoir  une  fomme  infinie  que  quand  le  nombre  de  j. 
eurs  termes  finis  fera  infini  ;  car  le  nombre  des  termes  infi-  « 
niment  petits  du  1  ^^  ordre ,  qui  font  les  plus  élevés  de  tous  p 
fut-il  infini  y  ils  ne  vaudroient  tous  enfemble  qu'un  terme 
fini  y  qui  fe  joindroit  aux  finis  y  &  ne  changeroit  rien  à  l'ordre 
de  leur  fomme.  A  plus  forte  raifon  cela  fera-t'il  vrai  des  Infi- 
niment petits  inférieurs ,  &  par  conféquent  tout  fe  réduit  à 
favoir  quand  le  nombre  des  termes  finis  de  ces  Suites  fera 
fini  >  ou  infini. 

J5)8.  Ces  Suites  n'ayant  quun  nombre  total  de  termes 
c=  00  >  &  le  nombre  de  leurs  termes  finis ,  quand  il  eil  infini  > 
ne  pouvant  être  que  de  cet  ordre  ^  elles  ne  peuvent  avoir  une 
fomme  d'un  ordre  plus  élevé  que  celui  de  do. 

jpp*  Quelle  que  foit  une  de  ces  Suites,  elle  neft  (  361) 
iqu  une  Suite  croiflante  originairement  formée  de  termes  finis  > 

£e 


00 


00» 
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&  terminée  par  oo" ,  n  ayant  une  valeur  quelconque ,  mais 

que  l'on  a  changée  en  une  Suite  de  fraâions  >  &  qui  pat 

conféquent  eft  devenue  décroiflânte  >  &  terminée  par-^. 

Donc  tous  les  termes  finis  de  la  Suite  croiflante  terminée  par 
oc'  font  demeurés  finis  dans  la  décroiflante  terminée  par 

>  &  au  contraire  tous  les  Infinis  de  la  i  ^^  font  devenus 

Infiniment  petits  dans  la  2**^  Or  toutes  les  Suites  originai- 
lement  formées  de  termes  Finis,  &  terminées  paroo,  ont  un 
nombre  infini  de  termes  Finis  >  &  toutes  les  Suites  originaire- 
ment formées  de  termes  Finis  dérerminables ,  &  terminées 
par  oo" ,  n  étant  fini  y  &  plus  grand  que  i  y  n'ont  qu  un  nom- 
bre fini  de  termes  Finis  ;  donc  toutes  les  Suites  décroiffantes 
terminées  par  ^  ont  une  infinité  de  termes  Finis,&  par  con- 
féquent une  fomme  infinie  de  Tordre  de  oo ,  &  toutes  les 
autres  terminées  par  -^  ^  ^'^^  qu'un  nombre  fini  de  termes 

finis  y  &  par  conféquent  une  fomme  finie ,  pourvu  qu'elles 

foient  originairement  formées  de  termes  Finis  déterminables* 

*  Il  faut  joindre  aux  Suites  terminées  par  -^  y  celles  qui  le 

font  par  — ~-  ou  par  — ~  y  puifqu'elles  font  de  la  même 

00  "^  00  "• 

efpece^  Ôc  aux  Suites  terminées  par  --^^  celles  qui  le  fomr 
par  -  ' 


m 


00  " 

On  a  déjà  vu  des  exemples  de  cette  Théorie  dans  les  art» 
'352^  353  ,  ^6$  y  366  js6jy  358,  s6^y  370*  Mais  comme 
elle  n  étoit  pas  alors  générale ,  en  voici  de  nouveaux* 

Exemple    J. 

d^Thlllîe      ^oo«  Si  Ton  divife  les  Unités  par  les  nombres  Naturels  > 
sux  femmes  qq  gui  donnera  î  >  î ,  j  >  i  ^  &c-  -L.  . 

de  différentes  ^  r  ^  i  ^  %  ^  a^  00 

^nolJL  ^^à     ^^^  nombres  Naturels  par  les  Triangulaires^ce  qui  donnera 


DE  l'Infini.  Partie  7.  SeB.  VIL  ai> 

Les  Triangulaires  par  les  Pyramidaux  >  ce  qui  donnerai 
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Les  Pyramidaux  par  les  Triangulo-pyramidaux ,  ce  qui 

donnera    i,  i,  i-j, -,  &c-f^  =  -^- 

Et  fi  enfin  on  opère  toujours  ainfi  de  fuite  fiir  les  Nombres 
Figurés  5  on  voit  que  Ton  aura  toujours  des  fommes  infinies 
de  Tordre  de  oo  (  ypp  )  y  &  même  des  fommes  toujours 
croiflantes. 

6o  1 .  Tous  les  derniers  termes  des  Suites  de  Figur^?  divî- 
fés  par  les  Figurés  de  Tordre  immédiatement  fupérieur  ^  font 
en  progreifion  arithmétique  naturelle. 

Exemple    IL         |^ 

(Foi.  Si  Ton  divife  les  Figurés  d'un  ordre  par  les  Figurés 
fupérîeurs  de  deux  ordres ,  les  Unités  par  les  Triangulaires  y 
les  nombres  Naturels  par  les  Pyramidaux^ôcc.  ce  qui  donnent 


T>^I^>»4>&C.  j 


00       é 


ioo'  00* 

6 


Et  pour  les  autres  derniers  termes  des  Suites  de  Figurés  ainfi 
divifées  y-—  j""^^  &^*  ^^  voit  que  toutes  ces  Suites  nau?- 

ront  que  des  fommes  finies  [^99)^  croifiantes. 

60^.  Les  dénominateurs  des  derniers  termes  de  ces  Suites 
étant  toujours  00* ^ les  numérateurs  2 >  5^  la'i  20>  &c.  ont 
pour  différences  les  termes  d  une  progreifion  arithmétique^ 
dont  le  1"  terme  eft  4 ,  &  la  différence  2. 

504.  En  opérant  de  même  fur  les  Poligones  y  on  trouve 
que  les  Triangulaires  divifés  par  les  Quarrés  ^  donnent 


f  00* 


T  >  4  ^  ?  ^  n  >  ^^*  ""^^l T* 

Que  le  dernier  terme  des  Quarrés  divifés  par  lesPen^ones 

£e  ij 
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cft  |,  des  Pentagones  par  les  Exagones  ^ ,  des  Exagoncs  par 
les  Ëptagones  ^  y  &c.  ôc  par  conféquent  que  ces  Suites  ne 
peuvent  avoir  que  des  fommes  infinies  de  l'ordre  de  oo  >  & 
même  croiflantes ,  puifque  ces  derniers  termes  le  font. 

tfoy.  Si  on  divife  des  Poligones  par  les  Poligones  fupé- 
rieurs  de  deux  ordres,  les  Triangulaires  par  les  Pentagones-, 
les  Quarrés  par  les  Exagones,  ôcc.  on  aura  cette  Suite  des 
'derniers  termes  i,i3±,|,j,|,&c.  D'où  Ton  voit  que 
toutes  les  fommes  feront  infinies  ôc  croifTantes. 

Exemple    II L 

6oS.  ^  étant  la  Suite  naturelle  >^  fi  on  divife  A'^  ç^ï  A^, 

i.         1  1  1  1  —  r 

:ce  qui  donne  i ,  -^,  J—  ,  jl. ,  &c.  -^  =  ob    ' 


m 


111  1 

1  i  4  00 


oo^^  ==  -^ ,  la  fomme  eft  infinie  (  ypp  ). 

6  J 

OQ 

Pc  même  le  dernier  terme  de  -r  étant  ^  =^     '^ 


î 


r 


la  femme  de  — ^  eff  encore  infinie  ^  6c  toujours  ainfî  tant 
que  la  Suite  fera  -7-  où  w  >  »,  &  plus  généralement 

A' 

encore,  tant  que  les  expofans  de  Adivifée  &  devf  divifante 
feront  de  pures  frayions ,  foit  que  le  numérateur  en  foit  r 
ou  non ,  pourvu  que  l'expofant  de  A  diviféc  foit  le  plus  petit  ^ 
comme  Û  eft  néceflkire  pour  avoir  une  Suite  décioiflànte. 

Exemple    IV; 

€07,  La  fomme  de  —^  qui  fe  tennine  par  -^  n'eft 

AÏ  i 

finie ,  puifque  -^  eft  de  Tordre  de  ~  (S9^h  Et  ea 
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général  ces  fommes  font  toujours  finies,  tant  que l'expofant 
de  A  divifée  étant  une  pure  fraâion ,  celui  de  A  divifante 
eft  une  fraâion  mixte, 

6o8.  Si  les  deux  expofans  étoient  des  fraâions  mixtes  j 

Tordre  de  la  (omme  dépendroit  de  leur  rapport.  Ainfi  —^ 

I 

terminée  par  -^  auffi-bien  que  —7 ,  auroit  auflî  une  fom- 

00^  A^ 

me  infinie  ^  &  — 5-  terminée  par  — ^  aauroit  qu'une  fom': 

•  AÎ}  (^Tl 

me  finie.  ' 

(Jop.  Je  confidere  maintenant  les  Suites  originairement  ThiorUpùur 
formées  d'Infiniment  petits  du  i"  ordre,  qui  aboutiflent  z^j^^^^'  ^^ 
un  dernier  terme  quelconque.  ^  '  suhe"ctZ^ 

Si  elles  aboutiflent  à  un  infiniment  petit  du  i^  ordre  y  ce  prlfis  mn 
(ont  des  Suites  que  j'appelle  primitives  jtoutes  formées  de  ter-  -kà^ttndtr^^ 
mes  finis  ,  dont  on  a  divifé  chaque  terme  par  00.  Telles  l'ZuZque  ; 
feroient  les  trois  Suites  primitives  des  art.  J2i,j:2j:,530,é'  ét^ord 
(divifées  par  00.  La  i*^  deviendroit  ^J^^ suites 

r  «  I  o-^       r  comfrifes  en^ 

200   ^  îOO   ^  40O-  ^  oa*"  tredenxlnfi" 

nim^ntfetits.^ 


Laa'ï' 

«00         ^00          ^eo 

«   '    00   ^     00  '   *^*^* 

•- 
00* 

1             1 

1 

La  i°^ 

00   >     00    ^     00    ^    ^^- 

00 
00 

Il  eft  clair  que  ces  Suites  >  qui  ne  fortent  point  de  Tordre^ 
de  leur  origine ,  ont  par  cette  raifdn  une  fomme  de  Tordre 
immédiatement  fupérieur ,  c*eft-à-dire  finie ,  &  cela  indépen-  * 
damment  des  rapports  déterminables  ^  ou  non  j  des  Infini^ 
ment  petits  de  leur  origine,  car  il  n'ya  que  la  1^^  dont  les 
Infiniment  pents  de  lorigine  aient  des  rapports  détermina- 
bles. Il  eft  clair  aufli  qu'il  n'importe  que  ces  Suites  foient 

ctoiflkntes  ou  décroiflaotes,. 

]&e  ii^ 
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Ordre  des       6 10.  Si  ce$  Suites  fortent  de  leur  ordre  ^  ôc  fe  terminent 
femmes  des  ^^^  i ,  OU ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  tout  autre  nombre 

Suites  corn-'    {•    •  />  t        o    •  ...  *  .    .      .  -  , 

frifes  entre  fini  y  ce  lont  des  ouites  primitives ,  originairement  rormees 

^  &  I.      de  termes  finis  ^  &  terminées  par  oo  ^  dont  on  a  divifé  chaque 

terme  par  oo.  Ainfi  la  Suite  primitive  A  deviendroit  —  i 

~,  -^,  &c. ~  ==  I,  &  la  correfpondante  G  deviendroit 


Ces  Suites,  qui  ont  des  termes  Finis,  ne  peuvent  avoir 
une  fomme  de  Tordre  de  oo ,  que  quand  elles  auront  une 
infinité  de  termes  Finis,  &  elles  n'en  peuvent  avoir  une  infi- 
nité que  quand  les  primitives  en  auront  une  infinité  d'Inlinis 
de  l'ordre  de  oo.  Or  les  primitives  ont  des  fommes  de  Pordre 
de  oo* ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  une  infinité  de  termes  de 
l'ordre  de  oo ,  quand  elles  font  originairement  formées  de 
termes  Finis  déter minables  (y 4P  &  571) ,  ôc  en  ce  cas  il  eft 
clair  que  les  Infiniment  petits,  dont  les  Suites  que  nous  confi* 
dérons  font  originairement  formées ,  ont  des  rapports  déter^ 
minables.  Donc  en  ce  cas  ces  Suites  ont  des  fommes  de  lor^- 
dre  de  00.  Les  deux  Suites  de  cet  art.  font  des  exemples  des 
deux  cas.  La  i^^  étant  une  progrefiîon  arithmétique,  fa  fomme 

eft  "Y-  >  &  la  fomme  de  la  2^ ,  qui  eft  une  progreflîon  géo- 
métrique ,  eft  — \ —  =85 1  divifé  par  —  >  ou  ==  x,  nombre 


00    — I 


Fini  indéterminable. 
Ordre  des       6  II.  Si  ces.Suites  fc  terminent  par  oo  ^  ce  font  des  Suites 

femmes  des         •     •^^  ...  y%  *      *•  •-,.    .        _  • 

Suites  eem-  ptimitives  originairement  formées  de  termes  Finis ,  &  termi- 
frifes  entre  nécs  par  OO*  j  doot  on  a  divifé  chaque  terme  par  oo.  Ainfi 

s*  (^  00  eie 

00 ".  ^*  deviendroit  J- .  ^ .  .^ ,  &c.  -^  =  oo.  On  voit  affez 

que  le  raifonnen^nt  de  l'art,  précédent  revient  ici ,  de  que 
ces  Suites  qui  ont  des  termes  de  l'ordre  de  oo,  n'en  peuvent 
avoir  une  infinité ,  ni  par  conféquent  des  fommes  de  Tordre 
de  oo* ,  que  quand  les  Suites  primitives  auront  des  fommes 
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de  Tordre  de  00' ,  &  que  par  conféquent  les  Suites  original-  ' 

rement  formées  d'Infiniment  petits  du  1^'  ordre  ^  &  termi- 
nées par  00  ^  ont  des  fommes  de  l'ordre  de  00%  quand  les 
Infiniment  petits  de  leur  origine  ont  des  rapports  détermi* 
nablcs. 

&  1 1.  Il  eft  clair  que  ^ces  Suites  5  quoiqu'originairement 
formées  d'Infiniment  petits  du  1^^  ordre ,  peuvent  monter  par 
leurs  derniers  termes  a  00%  00'^  &c.  &  que  ce  fera  toujours 
le  même  raifonnement.  Donc  en  général  fi  elles  ne  fortent 
point  de  Tordre  de  leur  origine ,  elles  n  ont  que  des  fommes 
finies^  &  fi  elles  s'élèvent  à  quelque  ordre  fupérieur  ^  elles 
ont  des  fommes  infinies  de  Tordre  immédiatement  fupérieur 
à  celui  de  leur  dernier  terme  y  lorfque  les  Infiniment  petits  de 
leur  origine  ont  des  rapports  déterminables. 

615.  Si  ces  Suites  font  décroiflantes  >  &  terminées  par    ordn  des  . 

~ ,  ce  font  des  Suites  primitives  comprifes  entre  00  &  oo%  suites  di- 

telles  que  la  progreflîon  arithmétique  -7-  00 ,  200,  ^00  >  &c.  comprifes  e»^ 
00*  de  Tart.  $$$  y  dont  tous  les  termes  ont  divifé  les  termes  ^^  ^  à^ 
de  Suites  toutes  formées  de  Finis  >  celles  que  les  trois  Suites  ~a 
des  jart.  J2i>52j&y30,qui  feroient  devenues  > 

2OO    ^    600    ^   1100    '  00* 


ou  -1-,-L-,^,  &c. 


r 


100    •^    îOO    ^    409  00X00  00^ 

00         ^00 


Laa*      _i-,JL-.,JL,,&c. 


00     '    *00    ^    |00    ^  00* 


'• 


00  .00 


La  3""      -hr>T7ry77^y^^' 


00    ^  loo  ^  îoo  ^  00* 


D'où  Ton  voit  que  la  progreffion  arithmétique  ~-  OO, 
200^  &c.  00%  ayant  une  infinité  de  termes  de  Tordre  de  00^ 
ce  qu'il  eft  aifé  de  voir  ^  auili-bien  qu'une  infinité  de  Tordre 
«de  00%  les  Suites  décroiflantes  >  dont  il  s'agit  ici  >  auront  une 

infinité  de  termes  de  Tordre  de  -^ ,  &  par  conféquent  des 
fommes  finies  ^  foit  que  les  Infiniment  petits  de  leur  curigiiie 
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aient  des  rapports  déterminablcs  ,  comme  dans  la  i"^  oiï 
non  y  comme  dans  le^  deux  autres.  Donc  à  plus  forte  raifon 
les  Suites  originairement  formées  de  -î- ,  &  terminées  par 

_L. ,  _i- ,  &c.  ne  peuvent  avoir  des  fommes  d'un  ordre  plus 

élevé  que  celui  du  Fini. 

514.  Quant  aux  Suites  originairement  formées  d'Infini- 
ment petits  du  1"  ordre,  &  terminées  par  des  Finis,  ou  In- 
finis ,  ou  Infiniment  petits ,  qui  aient  cles^coëfEciens ,  il  ne 
peut  y  avoir  nulle  aifficulté  (5'47)  >  non  plus  que  fur  ces 
.    mêmes  Suites  terminées  par  des  Infinis  ou  Infiniment  petits 
radicaux ,  qui  fe  rapporteroient  fans  peine  aux  potentiels. 
Sur  les  der-      6i^.  Il  cft  important  de  connoître  des  Suites  qui  corn- 
^TsuTeTqL  menceroient  par  o ,  ou  par  -^ ,  &  dont  les  termes  quelcon- 
commencent  ques  n'auroicnt  que  des  différences  infiniment  petites ,  qui 
/«r  y,  é*  feroient  originairement  de  Tordre  de  •^.  Mais  après  tout  ce 

mes  n'ont  que  qui  vient  d'être  dit ,  la  connoiflance  en  fera  facile. 

des  àiferen-      g j        g  j^^  croiffantc  commencc  par  -^ ,  &  fi  les  diflFé- 

ces  infiniment  ^       00 

ietiiMs.        rences  de  fes  tçrmes  doivent  être  toutes  égales ,  le  2^  terme 
fera  -^,  le  3""*  -^  ,  &c.  &  elle  ne  pourra  avoir  un  terme 

Fini  que  quand  (es  numérateurs ,  qui  font  les  nombres  natu*- 

tels ,  auront  atteint  le  premier  &  le  moindre  oC  j  &  alors  ~ 

fera  une  fraâion  finie  beaucoup  moindre  que  i ,  &  la  fomme 
de  toutes  les  différences  infiniment  petites  de  termes  qui  au- 
ront précédé.  Et  comme  ces  termes  précédens  ont  été  en 
nombre  infini ,  il  a  fallu  que  la  Suite  fuppofée  ait  eu  un  nom- 
bre infini  de  termes  avant  que  de  venir  à  en  avoir  un  fini. 

6\6.  Après  —^  elle  na  plus  que  des  termes  finis,  mai^ 

qui  n'ont  que  des  différences = -^ ,  &  pour  venir  à  en  avoir 

.   .     ex:  / 

un  qui  ait  à  —  une  différence  finie ,  il  faut  qu'elle  ait  encore 

une  infinité  de  termes  finis  ;  car  puifque  cette  différence  doit 
être  finie ,  elle  ne  peut  être  que  la  fomme  d'une  infinité  de 

4iiflférçnpes==  -^,  &  par  conféquent  entre  —  &  le  terme 

le 
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le  plus  proche  ^  dont  la  difFérence  à  —  fçît  finie  >  il  y  au  ra 

une  infinité  de  termes ^  &  toujours  ainfi  de  fuite  ^  de  forte 
qu'il  y  aura  toujours  une  infinité  de  termes  finis  infinim  ent 
peu  diiFérens  entre  deux  termes  finis  quelconques  y  qui  au- 
ront une  difi^érence  finie. 

(fiy.  Tous  les  termes  finis,  qui  nont  à  d'autreg  termes 
finis  que  des  différences  infiniment  petites ,  ne  peuvent  être 
déterminés ,' &  il  n'y  a  de  déterminables  que  ceux  qui  ont 
cntr'eux  des  différences  finies.  Donc  ces  Suites  ont  autant 
d'infinités  de  termes  Finis  non-déterminables  >  qu'elles  ont 
de  termes  Finis  déterminables. 

(^i  8.  £t  comme  les  Suites  infinies  que  nous  confidérons 
n'ont  de  termes  qu'en  nombre  infini  de  l'ordre  de  oo ,  elles 
ne  peuvent  pas  avoir  une  infinité  d'infinités  de  termes  Finis 
non-déterminables.  Donc  elles  ne  peuvent  avoir  qu'un  nom- 
bre fini  d'infinités  de  termes  Finis  non-déterminables  y  &  par 
conféquent  un  nombre  fini  de  termes  Finis  déterminables. 
Donc  en  quelque  grand  nombre  fini  de  parties  qu'on  les 
divife  y  on  ne  peut  leur  trouver  qu'un  nombre  fini  de  termes 
Finis  déterminables. 

6ip«  Donc  leur  dernier  terme  eft  toujours  fini«  Ce  qui 
fuit  auffi  de  ce  qu'il  efl  la  fomme  d'un  nombre  infini  de 

différences  égales  de  l'ordre  ^. 

620.  Mais  comme  ces  différences  égales  de  l'ordre  de  ^ 

peuvent  être  plus  ou  moins  grandes  y  ce  dernier  terme  fini 
peut  être  auffi  .plus  ou  moins  grand. 

$21.  Si  ces  Suites  ont  des  différences  inégales  y  il  n'y  a 
tien  de  changé  au  nombre  total  de  leurs  termes ,  qui  eft  tou^ 
jours  de  l'ordre  de  00 ,  ni  à  ce  nombre  fini  d'infinités  de 
termes  Finis  non-déterminables,  qui  font  toujours  entre  deux 
termes  Finis  déterminables  ;  mais  le  dernier  terme  eil  diffé^ 
rent ,  félon  que  les  différences  inégales  font  crôiffantes  ou 
idécroiffantes. 

Si  elles  font  crôiffantes  y  Ôc  terminées  par  -^  y  le  derniei: 

Ff 
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terme  de  la  Suite  principale  eft  encoi^  fini  (  609  ). 

622.  Si  la  Suite  des  différences  croiffantes  eft  terminée 
par  I ,  &  fi  de  plus  ces  différences  ont  eu  originairement 
des  rapports  détcrminables>le  dernier  terme  de  la  Suite  prin- 
cipale eft  un  Infini  de  Tordre  de  00  (5i  o). 

52  3.  Et  en  général  fi  les  différences  croiffantes  font  ter- 
minées ^ar  oc" ,  &  ont  eu  originairement  des  rapports  dé- 
terminâmes ,  le  dernier  terme  de  la  Suite  principale  fera  de 

l'ordre  de  00''"^'  (^11). 

tf  24.  Si  les  différences  font  décroiflantes ,  &  terminées 

par  ~  ^  le  dernier  terme  de  la  Suite  principale  lera  fînh 

62^.  Si  les  différences  font  terminées  par  -~7>  &  en 

général  par  -^ ,  n  étant  fiiû  ^  le  dernier  terme  de  la  Suite 

principale  eft  Fini  {6x3). 
Suites  infi^      626.  Nous  n'avons  encore  confidéré  que  des  Suites  dont 
^^T^k  ?^   ^^^  termes  étoient  en  nombre  infini  de  Tordre  de  oo.  Mais 
dre  de  leurs  1^  nombrc  infini  de  termes  peut  être  infiniment  plus  grande 
fimmes.        qq  J'^n  otdrc  fupericur  à  OO.  Par  exemple ,  on  peut  intro- 
duire entre  i  &  2  une  infinité  de  moyens  arithméricjues  ott 
géométriques  >  de  même  entre  2  &  5  ,  &c.  de  forte  qu'en 
concevant  tous  ces  termes  difpofés  de  fuite^on  aura  une  Suite 
qui  aura  autant  d'infinités  de  termes  qu'il  y  a  de  termes  dans 
la  Suite  naturelle  ^  &  qui  en  aura  par  conséquent  un  nombre 
s=  oc  X  00  =  00^.  Il  eft  clair  qu'on  peut  inaaginer  une 
infinité  d'autres  Suites  pareilles  qui  auront  d'autres  Loix.  Je 
les  appelle  infiniment  infinies,  à  la  différence  des  autres  qui 
font  Jimp/ement  infinies  >  &  je  fuppofe  que  le  nombre  de  leurs 
termes  ne  paffe  point  Tordre  de  00^  9  parce  qu'il  feroit  abfor 
luroent  inutile  de  pouffer  cela  plus  loin. 

627.  Ces  Suites  originairement  formées  foît  de  termes 
finis ,  foit  d'infinis  y  foit  d'infiniment  petits ,  foit  croiffantes  > 
foit  décroiflantes  y  foit  toujours  égales ,  ayant  ,une  infinité 
d'infinités  de  termes^  fi  Ton  conçoit  qu'on  ait  pris  la  fomme 
de  chaque  infinité  de  leurs  termes^  toutes  ces  fommes  difpo- 
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f?cs  felon  leur  ordre  ^  ne  feront  plus  qu'une  Suite  Amplement 
infinie ,  dont  la  fbmme  fera  celle  de  la  Suite  infiniment  in- 
finie. Donc  les  Suites  infiniment  infinies  étant  réduites  par 
ce  moyien  en  Suites  Amplement  infimes  ^  on  jugera  de  leurs 
Ibmmes  par  \ts  règles  précédentes. 

628.  Une  Suite  quelconque  infiniment  infinie  peut  tou- 
jours être  conçue^commc  ayant  chaque  infinité  de  k%  termes 
introduite  ou  inférée  entre  deux  termes  confécutifs  d'une 
Suite  Amplement  infinie  finiment  diftans  l'un  de  l'autre  ; 
d'où  il  (bit  que  la  fommô  de  chaque  infinité  de  termes  de  la 
Suite  infiniment  infinie  ^  eft  toujours  de  Tordre  immédiate- 
ment fupérieur  à  celui  des  deux  termes  confécutifs  de  la  Sui^ 
te  fimplement  infinie ,  entre  lefquels  cette  infinit^é  feroit  com- 
prife.  Ainfî  fi  entre  i  &  2  eft  cettei  infinité  de  termes 


1  -♦-  ^^  1  -*-■-->  n- ^>  &c.  1  -f-  — =  2  ,  la  fomme 

en  eft  (  f.;p  )  -12^ .  De  même  entre  00  dernier  terme  de  la 

Suite  naturelle  ^  &  celui  qui  le  précède  immédiatement  5  la 
Suite  infiniment  infinie  introduira  une  infinité  de  termes  in- 
finis y  dont  ia.fomme  fera  de  Tordre  de  00^.  Donc  la  Suite 
infiniment  infinie  quelconque  étant  réduite  en  une  Suite  fim- 
plement infinie  des  fommes  de  chaque  infinité  de  fes  termes  1 
ion  premier  &  fon  dernier  terme ,  aprèj  cettftédudion ,  fe- 
ront de  Tordre  immédiatement  fupérieur  à  celui  dont  ils 
étoient  auparavant. 

6^9.  Donc  toute  Suite  fimplement  infinie  a  une  fomme 
du  même  orc^re  qu'une  Suite  fimplement  infinie  ^  qui  auroit 
un  premier  terme  ôc  un  dernier  terme  de  Tordre  immédia- 
tement fupérieur  à  celui  dont  ils  étoient  dans  la  Suite  infini- 
ment infinie.  .     ' 

£  X  E  m:  P  L  £• 

6so.  Donc  la  Suite  infiniment  infinie  qui  introduit  tme 
infinité  de  moyens  arithmétiques  entre  i  &  2 ,  eiçre  2  6c 
3  >  &c.  a  une  fomme  de  Tordre  de  00'  >  puifqu  elle  fe  termine 
par  ôo  ^  &  qu  elle  a  une  fomme  du  même  ordre  ou  une  Suit« 

Ff  i  j  * 
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fimplement  infini^  commençant  par  oc^  &  terminée  par  oo% 
ou  par  un  infini  de  cet  ordre  comme  la  progreffi^n  arithmé- 
tique de  Tart.  y  y  y  >  oo  étant  pofé  pour  fon  i  ^^  terme,  ^ 
En  effet,  la  fommetle  Tinfinité  de  moyens  arithiaétîques 

introduits  entre  i  &  2  eft  .  •.        '^ 


f  00 

X 


entre  2  &  5  . 

entre  3  &  4  ••.;:.  ^ ,  &cc. 

D'où  Ton  voit  que  ces  fommes  difpofées  félon  leur  ordre  ett 
nombre  infini  font  une  progreffioa  arithmétique  y  dont  le  i^"^ 

terme  eft  —.  j  &  la  diflférence  00 ,  &  par  conféquent  la 
fomme c=  ^^ -f-  oax  00  x— ==-^S  fomme  de  la  Suite 

X  ^  X  X       ^ 

infiniment  infinie ,  qui  eft  aufii  celle  de  la  progreflîon  arithr* 
métique  comprife  entre  oc  ôc  00^. 

(Î31.  Les  Suites  infiniment  infimes^  dont  if  eft  le  plus 
utile  de  conQoître  les  fommes ,  font  celles  qui  font  originai- 
rement formées  d'Infiniment  petits  du  i^^  ordre.  Et  comme 
les  feules  fur  lefquelles  on  puiffe  faire  des  recherches,  font 
celles  qui  font  originairement  formées  d'Infiniment  petits  > 
dont  les  rapports  font  déterminables,  il  faut  les  fuppofer  ainil 
conditionnées!^ 

De  plus,  comme  il  faut  lès  réduire  à  des  Suites  fimplement 
infinies,  dont  le  v^  terme  fera  i ,  ou  en  général  Fini ,  puiC- 

qu  on  aura  toujours  pris  la  (bmme  d'un  nombre  00  de-^  > 

les  Suiteis  infiniment  infinies  originairement  formées  d'Infini^ 
ment  petits  du  i^^  ordre,  qui  auront  des  rapports  détermi- 
nables,  répondront  aux  Suites  fimplement  infinies  original- 
sèment  formées  de*termes  Finis  déterminables. 

Donc  il  n'y  aura  plus  qu'à  élever  à  Tordre  immédiatement 
fiipérieur  le  dernier  terme  de  la  Suite  infiniment  infinie  y  & 
on  aura  Tordre  de  la  fomme.. 

652.  Donc  une  Suite  infiniment  infinie  ,  commen^t 

ipar^  >  ôc  nrminée  par  un  Infiniment  petit  du  mêmeordre^ 


fit/ 
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il  une  fomme  infinie  >  puifque  la  fomme  d'une  Suite  iimple^ 
ment  infinie  ^  commençant  par  un  terme  fîni^ôc  terminée 
par  un  fini  y  auroit  une  fomme  infinie. 

tf?3.  Donc  une  Suite  infiniment  infinie  crcrifTante,  ori- 
ginairement £3rmée  d'Infiniment  petits  du  i^'  ordre,  &  ter- 
minée par  I  >  a  une  fomme  infinie  de  l'ordre  de  oo^ ,  puif^ 
qu  une  Suite  (implement  infinie ,  commençant  par  i  ôc  ter^- 
minée  paroo,  a  une  fomme  de  cet  ordre  (  5*49  ). 

6$^^  Il  en  ira  de  même  de  ces  Suites  terminées  par  00^ 
&  en  général  par  00"; 

6^$.  Une  Suite  infiniment  infinie  décroifïante ,  originai- 
rement formée  d'Infiniment  petits  du  i^^  ordre  y  &  terminée 

par  -^  ou  par  -;^,.,  a  une  fomme  infinie ,  puifque  telle  feroit 
la  fomme  d  une  Suite  Amplement  infinie  commençant  par  ly 
&  terminée  par  i ,  ou  par  ~  {^99)-' 

6^6.  Mais  foutes  l^s  autres  Suites  infiniment  Infîniesir 
«ermmées  par  ^  ^  -^ ,  &c*  n^auront  plus  (Jue  des  foQunes^ 

finies  (tfi?)^  ^  • 

(Î37.  Tout  ce  qui  a  étd  dit  des  fommes  des  Suites  ter^ 
minées  par  00*  p  ou  par  -^ ,  fe  doit  entendre  de  même  des 

(bmmes  de  celles  qui  feroient  terminées  par  00  •"  ou  00  •  ^ 
jou  par.  \   ou  — j-*  Car  il  n'y  aurqit  qu'à  rapporter  ces> 

m  n 

00  00 

Infinis  radicaux  à  fordre  potentiel  auquelils  appartiendroient 
félon  Kart.  1 5*8  >  ôc  les  derniecs  termes  feroient  par  rapport 
au  Fini  de  cet  ordre  potentieL 

638.  Une  Suite  (implement  infime^  6c  une  infînimenr 
infinie  ^  ayant  toutes  deux  originairement  des  différences  in- 
finiment petites  j  la  raifon  qui  empêdie  que  la*  i  ^^  aait  une- 
infinité  de  termes  Finis  déterminables  {6\%)y  ceffe  à  l'égard 
de  la  ;2''*>  &  par  conféquent  celle-ci  a  cette  infinité  de  tee^ 
pies  Finis  déterminables. 

$^^Sj  Jufqulc)  nous  n  avons  confidéré  les  Suites  que  Tim$$  0^ 

JFf  iii 
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Us  Suites  ten^  commc  abfolument  terminées  par  leur  dernier  termc>&  elles 
^^»*  &/rri'  y  doivent  être  efFeûivement  terminées ,  quant  à  la  grandeur 
ll^fJf^nuUs  des  termes  qui  les  compofent>  puifque  le  dernier  terme  n  eft 
Suites  ans-  \q  dernier  >  que  parce  qu'il  eft  je  plus  grand  ou  le  plus  petit 
Tnmîs.  ^'*  ^^  ^^"s  ^^^^  ^^^  ^^  S\xvit  peut  avoir  félon  la  Loi  qui  la  règle» 
Mais  elle  peut  n  être  pas  terminée  à  ce  dernier  terme  >  quant 
à  fon  cours  \  c'eft-à-dire,  qu'étant  arrivée  à  ce  terme^  elle  peut 
être  obligée  par  la  Loi  à  y  recommencer  un  pou^^eau  coups» 
Ainii  fuppofé  que  le  Soleil  pût  s'élever  à  Tinfîni  au  deflus 
de  la  Terre ,  la  Suite  des  nombres ,  qui  repréfcnteroient  fes 
^évations  ^  fe  cermineroit  par  oc  ;  mai:>  fi  le  Soleil  ie  rappro- 
choit  enfuite^  cette  même  Suite  arrivée  à  oo>  &  terminée  là| 
quant  à  la  grandeur  de  Tes  termes ,  recommenceroit  un  nou« 
veau  cours  d'élévations  toujours  décroifTantes.  Ces  fécondes 
Suites  qui  naiflent  des  premières  y  ou  leur  fuccedent^  ne  don* 
nent  lieu  à  aucune  confidëration  nouvelle ,  ni  pour  les  der- 
niers termes  >  ni  pour  les  fommes,  mais  le  paflage  d  tine  Suite 
à  Tautre  >  ou  11  manière  dont  elles  peuvent  fe  fuccéder  >  y 
•  donne  lieu. 

Si  4e  Soleil  s'eft  élevé  infiniment  au  deffus  de  la  Terre  ^  & 
après  cela  redefcend^la  Suite  des  élévations  fe  termine  à  oo  p 
&  celle  des  abaiffemens  y  commence  ;  de  forte  que  oo  eft 
en  même  temps  le  Terme  de  la  l '^  ^  &  V Origine  de  la  2.\ 
Je  n'emploierai  plus  indifféremment  le  mot  de  Terme  pour 
une  grandeur  quelconque  d*une  Suite  ^  mais  feulement  pour 
celle  qui  la  termine^  foit  qu  elle  la  termine  fîmplement  >  foit 
qu  «lie  la  termine  &  en  commence  une  féconde. 

Comme  l'Infini  peut  être  le  Terme  d^une  Suite  croiflante 
£c  l'Origine  d'une  décroiflante  ^  zéro  ou  l'Infiniment  petit 
peuvent  être  le  Terme  d'une  décroiilânte^  6c  l'Origine  a  une 
croiilante. 

<?4o.  Une  Suite  ne  peut  arriver  à  un  Terme ,  &  y  r e^' 
commencer  un  nouveau  cours  fans  fe  renverfer>c'eft*à  tlire^ 
£tns  devenir  de  croifiante  décroiffante  >  ou  de  déctoiffante 
croiffante  y  en  un  mot>  contraire^  ce  quelle.étoit.  Car  elle 
étoit  arrivée  à  im  Terme  de  grandeur» 
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^41.  C  eft  la  même  ^ite  qui  (e  fenverfç  >  &  cq  tiç  font: 
pas  deux  Suites  contraires  loifes  bout  à  bout.  Je  ni'explique. 
Si*  je  conçois  une  Suite  çroîflànte  terminée  par  oo  ^  &  après 
elle  une  Suite  décroinante  commençant  par  oc  >  &  que  \é 
veuille  les  concevoir  comiBaé  nûfes  feolement  bout  à  bout> 
ou  comnie  étant  toujours  deux  Suites  diftindes^ je  eonûevràif 
OO  Terme  de  k  l'S  diftinft  de  oo  Origine  de  la  2^S  & 
par  conféquent  je  concevrai  oo  pofé  deux  fois  coirfécûtivesT 
^ais  ft  je  veux  qu#ce  nefoiç  que  la  même  Suite  qui  fe  ren-. 
verfe,  je  ne  concevrai  oo  pofe  qu  une  fois,  parce  qu'alors  il 
eft  en  même  temps  Terme  ^  Origine ,  &  qu'en  général  tou- 
re  grandeur  d'une  Suite  appartient  également  &  au  cours  qui 
précède,  6c  à  celurqui  fuit >  &  ne  fe  répète  point  deux  fois 
pour  appartenir  à  l'un  ôc  à  Tautre.  Par4à  fe  levé  Tindéteimi* 
nation  qu'on  a  kûifée  dans  lart.  48 5. 

J'ai  ait  ptéclGémentp4)ur  appartenir  à  fun  &  à  f  autre  cours  ^ 
car  une  grandeur  peut  fe  répéter  deux  £cÀs  par  quelque  autre 
raifon* 

En  un  mot ,  une  Suite  qui  fe  renverfe  en  une  .même  Suite  ^ 
où  ce  renverfement  eft  au(B*bien  caufé  par  la  Loi  que  le 
feroit  un  cours  toujours  continu.  Donc  le  Terme  oà  fe  fait 
Se  renverfement  y  eft  umque>  auffi-bien  que  toute  autre 
grandeur. 

6^2,  Si  Yunité  de  la  Suite  exige  que  le  Terme  oà  fe  ait 
le  renverfement  ibit  unique  y  l'unité  du  Terme  exige  auflt 
qu'il  contienne  toute  la  nature  ou  toute  l'effence  du  renveo- 
fement  ;  c'eft-à-dire  y  que  la  Suite  fe  tenverfe  dans  le  même 
fens  que  le  Terme  peut  appartenir  à  deux  cours  contraires  5 
&  ne  fe  renverfe  qu'autant  quil  y  jjeut  appartenir. 

6^S*  Une  Suite  croiflante  peut  être  telle  quelle  ne  fe  Temisnt^ 
terminera  pas  à  00  >  mais  à  quelque  grandeur  finie.  Aipfî  la  *^^}^  \  ^ 
Suite  des  élévations  du  Soleil  fur  THorifon  ne  peut  paffer  5^0.  * 
Après  cela  comme  cette  Suite  fe  renverfe,  &  devient  décroilî' 
fante,  po  eft  au(Iî-bien  Terme  6c  Origine  que  l'auroit  éié 00 
dans  une  autre  fuppofition.  On  appelle  ces  Termes  finis  des 
Maxima  ou  plus  grands.  De  même  uae  Suite  décroiffante  peur 
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le  terminer  >  non  à  o  ^  ou  à  ^  ^  mais  à  une  grandeur  finie  ^ 

qui  fera  un  Minimum  ^  x^Mphts  petit.  J'appelle  oo  ou  o  jou 

-^  y  Termes  naturels^&c  les  plus  grands  ou  plus  petits^Termes 

arbitraires ,  parce  que  leur  grandeur  dépend  d'une  détermî^ 
nation  arbitraire  de  la  Loû 

^4.4.  On  en  a  vu  un  exemple  dans  ^"(284)  qui  eft 
croiffantê  jufqua  S^  ^  &c  après  cela  fe  relfverfe,  &  devient 

décroiflante.  3  *  y  eft  donc  un  plus  gran<L 

€4$.  Toute  Suite  tend  à  un  dernier  Terme  >  &  il  âuc 

qu  elle  y  arrive  >  foit  par  un  cours  fini  9  foit  par  un  cours  infinL 

Donc  toute  Suite  croiffantê  arrive  à  l'infini  ^  ou  à  un  pks 

grand  y  ôc  toute  Suite  décroiflante  arrive  à  zéro  y  ou  à  l'Infini^ 

ment  petit  >  ou  à  un  plus  petite  Et  tx  elles  ont  à  fe  renverfer> 

c  eft  la  qu'elles  fe  renverfent. 

^i  fBgê^     (S^(S^  Une  Suite  croiffantê  ou  décroiffante ,  dont  les  diffé- 

Terme.  '**  rences  font  croiffantes  >  croît  ou  décroît  toujours  de  plus  en 

Terme  cor»-  plus  :  mais  fi  ces  différences  font  décroiflantes  >  elle  ne  croît 

^^'î«**        ou  ne  décroît  que  de  moins  en  moins.  Or  ce  qui  ne  croît 

ou  ne  décroît  que  de  moins  en  moins>  tend  à  ceffer  de  croître 

ou  de  décroître^  c'efl-à-dire^  à  demeurer  égal  ^  &  par  confé*- 

quent  toute  Suite  croiflante  ou  décroiffante  qui  a  des  diffé- 

rences  décroiffantes  ^  outre  qu'elle  tend  à  un  Terme  naturel 

ou  arbitraire  de  grandeur  ou  de  petiteffe  j  tend  auffi  à  l'Ega* 

lité  y  nouveau  Terme  qui*lui  efl  particulier;  &  puifqu'elle  y 

tend ,  elle  y  arrive  par  un  cours  foit  fini  foit  infini  (  (^47  ). 

(J47.  L'Égalité  eft  un  JTerme  en  parrie  naturel^  en  partie 
arbitraire  ;  naturel  9  en  ce  que  l'égalité  eft  quelque  chofè  de 
fixe  y  6c  qui  ii'eft  point  fufceptible  de  plus  ôc  de  moins  ;  arbi* 
traire  >  en  ce  que  la  détermination  des  deux  grandeurs  >  entre 
lefquelles  doit  être  l'égalité  ^  dépend  de  la  Loi. 

^48.  Une  Suite  arrivée  ^u  Terme  de  l'Egalité  peut  être 
arrivée  en  même  temps  aux  deux  plus  grandes  ou  plus  pe«- 
titcs  grandeurs  qu'elle  puiffe  avoir,  ou  feulement  aux  deux 

plus; 
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plus  grandes  ou  plus  petites  grandeurs  qu  elle  puiffe  avoir 
égales  j  &  non  abfblument  à  la  plus  grande  ou  à  la  plus  pe- 
tite. Si  elle  fe  renverfe  j  il  eft  necefTaire  dans  l'un  &  dans 
l'autre  cas  y  que  les  diffêrences  de  décroiflantes  qu'elles 
étoient  ^  deviennent  croifËuites  >  puifqu^eUes  font  arrivées  à 
zéro.  Mais  dans  le  i  ^^  cas  la  Suite  principale  deviendra  outre 
cek  de  croifiânte^  décroiffante^  ou  au  contraire  ;  &  dans  le 
a'  elle  demeurera  croiflante  ou  décroiilante ,  comme  elle 
étott'j  mais  crotflante  ou  décroîfTante  de  plus  en  plus  y  au  lieu 
qu'elle  Tétoit  de  moins  en  moins.  Ainfi  le  Terme  de  l'Ega- 
lité peut  être  oufimpk  >  ou  comp/iijué  avec  un  Terme  naturel 
ou  arbitraire  éc  grandeur  ou  de  petîteflTe. 

649.  Quand  une  Suite  arrivée  à  un  Terme  compliqué  ^ 
s'y  renverfe^  il  faut  qu'elle  fe  renverfe  félon  tous  les  fen^ 
que  contient  le  Terme  compliqué^  fuppofé  qu'elle  ait  tendu 
à  ce  Terme  félon  tous  les  fens  qu'il  contient. 

6$o.  Deux  Infiniment  grands  ou  petits  peuvent  être 
égaux  9  &  deux  zéro  le  font  toujours.  Donc  une  Suite  qui  ar* 
rive  à  l'Egalité  y  peut  arriver  auiïi  en  même  temps  ou  à  Tin- 
fini  9  ou  à  Tlnfiniment  petit  ^  ou  à  zero«  Mais  en  ce  cas  le 
Terme  de  l'Egalité  eft  néceflairement  compliqué  avec  un 
Terme  naturel  de  grandeur  ou  de  petitefle  :  car  la  Suite  ne 
peut  avoir  tendu  à  ce  Terme  que  comme  à  la  plus  grande 
ou  plus  pente  grandeur  qu'elle  pût  avoir.  Donc  fi  elle  fe 
renverfe  y  elle  le  renverfe  en  deux  fèns  y  c'efl*à-dire,  que  non 
feulement  elle  prend  des  différentes  croiflantes  y  mais  qu'elle 
devient  de  ccDiflaiye  y  décroiflànte  y  ou  au  contraire.  Donc 
ce  n'efl  <]ue  dans  k  cas  où  une  Suite  arrive  à  deux  grandeurs 
égales  finies  quelle  peut  continuer  après  cela  d'être  croiflàn* 
te  ou  décroiflànte  comme  elle  étoit.  Alors  ces  deux  gran- 
deurs égales  ne  font  pas  un  Terme  arbitraire  de  grandeur 
ou  de  petiteffe  y  maisiia  Terme  fîmple  d'Egalité. 

tff  r .  L'Egalité  ne  paroît  être  qu'uweflfet  de  ce  que  des 
grandeurs  précédentes  ont  cru  ou  décru  de  moins  en  moins» 
&  puifqu  elle  fuppofe  des  grandeurs  précédentes  >  elle  n'eft 
pas  propre  à  être  Origine^  mais  feulement  Termes  ou  Terme 
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&  Origine  en  même  temps*  Cependant  comme  toute  Suite 
peut  être  renverfée  ^  fie  que  par  conféquent  une  Suite  termi- 
née par  TÈgalité  pouvoir  auffi  commencer  par-là  >  TEgalité 
peut  abfolument  être  Origine* 
cinq  fortes     6  $2.  Il  n'y  a  que  cinq  efpeces  de  Termes  poffibles  >  les 
de  Termes.    ^^^^  naturels  de  grandeur  &  de  petiteflejles  deux  arbitraires 
correfpondans,  &  TEgaiité;  car  une  Suite  ne  peut  être  que 
croiflanrc  ou  décroiflante ,  à  diflKrences  confiantes ,  croiffan- 
tes  >  ou  décroKTantes  y  6c  dans  tous  ces  cas  elle  arrive  néceiTai-^ 
rement  à  un  Terme  naturel  ou  arbitraire  de  grandeur  ûu  de 
petiteiTe^  excepté  dans  celui  où  elle  a  des  différences  décroif^ 
fantes,  qui  eft  celui  du  Terme  de  TEgalité»  Encore  pcut*il 
être  compliqué  avec  Tun  des  quatre  autres  (548)* 
Sfiites  accef-     6$  3 .  Les  différences  font  une  Suite  que  j'appelle  accrjfhire, 
/Iwfr  iï'  pour  la  diftinguer  de  la  principale*  Si  une  Suite  eft  confiante, 
des  différences  cUc  tt  a  point  de  différences  ou  de  Suite  acceffoire  >  mais  dès 

^cTnlir'  ^^^^^^  "'^^  P^s  confiante ,  elle  a  au  moins  une  Suite  accef- 

fent VeU^  foitc ; car  elle  peut  n'en  avoir  qu*une >  &  c'eft lorfquc  fes 

^''J'^g'»'^'-  différences  font  confiantes.  Que  fi  les  différences  de  la  Suite 

%  ;L^«'T  *  principale  ne  font  pas  confiantes ,  elles  ont  elles-mêmes  au 

êfuei point  les  moîns  une  Suite  acceffoire  >  &  la  fuite  principale  en  a  au 

fXllhûuilt  ïwoins  deux.  Ainfila  Suite  des  Quarrés  naturels  a  pour  Suite 

fiir  la  frinci^  acccffoire  celledes  nombres  Impairs^fic  celle-^ci  a  pour  Suite 

'^'''  acceffoire  une  Suite  confiante  dont  tous  les  termes  font  %. 

la  Suite  des  Cubes  naturels  a  trois  Suites  acceffoires  >  dont 

la  3  ^^  eft  une  Suite  confiante  dont  tous  les  termes  font  6  ^ 

&  ainfi  à  mefure  que  ces  Suites  font  de  p^  haiites  puiffances 

des  nombres  naturels^  elles  ont  plus  de  Suites  acceflbîres>  & 

la  dernière  accefibire  qui  eft  confiante  âc  qui  termine  tout» 

eft  plus  éloignée»  Elle  le  ferott  înfmknent  ^  fi  on  fbrmoic  une 

Suite  des  puiffances  infinies  des  nombres  naturels. 

Mais  fans  aller  jufqu'à  une  Suite  toute  formée  de  grandeurs 
îniînies^  toute  progf^ffion  géométrique  formée  d'une  infinité 
4e  termes ,  a  une  infinité  de  Suites  acceffoivésy  fie  n^esx  ft  point 
de  deiniere  confiante  ^  c^t  les  différences,  d'une  pmgre0ion 
géométrique  Ibm  auffi  en  progreffion  géométrique  ^  &  par 
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conféquem  les  4Éffi^fences  de  ces  différences  >  &  ainfi  à  l'in* 
fini  y  au  lieu  que  la  progreffion  arithmétique  n  a  qu'une  feule 
Suite  accefibire  confiante  >  ce  qui  confirme  encore  tout  ce 
qui  a  été  dit  de  Toppatition  de  ces  deux  progreilions. 

On  voit  donc  qu  une  Suite  principale  quelconque  étant 
pofée  y  elle  peut  avoii:  plus  ou  moins  de  Suites  accefToires 
juiqu  a  la  dei sûere  y  qui  fera  confiante.  Mais  tout  ce  qu'on 
a  ici  en  vue  >  c'efl  de  confidérer  quand  &  jufqu'à  quel  point 
les  Suites  accefToires  influent  fur  la  principale  y  c'eft-à-dire  y 
y  produifent  ce  qu'elle  n'eût  pas  eu  par  elle-même  >  Ôc  in*- 
dépendamment  d'elles» 

Une  Suite  croiflànte  qui  a  des  différences  confiantes  >  aVri- 
ve  à  l'Infini ,  une  Suite  croifËinte  qui  a  des  différences  craif- 
fantes>y  arrive  auili^  &  par  conféquent  ce  n'efl  poifit  en  ver^ 
tu  précifément  de  Tes  difiérences  croiflantes  qu  elle  y  arrive  > 
puifque  Tautre  avec  des  différences  confiances  y  arrivoit  pa« 
seillement.  Maïs  quand  une  Suite  croiffante  arrive  à  deux  In- 
finis égaux  ^  c'efl  précifément  en  vertu  de  Tes  différences  dé- 
croii2antes>6c  par  conféquent  en  ce  cas-là  la  Suite  acceffoire 
influe  fin:  la  principale.  Et  comme  ce  raifbnnemenc  eft  géné- 
ral pout  toutes  ks  Suites  qui  arrivent  à  l'Egalité  >  il  fuit  qu'en 
ce  cas  la  Suite  acceffoire  a  influé  fur  la  principale  >  &  il  èft 
clair  que  c'eft  que  la  Suîœ  accefibire  efl  arrivée  à  zéro. 

654.  I>6>nc  quand  une  Suite  arrive  à  l'Egalité  >  il  faut  né-- 
ceffairement  confidérer  la  Suite  de  fes  différences  >  oa  la  i  '^^ 
Suite  accefibire. 

6;  f .  Si  la  f '^  Suite  accef&ire  arrive  elte^même  à  l'Egali* 
té  9  il  y  a  donc  une  :^^  Suite  acceffoire  qui  eft  arrivée  à  zeroy 
&  alors  il  y  a  dans  la  Suite  principale  trois  ^randeurs^qui  ont 
desdîfiireiices.ég^es»  Denc  l'égalité  de  ces  deux  différen«> 
ces  efl  produite  dans  la  Suke  principale  par  une  z^<  Suite 
acceâçire  y  &  il  Êtut  remonter  jufqu'à  cette  z^^  pour  toDuvec 
la  iburce  de  cette  égalité  des  diâéœnces  de  la  principale. 

6 $6.  De-là  il  ne  s'enfiiirpas  néceffairement  que  les  trois 
grandeurs  de  la  Suke  [Mriacipale  fpient  en  procreflion  arith-^  "" 
métique  >  fi  on  attache  au  mot  de  fr^fgreffimTidéc  que  les 
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grandeurs  aillent  toujours  en  croiflfant  ou  endécroiiTant  «Car 
2  ^  I  >  2  >  ou  i92>  i^ont  des  différences  ëgales  ^  &  ne  font  pa» 
félon  cette  idée  en  progreflion  arithmétique  ^  mais  on  peut 
dire  quHls  font  en  contre-progrejliom  Donc  la  2^^  Suite  ac- 
ceflbire  arrivée  à  zéro  produit  dans  la  principale  trois  grah-* 
deurs  en  progreflion  ou  en  contre-progreflion  arithmétique^ 
qui  n'y  euffent  pas  été  fans  cela  :  car  la  Suite  principale  n  é** 
toit  pas  une  progreflion  arithmétique^  puifqu^on  lui  a  fup* 
pofé  des  différences  variables. 

Il  eil  vrai  que  fi  les  trois  grandeurs  de  la  Suite  principale 

ont  été  en  contre-progreflion^ielleefl  arrivée  à  un/^/ni^iiiift/r 
fi  elles  ont  été  comme  i  >  i ,  i  ^  ou  à  un  plus  petit  >  fi  elles  ont 
été  comme  2,  i>  2,  &  qu  elle  pou  voit  arriver  à  un  pins  grand/ 
ou  à  un  plus  /^^m^indépendamment  de  toute  Suite  acceffoiter 
mais  elle  n'y  feroit  pas  arrivée  avec  des  différences  égales  de 
part  &  d'autre  du  Terme.  Si  les  trois  grandeurs  font  en  pio- 
grefCon  j  la  Suite  n'arrive  ni  à  unplus grande  ni  à  uwpius^perit. 
.  65'7,  Si  la  i  ^^  Suite  acceffoire  arrive  à  l'Egalité  &  à  zéro 
tout  enfemble  ^  il  y  a  dans  la  Suite  principale  trois  grandeurs 
çonfécutives  égales^âc  qui^par  conféquem  font  dans  la  moin- 
dre progreflSon  ou  contre-progreffion  arithmétique  qu'il  foit 
pofTible.  Il  efl  clair  qu'une  Suite>  dont  la  nature  efl  d^  varier 
toujours  j  n'auroit  pas  par  elle-même  trois  grandeurs  çonfé- 
cutives égales ,  Ôc  qu'il  faut  que  ce  foit  quelque  chofe  d'étran- 
ger qui  l'y  détermine*  C'efl  la  i  "  Suite  acceffoire  arrivée  à 
l'Ëgalicé  ôc  à  zéro  ^  &  la  2<^<^  arrivée  feulement  à  zéro. 

6%%.  S'il  y  a  une  3™^  Suite  acceffoire  qui  arrive  à  zéro  > 
elle  produit  dans  la  lA^  deux  grandeurs  égales  ^  dans  la  i  ^^  > 
trois  grandeurs  en  progrefGon  ou  contre^progreflîon  arith- 
métique ,  c'eft*à-dire^  comme  1  ^  2^  35  ou  3  ^  2  >  i  ^  ou  comme 
I  ^  2>  1 9  ou  2  5  1 9  2^  &  par  conféquem  il  y  a  dans  la  Suites 
principale  quatre  grandeurs  qui  font  {y  état»  une  grandeur 
quelconque  )  j?.  y^^  \.  y^  1  -f-  2  =3^-»*  3.  j; .+,  j  .+.  j 

=j^  •+•  4 ,  &c.  ce  qui  n'a  rien  de  particulier  >.  &  qui  i»  pû& 
être  dans  la  Suite  principale  indépendamment  des  accAffoires. 
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€$9.  Que  fi,  lorfque  la  5"^  Suite  acceiToîre  arrive  à  zéro, 
les  deux  grandeurs  égales  de  la  2^<:  font  auffi  zéro ,  il  y  en  a 
trois  égales  dans  la  i  " ,  &  par  çonféquent  il  y  a  quatre  gran- 
deurs delà  Suite  principale  en  progreffion  ou  contre-progref' 
itoh  arithmétique ,  qui  n'y  euffent  pas  été  fans  cela. 

660.  Que  fi  tout  le  refte  demeurant  le  même  >  les  trois 
grandeurs  égales  de  la  1  ^^  Suite  accefibire  font  zéro ,  il  y  a 
dans  ta  Suire  principale  4  grandeurs  coniëcutivés  égales  >  ce 
qui  eft  encore  un  effet  particulier  des  Suites  accoffoires. 

661.  Et  comme  on  peut  fuivre  cette  idée  auffi  loin  qu  on 
voudra ,  il  s'enfuit  en  général  qu'autant  qu  une  Suite  princi- 
pale qui  n'eft  point  progreffion  arithmétique  a  <le  grandeurs 
égales  >  ou  en  progreffion  ou  contre«progreffion  arithméti- 
que, autant  il  y  a  de  Suites  acceffoires ,  moins  une  >  qui  in- 
fluent fur  elle ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  qu'il  faut  confi- 
dérer ,  &  jufqu'où  il  £iut  remonter  pour  trouver  la  fource  de 
la  propriété  fuppofée  dans  la  Suite  principale  ,  &  que  hors 
cle-là  les  Suftœ  acceffoires  n'influent  point  nécefTaîremenc 
fur  elle  ^  ou  qu'il  n'eft  point  néceflaire  de  les  confidérer. 

662.  J'appelle  Changement ,  ce  qui  arrive  à  une  Suite  qui  chémgmtm 
palTe  au  de-w  d'un  Terme ,  &  y  recommence  un  nouveau  f**^^  ^"^ 
cours ,  &  par  conféqûent  Changement  s  oppofeà  f^ariatidn,  Ut^^^ 
qui  n'eft  que  le  cours  d'une  Suite  depuis  une  Origine  jufqu'à  »^^- 

un  Temie. 

Li'idée  de  changement  n'emporte  aucune  autre  néceffîré, 
finon  que  la  Suite  devienne  contraire  à  ce  qu  elle  étoir  félon 
la  nature  du  Terme  par  où  elle  pafTe.  Du  refle  les  grandeurs 
de  la  Suhe  dans  la  %^  variation  peuvent  être ,  ou  les  mêmes 
que  celles  de  k  t'^,  toais  pofées  dans  un  ordre  contraire  > 
pu  différentes. 

66 1.  Si  dans  une  Suite  qui  a  un  premier  changement ,  la* 
2^«  variation  n'eft'  que  la  i  ^^  renverlee ,  ôc  que  la  Loi  ne  per-^ 
mette  pas  qu'il  y  jen  ait  une  j"c  différente  des  deux  i"S  ce 
quiarriveroit  dans  la  Suite  des  élévarions  on  abaiffemens  dtr 
Soleil  par  rapport  à  THorifon  >  il  faut  concevoir,  ou  que  la- 
Suite  eft  abfolument  terminiée  par  les  deux  i^^^  variadons^- 

Gg  ii|; 
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ou  qu  elle  en  recommence  une  3"^^  tome  fçpjblablç  à  U  1'^; 
6c  après  cela  u^e  ^"^^  toute  femblable  à  la  2^^  >  ce  qui  n  a 
point  de  fin*  Ponc  ces  fortes  de  fuites  pçuvent  être  conçues^ 
ou  comme  ayant  un  cours  fini  >  fi  on  les  borne  au  point  après 
lequel  il  ne  peut  plus  rien  arriver  de  nouveau  >  ou  .comme 
ayant  un  cours  infini  y  fi  on  veut  qu  elles  le:  continuent  t;QU- 
ÎP^rs  fans  aucune  nouveauté. 

66^.  Et  quand  même  les  deux  i  ^^^  vaifiations  feroient 
difrérentes>.  ce  fçroJjt  encore  iia  même  chofe  j|  fi  la  3»^  n,'écoi( 
que  la  1  ^^  ^  ôc  la  4^^^  que  la  tA^  y  6c  toujours  ainfu 

66$.  QuQ  fi  toutes  Içs  variations  écoient  différentes  au 
moins  de  deu^x  en  deux  ^  c'efl-à-dire  >  que  les  deux  i  ^^^  n'étant 
quç  la  même  renverfée  j  la  3™^  &  la  ^^^  en  fuflfenj:  difi^jçen- 
tes  y  quoiqu'elles  ne  fuffent  que  la  même  renvcrijée  >  ôc  tou- 
jours ainfi  y  la  Suite- wroit  un  cours  abfblument  infini  ^  6c  un 
nombre  infini  de  variations  6c  de  changemens» 

666.  Une  Suite^qui  a  un  Tçtme  infininxent  éloigné  de  ion 
Origine  y  6c  par  conséquent  un  cours  infini  y  eft  osdinsMre^ 
ment  cenfée  f^iir  à  ce  Terme  ^  6c  par  conféquçnt  elle  n'% 
poi^t  de  changeaient.  Quelquefois  auflî  on  peut  concevoir 
qu  elle  revienne  de  ce  T^Q^^  vçts.le  Fin|  y  s^qtiel  cas  elle  a 
un,  changement  y  ^  a  i^ffé  par  ce  Terme  inâi;Hn^nt  éloigné^ 

66t.  ^  ^^  p<>^W'  qu  yne  Suit^ç  >  aprçs  avoir  p«^  paie 
un  nombre  fini  de  Termes  finis  y  à  chacun  defquels  ^i{le  fe^ 
arrivée  p^r  un  cours  fini  ^  6c  où  elle  au^a  re^i  ua  ch^^ge-- 
rn^M  y  tende  \  un  Terme  infînimjçnt  éloigné  ^  où  elle  ne 
pourra  arriver  que  par  un,  cours  in^ii>  ôc  où  elle  ru^j^s<?y]|g( 
plus,  dç  changement. 

66^.  Ponc  par  rapport  aux  chang«méns,^  il  y  a  trois  ^f^ 
peces  de  Suites  y  les  i  '^*  qui  n'en  ont  point  (  666  ) ,  les  2^^ 
qui  en  ont  un  nombre  fini  (  66'j)y  les  3"^^^  qqi  eç  001:,  un 
nor^bre  infini  (  66$  ). 

669.  Et  p^r.  rapport  au  cours  >  il  n  y  a  que  deux  e^eqesr 
dç;$t^lies j  (é|§,uiKs,quien oonun abfolumt^x^t infini^ tes:au•^ 
tires  qui  en  ayant;  \^  $1^  ,^  Reuvçi»t  cependant  être  connue?. 
»  ayaJ5it,«n  in^i»  (  66^  )^ 
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ti^o.  JufqU'ici  nous  n'avons  confidéré  les  Suites  de  gran-  changement 
deurs  (Jue  comme  purement  numériques  :  hîals  fi  on  léiir  TTf^?'  ' 
joint  quelque  idée  d'êtte  fpéeifîque  >  il  y  a  certaines  confidé-     Jf'''^^'^' 
rations  à  ajouter. 

Lorfqu  une  Suite  ainfi  conditionnée  paflb  au-deJà  d^un 
Tefme  >  il  faut  qu^ce  Tèritié  le  foit  libn  feulement  numé- 
riquement >  mais  encore  fpécifiquerhent^  car  ce  qu'exigeoit 
Funité  de  la  Suite  nufflériqufelrtêht  prife  (  (J41  )  i  Punltê  de  là 
Suite  i^écifiquement  prife  l'exige  auflTi* 

6^\.  1\  n'y  a  que  deux  hiàîiieres  dontun  Terme  bùiflb    Teme    . 
rêtrt  fpécifiqueméHt.  Il  peut  ne  contenir  ni  Tun  ni  1  autre  ^^^'^^ 
des  deux  étrëft  fpéoifiques  qui  iEi|}partiehnerit  âtix  déui^  varia-  timn. 
tions  Ètiftfrâires  ^  châcuH  à  la  fîèhhe  5  en  ce  ces  jb  rappelle 
Terme  fAûyetiyOix  il  contieilt  lutt  6c  1  autre  êfcfe  ipéciflque,  flc 
je  l'appelle  Tt^mecomnHêhi 

Paf  ëxentple  >  fi  on  i\t€  une  Bombe  obliquement  à  Thdrî- 
fon  5  elle  â  un  premier  cour5  où  elle  "mbûté  toiiioûrs^>  de  uft 
fecoad  où  elfe  défcénd  toujours  ;  fi  je  veux  concéVbir  ces 
deùX  coutii  ou  variations  comme  appartehâns  à  une  Suite  où 
entre  l'idée  fpécifîque  de  variâtiôh  montante  &  deicehdah^ 
te  I  U  &ut  que  je  cdfiçoive  que  cette  Suite  pafie  de  l'âhé  à 
i'autfe  par  un  Ternie  qtrî  b^eft  ni'rhontant  ni  defcendant  >^ 
c  eft-à^dife  ^  vêt  quelque  étdhdoe  où  la  Bombe  visl  pàrallé^ 
lement  à  l'horifon.  Ceft  là  un  Terme  moyen. 

Si  je  fttppôfe  t^  deux  ^ets  d'êfâu  égaux  ^  couÉbés  >  (brtanc 
At  teitte  avec  kilr&  cotiVexités  fournées  vers  la  téitre  y  &  dt* 
teâement  ûf^&tëèy  îk  renéotitrent  èc  fe  choqtfetit  datns  leinr 
plus  grsndd  élévstidti>  quiferà  tiiie  petite  étendue  verticale  > 
^eé^lgomtes  d'eau  dans  t^tt  étendue  montèrètfty^ 
tf  autfe»  d^fèêâdrom  t  de  fofte  qu^pn  ^ourrk  cUfre  ^dè  iéibkl 
monir4m^d€rcèndr^aé)»ûiéme  téth^  Si f ëV 6is  t)i^té  lés  dette  \ 
cours  des  deux  Jets  d'eau  pour  une  feule  Saîéé>  dériéForig?- 
ntf  attf  oit  été  fixée  au  point  oùl'uil  des  détfx  fort  de  terre  ^ 
cttM  Siciifê  âurok  etf  un^e  Vatiafîon  montaiite  'À  xtttt  defcen^ 
èum^él  le  Terftfé  ^ac  oiù  éUé  paflferoit  jfxiùi  aevèhîr  de 
itioMaiite^elcendà^ef  >  fbroit  Fétêndti&  f  êrtit^  dût  elle 
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feroit  montante  &  defcendante  en  même  temps  >  fie  ce  fec<MC 

uii  Terme  commun* 

Ce  fécond  exemple  >  quoîqu  un  peu  forcé  ^  fuffit  poue 
donner  Tidée  du  Terme  commun.  C^eit  afTez  préfentément 
qu  pn  en  apperçoive  la  poflîbiiité. 

6t2.  Si  une  Suite  fbécifique  ôc  qui  ft  rcnverfe ,  ne  peut 
avoir  ^  ou  n  a  pas  un  Terme  moyen  y  il  faut  qu  elle  en  ait  un 
commun  ;  car  fon  unité  demande  nécelTairement  qu*eUe  ait 
un  Terme  entre  fes  deux  variations  j  6c  elle  n'en  peut  avoir 
que  de  Tune  ou  de  Tautre  efpece. 

(57 3*  Le  Terme  moyen  ne  détermine  pas  abfolument  la 
Suite  à  devenir  fpécifîquement  contraire  a  ce  qu'elle  étoiti 
car  comme  il  ne  contient  ni  Tun  ni  l'autre  des  deux  êtres 
ipécifiques  oppofés  ^  il  peut  être  Terme  entre  le  même  être 
fpécifîque  qui  a  toujours  décru  ^  &  le  même  qui  va  croître  » 
ou  au  contraire.  Ainfi^  fi  lorfque  le  cours  delà  Bombe eiî 
devenu  parallèle  à  Thorifon  ^  il  lui  furvenoit  une  nouvelle 
force  pour  la  faire  monter ,  Tétendue  parallèle  du  cours  ne 
JaiiTeroit  pas  de  pouvoir  être  Terme  moyen  entre  deux  va- 
riations montantes  ;  m^is  comme  le  Terme  moyen  eft  tou*- 
jours  Terme  >  &  par  conféquent  doit  produire  un  change* 
ment  y  il  faudroit  que  la  l '^  variation  ayant  été  montante  de 
moins  en  mpins  j  ia^  z^^  jie  fût  de  plus  en  plus  ^  ce  qui  revient 
à  l'art.  5481. 

6^^.  Xe  Terme  commun  détermine  nécçflâiremeoj:  la 
Sy ite  à  devenir  fpécifîquement  contraire  à  ce  qu  elle  étoit; 
car  comme  il  contient  les  deux  êtres  fpécifîques  oppofés  >  il 
faut  qu  au  i  ^'  qui  a  régné  dans  la  1  '^^  variation  ^  fuccede  le  7^ 
dans  la  tiA^y  autrement  le  Terme  commun  contiendroit  les 
deux  êtrç^  oppofés  ^  fie  Içs  deux  variations  n'auroient.que  le 
même  j  çè  qui  feroit  que  le  Terme  commun  ne  îe  feroit  pas  ; 
contradi^on  manifefle. 

6js.  Comme  l'idée  de  pofitif  fie  de  négatif  j  j'entends 
négatif  abfolu  j^  renferme  un  être  fpécifîque  ^  une  Suice  ne 
.peut  devenir  de  pofitive  négative  ,  fans  sivpir  paffé  pax  un 
Terçpiç  moyen  >  ou  cqmmun.  Ainfi  dans  le  i^''  exemple  de 

rart. 
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Fart.  469  y  les  élévations  du  Soleil  fur  Thorifon  ne  deviet>- 
nent  abaiffemens ,  ou  grandeurs  négatives ,  qu'après  avoir 
paflfé  par  zéro  ,  c'eft-à-dire,  par  une  pofîtion  du  Soleil  à  Fho- 
rifon,  où  ilneft  ni  au-dèflus  ni  audeflbus;  ce  zéro  eft  donc 
Terme  moyen.  De  même  dans  le  z^  exemple  du  même  art* 
les  arcs  que  le  Soleil  décrit  à  ma  droite  >  ne  deviennent  arcs 
décrits  à  ma  gauche  qu'après  avoir  paffé  par  le  point  po ,  qui 
n'eft  ni  à  ma  droite  ^  ni  à  ma  gauche;  ce  point  90  eft  donc 
encore  un  Terme  moyen  par  où  fe  fait  le  paflage  du  pofitif 
au  négatif. 

676.  La  nature  du  Terme  par  où  fe  fait  le  paflage  dut 
pofitif  au  négatif ,  c'eft-à-dire^  la  détermination  s'il  eft  moyen 
ou  commun^  dépend  de  l'être  fpécifique  auquel  on  a  attaché 
le  pofitif  &  le  négatif  Ainfi  fi  on  avoit  attaché  ces  deux 
idées  à  des  Fonds  &  à  des  Dettes,  on  feroit  fur  que  le  pa(^ 
fage  ne  pourrait  fe  faire  que  par  un  Terme  moyen  qui  ne 
fut  ni  Fonds  ni  Dette  ;  parce  qu'il  ne  peut  y  avoir  un  Terme 
commun ,  qui  foit  Fonds  ôc  Dette  en  même  temps.  Donc 
le  Teilne  feroit  (|É|h 

Ce  n'eft pas qtWoHomme  ne puifle  venir  à  avoir  des 
Dettes  6c  aucun  Bien  fans  avoir  paflfé  par  n'avoir  ni  Dettes  > 
ni  Bien ,  ou  >  ce  qui  revient  au  même ,  autant  de  Dettes  que 
de  Bien.  Mais  il  eft  vrai  qu'on  ne  changera  rien  à  l'état  de 
iâ  fortune  >  quand  on  fuppofera  qu'il  a  paiTé  par-là  >  &  il  fau- 
dra le  fuppofer  y  pour  conferver  l'unité  mathématique  de  la 
Suite  des  grandeurs  qui  exprimeront  fa  fortune  &  (éS  varia- 
tions. Ainfi  le  paflage  fe  fera  par  zéro  y  du  moins /ou/ènienduj 
ce  qui  fuflit  quant  à  préfent. 

677.  Tout  Terme  par  où  (e  fait  Iç  paifage  du  pofitif  au 
négatif  eft  çn  même  temps  un  Terme  d  accroiffement  ou  de 
décroiflTement  :  car  une  grandeur  ne  peut  devenir  fpécifique-* 
ment  contraire  à  ce  qu'elle  étoit  >  fans  avoir  épuifé  dans  fon 
premier  être  fpécifique  tout  l'être  numérique  dont  elle  étoic 
capable. 

6y9.  Si  une  Suite  eft  exprimée  par  /a  —  x  ,  a  étant  chMBzmim 

Hh 
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de  suùes^  une  grandeur  confiante  j  plus  grande  d  abord  que  x  y  &c  x 
ImagLliles  ^^^  grandcuT  variable  croiflante ,  moindre  d'abord  que  a ,  la 
&  réciprc'  '  Suite  deviendra  imaginaire ,  lorfque  x  fera  plus  grand  que  a, 

car  foit  alors  ^  —  :v=  —  x ,  la  Suite  fera  donc  v  —  z.  Le 
paffage  du  réel  à  l'imaginaire  doit  fe  faire  par  un  Terme  ou 
moyen  ou  commun.  Il  ne  peut  y  en  avoir  un  commun  :  car 
aucune  grandeur  ne  peut  être  telle  quellefoit,  &  en  même 
temps  ne  puiffe  être.  Il  refte  donc  que  le  Terme  foit  moyen, 
&  ce  ne  peut  être  que  zéro  y  qui  eft  parfaitement  moyen 
entre  ce  qui  eft ,  &  ce  qui  ne  peut  être  :  car  il  eft  également 
▼rai  qu'une  grandeur  nexifte  point,  &  n*eft  point  pour  cela 
précifément  dans  Timpodibilité  d'être.  Donc  la  Suite  a  paffé 

par  zero>  c'eft-à-dire  par  Va — A:=o>aétant=3By,  après 

quoi  vient  V  —  z. 

679.  Il  fuit  de  ce  raifonnement  que  zéro  eft  le  feul  Terme 
par  où  une  Suite  puifle  pafter  du  réel  à  l'imaginaire. 
.  6Z0.  Si  après  que  x  eft  devenu  plus  grand  que  a^  &  la 
Suite  par  conféquent  imaginaire  ^  x  ^^ÊÊJÊb  croître  que  juf« 
qu'à  un  plus  grand ,  après  quoi  il  décroît^  redevient  =»  ^ , 
ce  qui  fait  arriver  la  Suite  à  zéro  une  féconde  fois  y  x  conti- 
nue à  décroître  y  la  Suite  redevient  réelle  ^  ôc  par  conféquent 
il  peut  y  avoir  dans  les  Suites  àts  fluides  y  ou  certains  efpaces 
dans  lefquels  il  n'y  a  nulles  grandeurs  y  après  quoi  il  peut  re- 
venir des  efpaces/?/Wm.£t  ili^ut  concevoir  que  les  grandeurs 
knpoffibles  decesVuidesnelaiffent  pas  d'être  capables  de 
variations  qui  fuivent  les  mêmes  loix  que  celles  des  autres, 
félon  les  art.  511,^15,^14.  . 

68 1.  Daos  une  Suite  qui  a  plufieurs  changemens  y  deux 
Termes  de  même  nature  ou  efpece  nefauroient  être  confé- 
cutifs  ,  c'eft-à-dire  y  placés  dans  la  Suite  l'un  après  Pautre  avec 
une  feule  variatioti  entre  deux  :  car  toute  Suite  qui  pafTe  par 
on  Terme  >  y  reçoit  un  changement  y  &  par  conféquent  ne 
peut  plus  tendre  qu'à  un  Terme  contraire. 

68  z.  Deux  termes  difFérens  ne  fauroient  être  comigus  , 
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c  eft-à-  dire^placés  immédiatement  l'un  après  Tau tre;car  Fidée 
de  Terme  fuppofe  néceffaîrement  une  variation  qui  y  abou- 
tifle  y  &  par  conféquent  il  faut  qu'il  y  ait  toujours  une  va- 
riation entre  deux  Termes  difFérens.  Mais  au  lieu  d'être 
contigus,  ils  peuvent  en  être  un  feûl  compliqué  ;  parce  que 
la  variation  aura  été  telle  qu'elle  aura  tenau ,  &  fera  arrivée  à 
tous  les  deux  en  même  tentps  9  ce  qui  revient  à  l'art.  64p. 

(J8  3 .  Si  les  différences  des  grandeurs  d'un  Suite  font  infi-  AfpUMim 
niment  petites^il  n  arrivera  aucun  autre  changement  à  tout  ce  ^^*  ^7iiik- 
quiaétéditjfinon  que  les  variationsferont  conduites  par  degrés  rencesfirùùus 
infiniment  petits^ &  par  conféquent  feront^  pour  ainfî  dire^in-  '^fj/j"^l  ^, 
fîniment  doucesyC^x  de  chaque  pas  au  fuivant^a  différence  fera  qui  ^nrvffêU 
înexprîmableôc  indéterminable  à  caufe  de  fori  infinie  petiteffc.  '^* 

Si  on  appelle^  une  grandeur  variable  quelconque  y  dont 
TaccroifTement  ou  décroiffementperpetucl  réglé  par  quelque 
Loi  y  forme  une  Suite ,  on  appellera  dy  fes  différences  infini- 
ment petites.  Ces  dy  font  les  — ,  &  en  effet  ce  font  des 

m 

fraûions  ou  parties  infinitiémes  de^,  &d[y  eft — .Silesi^ 

font  variables  y  ils  auront  auffî  des  différences  qui  feront  par 
rapport  à  eux  comme  les  àyip2x  rapport  aux^.  On  les  appelle 

dy 

ddy,  l&c  on  a  ddyz=i — .  De  même  les  ddy  pourront 

avoir  leurs  dddy  y  &c*  jufqu  à  ce  qu^on  arrive  à  une  Suite 
d'Infiniment  petits  égaux ,  s'il  y  en  a  une  même  dans  Tlnfînî^ 
car  cela  n'arrive  pas  toujours  (  6  y?  )• 

^84.  Si  lorfque  les  différences  de^font^nies>  6cles  pas 
ou  degré  des  variations  déterminés  >  Tunitéde  la  Suite  de- 
mande qu'il  y  ait  à  chaque  changement  une  grandeur  qui 
foît  en  même  temps  Terme  &  Origine  y  &  Terme  moyen  ou 
commun  ;  à  plus  forte  raifon  cette  même  unité  le  demande-  . 
t-elle  jointe  à  la  ^(^nf^irr  infinie  9  dont  les  variations  doivent 
être  dans  cette  notrvelle  hipothefe  (  ^8  ^  }• 

6%  f .  Le  paffage  du  pofitif  ao  négatif  qui  pouvoit  fe  faire 
par  un  z«o  foufentendu  (  676)  ne  peut  donc  plus  fe  faire  que 
par  un  aero  exprimée  H  h  i j 


244  E  LE  M  EN  s    DE    LA    Ge'OME'tRIE 

6î6.En  général,  comme  ileft  néceflaire qu'entre  deux 
variations  il  y  ait  un  Terme  foit  naturel ,  foit  arbitraire  i  on 
eft  fiir  que  s'il  y  a  un  Terme  naturel  poffible  entre  les  deux 
variations  y  la  Suite  pafTe  par-là  ;  car  avec  Tes  pas  infiniment 
petits^  elles  ne  peut  manquer  de  le  rencontrer.  Donc  s'il  eft 
feulement  poffible  qu'entre  une  variation  pofitive  ^  par  ex.  & 
une  négative ,  il  y  ait  Tlnfîni  ou  zéro ,  cela  eft  néceflaire.  Le 
même  raifonnement  conclut  que  fi  une  Suite ,  dont  les  diffé- 
rences font  infiniment  petites  ^  peut  pafTer  par  l'Egalité  >  elle 
y  pafle  néceflairement. 

Quant  aux  Termes  arbitraires,  Un'eft  pas  befoin  d'em- 
ployer ce  raifonnement^  puifqu'étant  déterminés  parla  Loi 
même ,  la  Suite  ne  peut  manquer  de  les  avoir. 

687.  Excepté  dans  une  progreffion  géométrique,  les  va- 
riations de  la  Suite  principale  &  de  lacceffoire  ou  des  accef- 
foires  font  différentes  :  mais  celle  de  ces  variations  que  l'on 
voudra  >  étant  réglée  par  une  Loi ,  toutes  les  autres  feront 
néceflairement  déterminées  en  conféquence.  Ainfi  il  eft  in- 
différent que  la  Loi  tombe  immédiatement  fur  la  Suite. prin- 
cipale j  ou  fur  une  acceflbire  quelcoiftjue.  Cependant  il  eft 
plus  naturel  qu'elle  tombe  fur  la  principale  x  fi  elle  le  peut  ; 
ou  fî  elle  ne  le  peut  pas ,  fur  une  acceflbire  qui  influe  fur  la 
principale.  Il  feroit  inutile ,  par  ex.  de  prefcrire  pour  Loi  que 
Itsdyj  différences  i^'^^des^,  oulesddyy  &c.  fuffent  en 
progreffion  géométrique ,  puifque  par-là  les  y  y  feront,  & 
qu'il  vaut  mieux  prefcrire  cette  Loi  aux  j/  mêmes. 

Et  comme  les  Suites  acceffoires  n'influent  point  fur  la 
principale ,  palfé  la  1^^ ,  hors  dans  le  cas  écs  art.  6S9  &  dé ©• 
il  feroit  inutile  hors  de  ce  cas  ,  que  la  Loi  tombât  fur  une 
Suite  acceflbire  plus  éloignée  que  la  2^\Mzis  ce  qui  eft  in- 
utile n  eft  pas  pour  cela  impratiquable, 

(Î88.  Si  des  Suites  à  différences  infiniment  petites ,  au 
lieu  d'être  formées  de  grandeurs  finies ,  le  font  de  grandeurs 
infiniment  petites  du  i^'  ordre ,  ce  qui  rendra  les  différences 
du  1'^ ,  il  n  y  aura  rien  de  changé  à  tout  ce  qui  a  été  dit ,  Se 
les  mêmes  principes  s'appliqueront  également  à  cette  noiir 
velle  hipothéfc 
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•SECTION    VIIL 

^Application  desThéories précédentes  aux  Lignes  droites, 

6Sp.  T  L  n^y  a  point  de  nombre  qui  ne  puîfle  exprimer 
X  quelque  Ligne  droite^  ni  réciproquement  de  Ligne 
droite  qui  ne  puifle  être  exprimée  par  quelque  nombre  com^ 
menfurable  ou  incommenfurable  ;  donc  à  tout  tes  nombres 
infiniment  grands  ou  petits  répondent  des  lignes  poflibles  in* 
fîniment grandes  ou  petites.  Commentons  parles  Infinies. 

6s>o.  Donc  il  y  a  des  lignes  Infinies  poflibles  de  tous  les  tiffttt  if^ 
ordres  d'Infini  >  c'efl-à-dire,de  Tordre  de  oo,  ou  de  oo^ ,  &c.  'l^l'fl!^ 

&  çn  général  de  l'ordre  de  oo"  y  ou  de  Tordre  de  oo  "  >  &a 
&  elles  auront  entr'elles  les  mêmes  rapports  finis  ou  infînis>^ 
que  les  Infinis  qui  les  exprimeront  ^  c'efl-à-dire^  des  rapports 
finis  y  fi  les  lignes  infinies  font  du  même  ordre  >  infinis  ^  fi 
elles  n'en  font  pas. 

691.  Si  Ton  conçoit  un  Triangle  fini  quelconque  ^  fes 
rrois  cotés  peuvent  toujours  croître,  &  croître  à  Tinfîni,  & 
le  Triangle  être  toujours  femblable  >  de  par  conféquent  trois 
lignes  infinies  feront  entr'elles  trois  angles  finis  égaux  aux 
premiers.  Donc  en  général  des  lignes  infinies  peuvent  fàice 
entr'elles  tous  les  angles  finis  quelconques» 

692.  Si  le  premier  Triangle  fini  qu  on  pofe  d^abordi  efî  ^^^^  ^^ 
ifofcele^  &  que  l'on  conçoive  au'il  n  y  a  que  les  deux  côtés  ^l'^^^/î^' 
égaux  qui  croifFent  ^  la  bafe  del  angle  du  fommec  den)eurant^^r#«» 
toujours  la  même ,  Tangle  du  fommec  décroîtra  touîouf s  ^  ôc 

les  deux  égaux  fur  la  bafe  croîtront  toujours,  &  enfin  les 
deux  côtés  égaux  étant  devenus  infinis,  l'angle  du  fommec 
fera  infiniment  petit,  &  les  deux  autreségaux  chacun  à  uor 
droit ,  moins  la  moitié  de  l'angle  du  ibmmet  j  c'eft-à-dive  j^ 
égaux  chacun  à  un  droit.Doncres  deux  côtés  égaux  duTfian*' 
gle  ifofcele  feront  devenus  deux  lignes  infinies  parallèles  ^  6c 

Hhiijfe 
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la  bafe  toujours  finie  fera  infiniment  petite  par  rapport  à  elles. 
Et  comme  die  fera  perpendiculaire  à  lune  &  à  l'autre',  elle 
Biefurera  leur  diflance* 

5p5.  Donc  en  général  ce  qu'on  appelle  dans  le  Fini  deur 
lignes  parallèles  y  font  deux  lignes  qui>  prolongées  à  l'infini» 
font  entr^elles  à  leur  point  de  rencontre  infiniment  éloigné, 
un  angle  infiniment  petit  j  dont  la  bafe  efi:  la  diftance  finie 
<iesdeux  parallèles. 

<Jp4.  Si  l'on  concevoir  deux  parallèles  bfinies  du  fécond 
ordre  >  dont  la  difiance  fut  toujours  finie  y  l'angle  de  la  ren- 
contre des  parallèles  dans  l'Infini  feroit  infiniment  plus  petit 
qu'il  n'étoit  dans  l'art,  précédent ,  car  ia  bafe  feroit  de  deux 
ordres  aU-deffous  des  côtés. 

6s>  f .  Et  comme  on  peut  concevoir  des  lignes  infinies  de 
tous  les  ordres  j  6c  qui  feront  parallèles  ^  &  auront  des  di- 
Aance  finies  y  on  trouvera  que  ces  parallèles  feront  toujours 
àcs  angles  infiniment  petits  d'un  ordre  plus  bas. 

696.  Donc  en  général  il  peut  y  avoir  des  angles  infini- 
ment petits  de  tous  les  ordres. 
Lignes  infi-      fipy.  Les  lignes  infiniment  petites  d'un  ordre  quelconque 

nimenfpiti'  j 

tes  de  tous  les  répondent  aux  — - ,  qui  ont  une  grandeur ,  &  ne  font  pas 

toujours  iten-  Jes  zero  abfolus^fic  par  confequent  elles  nefont  pas  despointSj 
^''  mais  elles  ont  une  étendue. 

.  696.  Cela  n'empêche  pas  qu  elles  ne  ibient  des  points 

phyfiquement  ou  fenfiblement ,  comme  les  —  font  des  zéro 

00* 

relatifs  )  mais  en  elles-mêmes^  ou  géométriquement  ^  ce  font 

des  étendues. 

699.  Donc  tout  ce  qui  aj^artient  aux  lignes  finies  ,  leur 
appartient  auflî.Eltes  peuvent  être  perpendiculaires  à  d'autres 
lignes  quelconques^  cliques,  parallèles,  en  un  morcelles  ont 
une  po'&tion  que  des  points  abfolus  n'ont  pas. 

700.  K^  peut  auffi-bien  concevoir  un  Triangle  infini- 
ment petit ,  dont  les  trois  côtés  feront  des  lignes  infiniment 
petites  tT un  ordre  quelconque  y  qu'un  Triangle  infiniment 
grande  ou  même  fini^ôc  les  trois  côtés  du  Triangle  infiniment 
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petit  feront  auflî  entr'eux  des  angles  finis  ^  tant  qu^ils  feront 
des  Infiniment  petits  du  même  ordre. 

701.  Mais,  fi  deux  lignes  infiniment  petites  du  même  p^raïun/me 
ordre  font  entr'elles  un  angle  dont  la  bafe  Ibit  de  Vordrcim-^j^^!^^^^^  ' 
médiatement  inférieur ,  cet  angle  eft  infiniment  petit ,  &  les  Lins  à  nn^ 
deux  lignes  parallèles.  Et  plus  la  bafe  fera  d  un  ordre  inférieur-^^^^*^  j^^* 
à  celui  des  côtés^plus  l'angle  infiniment  petit  baiffera  d  ordre,  drct. 

701.  Donc  auflî  fi  deux  lignes  finies  quife  rencontrent, 
ont  une  bafe  infiniment  petite  du  i^^  ordre  y  .elles  font  entr'* 
elles  un  angle  infiniment  petit  y  &  font  parallèles.  Et  leuc 
angle  eft  encore  infiniment  plus  petit  y  fi  leur  bafe  eft  du  2A 
ordre  d'Infiniment  petit ,  &c. 

705.  Donc  en  général  deux  lignes  qui  fe  rencontrent 
fous  un  angle  ^  dont  la  bafe  eft  infiniment  petite  par  rapport 
à  elles  y  font  parallèles  y  &  font  entr  elles  un  angle  infiniment 
petit,  &  cet  angle  eft  d'un  ordre  d'Infiniment  petits  d'autant 
plus  bas  y  que  la  bafe  eft  d'un  ordre  plus  inférieur  aux  côtés. 

704.  Réciproquement  fi  deux  Jignes  d'un  ordre  quel- 
conque fe  rencontrent  fous  un  angle  infiniment  petit,  la  bafe- 
de  cet  angle  eft  d'un  ordre  inférieur  à  elles ,  &  d'autant  plus 
inférieur  que  l'angle  infiniment  petit  eft  d'un  ordre  plus  bas  > 
6c  ces  lignes  font  parallèles. 

705*.  l\  eft  poflible  y  mais  non  pas  nécelTaire  y  de  conce- 
voir deux  parallèles  comme  faifantentr'ellesun  angle  infini* 
ment  petit.  Car  on  peut  les  concevoir  comme  étant  toujours 
parallèles ,  même  lorfqu'elles  feront  prolongées  à  l'infini ,  de- 
même  qu'elles  Tétoient  dans  le  fini.  Mais  fi  y  lorfqu^elles  fe- 
ront prolongées  à  l'infini  y  on  les  conçoit  comme  fe  rencon- 
trant fous  un  angle  infiniment  petit  y  elles  feront  encore  pa^» 
ralieles  à  cauie  de  l'infinie  petitefTe  de  l'angle.  Ainfi  on  peut 
concevoir  leur  parallélifme  y  ou  comme  abfolu  y  exaâ  6c 
rigoureux,  ou  comme  infiniment  peu  différent  de  celui-là  > 
&  il  n'y  a  pas  de  nécefllté  de  le  concevoir  de  la  x^^  &çon  j. 
mais  feulement  poffibilité. 

To6.  Si  deux  lignes  finies  fe  rencontrent  fous  un  angle 
infiniment  petite  il  n  y  a  que  poiFibilité  de  les^  concevoit  * 
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comme  parallèles ,  &  leur  parallélifme  ne  peut  être  abfolo, 
mais  feulement  infiniment  peu  différent  de  rabfolu.  Ain(î 
dans  ce  cas  là  on  peut  les  confidérer  encore  félon  Tangle  in- 
finiment petit  qu  elles  font  entr'elles. 

707.  Il  en  va  de  même  de  deux  lignes  infiniment  petites , 
qui  font  entr'elles  un  angte  infiniment  petit. 

708.  Le  parallélifme  non-abfolu  confiilant  donc  toujours 
en  ce  que  deux  lignes  font  entr  elles  un  angle  infiniment 
petite  fi  deux  lignes  font  parallèles  de  ce  parallélifme^elles  ne 
peuvent  fe  rencontra  qu'à  une  diftance  qui  foit  de  Tordre 
immédiatement  fupérieur  à  celui  dont  eft  la  bafe  de  langle 
infiniment  petit.  Ainfi  fi  la  bafe  de  cet  angle  eft  une  ligne 
finie  y  les  deux  iignes  parallèles  ne  peuvent  fe  rencontrer  qu  à 
une  diilance  infinie >  ou  dans  Tlnfini  (692).  Si  la  bafe  eft 
infiniment  petite  du  i  ^'^  ordre  >  les  deux  parallèles  fe  rencon- 
trent à  une  diftance  finie  y  &c. 

709.  Leparalléiifmeabfolun'eftpointfufceptiblede  plus 
^  de  moins,  mais  le  non-abfolu  en  eft  fufceptible ,  car  langle 
infiniment  petit  peut  être  plus  ou  moins  grand. 

710.  Le  parallélifme  noo-abfolu  eft  même  fufceptible  de 
tous  les  ordres  9  puifque  l'angle  infiniment  petit  peut  être  de 
tous  les  ordres  d'infiniment  petits  (  696  ). 

71  u  Donc  deux  Hgnes  parallèles  d'un  parallélifme  non^ 
^ibfolu  peuvent  être  plus  ou  moins  parallèles  à  l'infini  >  &  infi* 
niment  plus  ou  moins  parallèles  félon  tous  les  ordres  dlnfini 
que  deux  autres  parallèles. 

Onpeut  le  voir  encore  ainfi.  Soient  deux  droites  égales  A 
&  By  perpendiculaires  fur  une  même  bafe  droite  C,  la  ligne  D 
qui  paffera  par  leurs  extrémités  fera  parallèle  à  la  bafe  C  Si 
jB  eft  plus  grande  que  A  d'une  différence  infiniment  petite , 
D  fera  encore  parallèle  à  C,  mais  non  d'un  parallélifme  ab- 
folu ,  comme  dans  le  i^^  cas.  Plus  la  différence  de  yf  &  j8 

fera  grande  >  étant  toujours  de  l'ordre  de  —  ^moinsD&C 

00 
feront  parallèles  y  &  enfin  elle  né  cefferont  entièrement  de 

l'être  y  ou  ne  deviendiroi^  pbliques  Tune  à  lautre  y  que  quand 

la 
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la  différence  de  y^  &  de  5  fera  finie.  Que  fi  au  contraire  la 
différence  de  y^  &  de  By  étant  de  Tordre  de  -^  «étoit  décroif- 

00 

fante ,  D  &  Cferoient  toujours  plus  parallèles;  &  enfin  quand 
cette  différence  lèroit  devenue  = *  D&  Cferoient  înfi- 

oo*  \ 

niment  plus  paralleles,mais  non  encore  d'un  parallélifme  ab- 
folu  :  &  il  ne  le  deviendroit  que  quand  la  différence  auroit 
paffé  par  tous  les  ordres  d'Infiniment  petits^  &  feroit  devenue 
zéro  abfolu* 

Dans  les  recherches  géométriques  >  &  dans  le  calcul ,  le 
parallélifme  non-abfolu  efl  le  même  que  Pabfolu^  comme 
,1  -H  —  ==  I ,  &  parla  même'raifon.  Mais  quoique  la  diffé- 
rence de  ces  deux  efpeces  de  parallélifme  nous  échappe^il  y 
a  des  occafions  où  il  efl  bon  de  les  diflinguer  ;  comme  il  y 
en  a  où  il  faut  prendre  i  •+-  -^  tel  qu'il  efl  ^  &  non  pas 
=  1  (416). 

712.  Touille  qui  a  été  dit  du  parallélifme  s'applique  de  i^ti^  même 
foi-même  à  la  perpendicularité  >  &  Ton  verra  aifément  qu'il ^^^^^JJ"^'" 
y  a  une  perpendicularité  abfolue ,  &  une  non-abfolu e  qui 
peut  décroître  felontousles  degrés  <fbn  ordre,jufqu'à  devenir 
obliquité ,  ou  au  contraire  croître  félon  tous  les  ordres  d'In- 
fini jufqu  à  ce  qu'elle  devienne  perpendicularité  abfolue. 

Pour  entendre  nettement  cette  perpendicularité  croîf-  p  i  g  il 
fante ,  il  n'y  a  qu'à  concevoir  que  d^tns  le  Triangle  redangle 
MRmy  dont  les  trois  côtés  font  finis  y  i'hypotenufe  M  m 
oblique  fur  MR  s'approche  toujours  en  décroiffant  de  la 
perpendiculaire  Rmy&c  tend  à  fe  confondre  avec  elle.  Mm 
fera  oblique  tant  que  AfR  fera  d'une  grarideur  finie  ^  quoi- 
que cette  grandeur  foit  toujours  moindre.  Lorfque  Mm  k 
fera  tant  approchée  de  Rmy  que  MRno  fera  plus  que  de 
Tordre  de  -L.,  Mm  fera  perpendiculaire  y  mais  non  pas  d'une 

perpendicularité  abfolue  jcar  elle  ne  fera  pas  encore  entière- 
ment ôc  exaâement  confondue  avec  Rm:  elle  le  fera  plus  > 

lorfque  MR  ne  fera  que  de  Tordre  de  — -  y  plus  encore  y  lorf- 

II 
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que  MR  fera  de  Tordre  de        ^  &  ainfî  à  l'infini  >  &  pat 

conféqnent  Mm  fera  toujours  de  plus  en  plus  perpendicu- 
laire ,  &  enfin  elle  le  feraabfolument,  lorfque  AIR  fera  zéro 
abfolu. 
stùus infinies     7i3«  On  peut  concevoir^  ainfî  que  des  Suites  de  nom- 
Àe  Lignes ,   bres ,  des  Suites  de  lignes  droites ,  ou  finies  >  ou  infinies^  ou 
^Jmnees^  infiniment  petites,  ou  originairement  formées  de  lignes  finies 
fofees  faraU  &  terminées  par  des  lignes  infiniment  grandes  ou  petites. 
^^^^^xl  ^**^  ^^^^  comme  on  rapporte  toutes  les  Suites  de  nombres  à  la 
Suite  naturelle  >  ne  fiit-ce  que  pour  leur  donner  les  dénomi- 
nations de  I*",  2^,  5'^c^  &c.  de  même  il  faut  concevoir  les 
Suites  quelconques  de  lignes  difpofées  parallèlement  félon 
leur  grandeur  fur  une  ligne  commune  >  qu  on  appelle  en  gé- 
néral diamètre  ^  &  en  particulier  axe  >  fi  les  lignes^qui  y  font 
difpofées,  lui  font  perpendiculaires  >  ce  qui  eft  la  fuppofition 
la  plus  naturelle,  &  la  plus  ordinaire.Les  lignes  difpofées  fur 
un  diamètre  ou  axe  s'appellent  Ordonnées  oxjtl^pftiquées, 

714.  L  axe  étant  conçu  divifé  en  une  infinité  àç  parties 
égales,elles  repréfentent  la  Suite  infinie  des  Unités^  6c  leurs 
fommes ,  à  compter  de#origine  de  l'axe  >  font  en  progreflîon 
arithmétique  naturelle ,  &  repréfentent  la  Suite  naturelle  A. 
Les  Ordonnées  pofées  fur  tous  les  points  de  divifion  de  Faxe^ 
peuvent  croître  ou  décroître  félon  telle  Loi  qu'on  voudra. 

7 1  y.  Il  eft  plus  naturel ,  mais  non  pas  nécefiàtre ,  que  Taxe 
foit  conçu  divifé  en  parties  égales ,  &  on  peut  le  divifer  en 
parties  qui  fuivrom  telle  Loi  qu'on  voudra.  Les  fommes 
confécutives  de  ces  différentes  parties  égales  ou  inegales,cop- 
refpondantes  chacune  à  une  Ordonnée,  s'appellent  Abjcijfes 
ou  Coupées. 

7 1 6»  Une  droite  finie  quelconque  étant  prife  pour  axe  > 
&  conçue  divifée  en  une  infinité  de  parties  égales  de  l'ordre 

de  -^  ,  fi  Voix  conçoit  de  plus  que  fur  chaque  point  de  divi- 
fion foit  élevée  uneOrdonnée^qu'ellcs  fuivent  toutes  comme 
leurs  ÂbfciiTes  correipondantes  la  progrefBon  arithmétique 
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naturelle ,  &  que  la  dernière  foit  finie  comme  fon  Abfcifle , 
qui  eft  l'axe  entier^il  eft  clair  que  ces  Ordonnées  ne  pourront 
repréfenter  les  nombres  de  /f ,  qui  font  de  deux  ordres  difFé- 
rens>  à  moins  qu'elle  ne  foient  auflî  de  deux  dîfférens  or- 
dres ;  &  que  puifque  la  dernière  ou  plus  grande  eft  finie ,  il 
y  en  aura  vers  lorigine  de  leur  Suite  ou  de  l'axe ,  qui  ne 
feront  que  de  Tordre  de  —.  Donc  les  Ordonnées  de  Tordre 

de  -^  repréfenteront  les  nombres  finis  de  -^,  &  les  Ordon- 
nées finies  repréfenteront  les  Infinis  de  yî.  Donc  puifqu'il  y 
a  dans  /4  une  infinité  de  Finis,  &  une  infinité  beaucoup  plus 
grande  d'Infinis  >  il  y  aura  une  infinité  de  ces  Ordonnées  de 
Tordre  de  -^yàc  une  infinité  beaucoup  plus  grande  de  Finies. 

Et  en  effet  on  voit  déjà  qu^en  joignant  par  une  ligne  droite 
oblique  à  Taxe  les  extrémités  de  toutes  ces  Ordonnées  y  il  fe 
formera  un  Triangle  reâangle ,  dont  elles  rempliront  Taire  ; 
que  Ton  n  en  pourra  trouver  une  finie  vers  le  fommet  du 
Triangle ,  quelque  petite  qu  elle  foit  y  que  quand  on  prendra 
une  partie  finie  de  Taxe  ;  que  cette  partie  finie  de  Taxe  étant 
compofée  d'une  infinité  de  parties  de  Tordre  de  -i- ,  la  pre- 
mière &  plus  petite  ordonnée  finie  que  Ton  concevra ,  fera 
précédée  par  conféquent  d'une  infinité  d'Ordonnées  de  Tor- 
dre de  —  ;  &  qu'après  elle  il  en  viendra  une  infinité  beau- 
coup plus  grande  de  Finies.  Cela  repréfente  à  Tœil  ce  que 
nous  avons  dit  tant  de  fois  fur  la  Suite  naturelle  yfj  qui^quant 
au  nombre  >  aux  rapports  ^  &  aux  différens  ordres  de  fes 
grandeurs  y  eft  précLfément  la  même  chofe  que  la  Suite  des 
Ordonnées  de  ce  Triangle. 

7 1 7.  Ce  qui  fait  que  ce  Triangle  ne  repréfente  que  les 
rapports  y  &  non  Tabfolu  de  y^ ,  c'eft  qu'on  a  pris  un  axe  fini  > 
divifé  en  parties  égales  de  Tordre  de  -^>dont  chacune  repré- 

fenroit  une  Unité  finie  de  -/^  >  de  forte  que  les  différences 
confiantes  des  Ordonnées  n'ont  été  auffi  que  des  -^.  Mais 

fionavoit  pris  un  axe  s=:  oO>  divifé  cnune  infinité  de  par- 

li  ij 
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ties  toutes  =  i ,  on  auroit  eu  dès  les  premiers  points  de  di- 
vifiondesOrdonnées  finies>qui  euflent  repréfenté  Tabfolu  des 
nombres  finis  qui  font  à  Torigine  de  y^.  Auffi  n  auroit-on 
pu  jamais  avoir  aduellement ,  ou  tracer  qu  un  nombre  fini 
de  ces  Ordonnées,  encore  moins  eût-  on  pu  tracer  les  infinies 
qui  auroient  dû  les  fuivre ,  &  l'on  n  eût  eu  qu'une  repréfenta- 
tion  très-incomplete  de  yf  . 

7 1 8*  yf  '  ayant  des  nombres  de  trois  ordres  >  des  Finis  en 
nombre  fini ,  des  oo  ,  &  des  oc  -  en  nombre  infini  croiflant 
(lie),  cette  Suite  peut  être  repréfentée  par  des  Ordonnées 

de  l'ordre  de ,  de — ,  &  du  Fini ,  ou  de  Tordre  de  — ,  du 

Fini ,  &  de  oc  >  ou  du  Fini ,  de  oc ,  &  de  oc^  ;  toutes 
confervant  les  rapports  des  quarrés  des  nombres  naturels.  Et 
en  général  il  eft  évident  qu'il  n^y  a  point  de  Suite  de  nombres 
qui  ne  puiffe  être  repréfentée  par  des  Ordonnées  difpofées 
Lignis  fofi-  fur  un  axe ,  ou  diamètre ,  ce  /jui  fuffit  quant  à  préfent. 
^tZ7s'&'^  7  ïp-  Si  les  lignes  font  fufceptiblcs  de  l'idée  du  pofitif  & 
iinsirfis.  du  négatif  ^  il  faut  que  ce  foit  par  quelque  être  fpécifique.  Or 
on  n'y  peut  jamais  confiderer  que  deux  chofes  Jeur  grandeur, 
&  leur  pofition.  Leur  grandeur  eft  certainement  leur  être 
numérique  ,  dont  il  faut  que  le  fpécifique  foit  entièrement 
diftinâ  y  il  faut  même ,  autant  qu'il  eft  po^ble ,  que  le  fpéci* 
fique  ne  touche  point  au  numérique  ;  c'eft-à-dire ,  quil  ne 
doit  ni  augmenter  ni  diminuer  la  grandeur,  mais  lui  être  ab- 
folument  indifférent.  La  pofition  d'une  ligne  pat  rapport  à 
une  autre  ligne  confifte  à  lui  être  ou  perpendiculaire^  ou  obli- 
que ,  ou  parallèle  :  mais  outre  que  ces  différentes  pofitions 
feroient  varier  dans  prefque  tous  les  cas  la  grandeur  d'une 
ligne,  6c  ne  feroient  pas  par  conféquent  indifiérentes  à  leur 
être  numérique  ,  il  eft  clair  que  cette  idée  de  pofition  ne  peut 
convenir  ni  aux  Abfciffes ,  qui  ne  font  qu^une  même  ligne 
plus  ou  moins  grande ,  ni  aux  Ordonnées,  qui  font  toutes 
perpendiculaires  à  l'axe ,  ou  également  obliques  fur  un  dia- 
mètre. Donc  fi  ces  lignes  font  capables  d'être  Spécifiques,  il 
confifte  en  quelque  autre  chofe. 
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720.  Il  faut  néceffairement  déterminer  une  Origine  à 
l'axe  >  c*eft-à-dire  ^un  point  d  où  parte  la  i  ^"^  Ordonnée.Cette 
Origineétantarbitrairementdéterminée,car  ellcne  peut  l'être 
autrement ,  il  faut  que  les  AbfcifTes  prennent  leur  cours  ou 
à  ]a  droite  ou  à  la  gauche  de  l'Origine  y  &Cy  s'il  c&  poflible  9 
qu  elles  prennent  leur  cours  &  à  la  droite  ôc  à  la  gauche ,  les 
AbfciflTes  d'une  part  &  les  Abfcifles  de  Tautre  auront  donc 
•  des  positions  contraires  par  rapport  à  leur  Origine  comnapne: 
&  fî  celles  qui  font  à  la  droite  ont  été  quafîfiées  de  pofitives, 
celles  qui  feront  à  la  gauche  feront  négatives^ou  au  contraire» 
Ce  fera  donc  là  leur  être  fpécifique» 

72.1.  De  même  il  faut  déterminer  arbitrairement  (î  les 
Ordonnées  feront  pofées  au-deffus  ou  au-defTous  de  Paxe^car 
cela  eft  entièrement  indifférent ,  &  s'il  eft  poflible  qu'il  y  en 
ait  tant  au-defTous  qu'au-deflus  >  elles  auront  par  rapport  à 
Taxe  des  pofitions  contraires^  en  quoi  confiflera  leur  être  fpé- 
cifique>  &  fî  les  fuperieures  ont  été  qualifiées  de  pofîtives^les 
inférieures  feront  négatives  j  ou  au  contraire» 

7x1.  Il efl  évident  que  les  AbfcifTes  ne  peuvent  être  pofi- 
f ives  &  négatives  que  de  la  manière  qui  a  été  dite.  Mais  on 

{)ourroit  croire  que  les  Ordonnées  le  devroient  être  auffi  de 
a  même  manière  :  car  celles  qui  feront  à  la  droite  de  Torigine 
de  l'axe  y  auront  une  pofition  contraire  à  «elles  qui  feront  à 
la  gauche.  Mais  ce  qui  fait  que  cela  n'efl  pas>  c'efl  que  pour 
déterminer  une  Ordonnée  y  qui  efl  à  la  gauche  de  l'origine 
de  l'axe ,  il  fufïît  d'avoir  déterminé  que  l'AbfcifTe  qui  lui  ré- 
pond efl  négative.  Ainfî  lepofîtifôc  le  négatif  des  Ordon- 
nées ne  doit  confifler  que  dans  leur  pofition^  au-defTus  ou  au 
defTous  de  l'axe ,  comme  le  pofitif  &  le  négatif  des  AbfcifTes 
ne  confîfle  que  dans  leur  pofition  j  à  la  droite  ou  à  la  gauche 
de  l'origine  de  Taxe. 

On  a  déjà  vu  des  exemples  de  ces  deux  efpeces  de  pofîtif 
&  de  négatif  dans  Tart.  46^^  y  parce  qu'ils  étoient  tirés  d'arcs 
ou  de  lignes  qui  ne  peuvent  avoir  que  ces  deux  manières 
d'être  pofîtives  ou  négatives. 

723*  On  voit  afTez  que  le  quatre  d'une  Ordonnée  fupé* 

1.  •  •  • 
1  uj 
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les  côtés  du  Zic-zac  infiniment  petits ,  &  diftin£ls  les  uns  des 

autres  y  devroient  &  ne  pourroient  être  décrits. 

729.  Si  le  Point  décrivant  après  un  pas  fini ,  change  infi- 
niment peu  de  direâion  ^  fon  fécond  pas  eft  en  ligne  droite 
avec  le  premierà  caufe  de  la  petiteffe  infinie  du  changement 
de  direàion ,  &  par  conféquent  il  ne  fe  forme  dans  cette  hi- 
pothéfe  qu'une  ligne  droite. 

730.  Donc  il  relie  pour  la  defcription  de  la  Courbe  que 
le  Point  décrivant  à  chaque  pas  infiniment  petit  >  change  infi- 
niment peu  de  direàion. 

751.  Si  la  Courbe  étoit  le  Zic-zac  de  l'art.  728 ,  elle 
auroit  la  plus  grande  oppofition  poflible  à  la  ligne  droite  :  car 
rien  n  eft  plus  oppofé  à  ne  changer  jamais  de  direàion  après 
aucun  pas  fini  ^  que  d'en  changer  toujours  finiment  après  cha-' 
que  pas  infiniment  petit;  &  il  eft  vifible  que  de  n'en  changer 
qu'infiniment  peu  à  chaque  pas  infiniment  petit^eft  une  moin- 
dre oppofition.  Elle  eft  mètt\e  fi  petite,  qu'on  peut  conce- 
voir la  ligne  droite  comme  changeant  infiniment  peu  de  di- 
reàion après  un  pas  fini,  ainfi  qu'on  a  vu  dans  l'art.  729  ; 
en  quoi  confîfte  donc  foppofîtion  de  la  droite  &  de  laCourbe? 
C'eft  que  la  Courbe  changeant  infiniment  peu  de  direction 
à  chaque  pas  infiniment  petit ,  dès  que  le  nombre  de  ces  pas 
eft  infini ,  la  fomme  en  eft  finie ,  &  par  conféquent  aufli  celle 
des  changemens  de  dire£Uon,  d'où  il  fuit  qu'après  une  éten- 
due finie  de  la  Courbe ,  quelque  petite  qu'elle  foît,  il  y  a  un 
changement  de  direction  fini  j  au  lieu  qu'après  une  étendue 
finie  quelconque  de  la  ligne  droite  y  il  n'y  a  aucun  change- 
ment de  direàion  fini  >  &  l'Infiniment  petit  qu'on  y  fuppo- 
feroit  ne  feroit  rien ,  6c  n'empêcheroit  pas  la  reâitude  de 
la  ligne. 

732.  De-là  il  fuit  quune  droite  qui  à  chaque  pas  fini 
quelconque  changeroit  infiniment  peu  de  direàion ,  feroit 
toujours  une  droite  tant  qu'elle  feroit  finie ,  mais  deviendroit 
Courbe  >  ou  changeroit  de  direàion  dèsqu'elle  feroit  infinie  : 
car  au  nombre  infini  de  fes  pas  finis  répondroit  un  même 
nombre  infiini  de  changemens  de  direàion  infiniment  petits 

qui 
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îjuî  feroîent  une  fomme  finie.  Mais  cette  Courbe  feroît  d'une 
nature  différente  des  Courbes  que  nous  connoifTons  y  &  qui 
le  font  dans  des  étendues  finies  quelconques.Cependant  cette 
idée  peut  avoir  lieu  en  certains  cas  ^  &  Faura  dans  la  fuite. 

753.  Nous  concevons  toujours  que  les  changemens  de 
dîreÛion  de  la  Courbe  font  des  Infiniment  petits  du  i^^  or- 
dre y  puifiju^tl  (ufik  de  les  prendre  de  cet  ordre  >  auffi-bien 
que  les  pas  de  la  Courbe.  Mais  fi  Ton  concevoir  que  les  pas 
étant  toujours  de  ce  i  ^^  ordre  y  les  changemens  de  diredion 
fuffent  du  2^  y  il  s  enfuivroit  qu'après  un  nombre  infini  de  pas 
de  la  Courbe ,  ou  quand  elle  auroit  une  étendue  finie  y  elle 
n'auroit  qu'un  changement  de  direâion  infiniment  petit  du 
i^'^  ordre,  &  par  conféquent  feroit  encore  ligne  droite  y  & 
que  ce  ne  feroit  qu  après  une  étendue  infinie  qu  elle  auroit 
rni  changement  de  direâion  fini  >  ou  deviendroit  Courbe , 
ce  qui  retombe  dans  fart,  précédent  y  dont  le  cas  eft  le  par- 
fait équivalent  de  celui-ci. 

754.  Ces  fortes  de  Lignes  infinies  qui  feroîent  droites 
tant  qu  elles  auroient  des  étendues  finies  y  &  Courbes  quand 
elles  en  auroient  d'infinies  9  peuvent  toujours  être  conçues 
comme  ayant  un  nombre  fini  de  parties  infinies  y  telles  que 
des  moitiés^  des  tiers  y  &c.  &  par  conféquent  elles  auroient 
à  chacune  de  ces  parties  un  changement  de  direâion  fini  y 
ce  qui  les  rendroit  effentiellement  dififérentes  àts  droites  > 
qui  le  font  toujours  y  dans  quelque  étendue  infinie  que  ce 
foit  >  &  en  même  temps  différentes  des  Courbes  ordinai- 
res y  qui  ont  un  changement  de  direâion  fini  dans  la  plus 
petite  étendue  finie. 

73  j.  Il  feroit  impoflîbïe  ou  inutile  de  concevoir  les  pas 
de  la  Courbe  comme  infiniment  petits  du  2^  ordre.  Car  ou 
l'on  concevroit  en  même  temps  les  changemens  de  dirçûion 
comme  infiniment  petits  du  i^'  y  auquel  cas  ^  après  une  éten- 
due infiniment  petite  du  i  ^'  ordre  y  qui  feroit  la  fomme  d'une 
infinité  de  pas  infiniment  petits  du  2^,  il  y  auroit  un  chan- 
gement de  direâion  fini  >  ce  qui  feroit  la  ligne  indefcriptible 
ge  l'art.  7  2  8  >  où  l'on  concevroit  les  changemens  de  direâion 
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infiniment  petits  du  2^  ordre  ^  comme  les  pas  j  ce  qui  ne  fe* 
roit  que  ce  que  font  les  pas  infiniment  petits  du  i^^  ordre 
avec  des  changemens  de  direâion  du  même  ordre. 

Ce  raifonnement  ne  conclut  pas  qu^il  ne  puifle  y  avoir 
une  Courbe  dont  les  pas  foient  infiniment  petits  du  2^  ordre 
avec  des  changemens  de  direâion  du  i^^ ,  mais  feulement 
qu  une  telle  Courbe  feroit  indefcriptible  >  de  ne  feroit  pas^ 
par  confëquent  de  la  nature  de  celles  que  nous  connoiflbns» 

Il  n'empêche  pas  non  plus  que  dans  quelque  Courbe  def-* 
criptible  &  que  nous  connoîtrons  >  il  ne  puifie  y  avoir  quelque 
pas  infiniment  petit  di^  2^  ordre;  mais  feulement  la  Courbe 
n  en  fera  pas  toute  compofée  ^  puifquon  la  fiippofe  defr 
criptible. 

756.  Donc  ta  Courbe  en  général  ^  &  par  rapporta  nos 
connoiffances  j  eft  un  afTemblage  de  lignes  droites  infiniment 
petites  du  i^'^  ordre  ^  dont  chacune  fe  détourne  infiniment 
peu  de  celle  qui  la  précède  ou  la  fuit  ^  ou  ^  ce  qui  eâ  le  mê- 
me^ fait  avec  elle  un  angle  infiniment  petit  du  i^^  ordre» 
Ces  petites  droites  s  appellent  les  cStés  de  la  Courbe  ,  qui  eft 
par  conféquent  un  Poligone  reifiligne  dont  Us  cotés  font  infi- 
niment petits.  On  foufentend  quibfe  détournent  infiniment 
peu  les  uns  des  autres.. 

7  5  7.  Et  comme  il  n  y  a  point  de  Courbe  qui  n'ait  au  moins 
une  étendue  finie ,  &  qu'il  faut  une  infinité  d'infiniment  pe-* 
tits  du  i^'^  ordre  y  pour  faire  une  fomme  ou  grandeur  finie  > 
toute  Courbe  >  dans  quelque  étendue  finie  qu'on  la  prenne> 
eft  un  Poligone  reâfiJigne  infiniti^atere  ^  ou  un  Poligone  infini  > 
en  foufentendant  que  fes  côtés  font  droits  ^  infiniment  petits> 
&  fe  détournant  infiniment  peu«  Et  fi  la  Courbe  a  une  étea^ 
due  infinie  ^  c eft  un  Poligone  infiniment  infini  (  626). 

738.  Chaque  côté  d'une  Courbe  eft  inaflîgnable  &  in- 
déterminable y  puifqu  il  eft  infiniment  petit.  Cependant  il  a 
une  direâion  >  ou  >  ce  qui  eft  le  même  ^  une  étendue  {C9^). 
mais  fenfiblement  ou  phyfiquemcnt  nulle  (5p8), 
eêéfufc'efl     73^,   Afin  que  le  changement  de  direftion  dun  côt^ 
Tomirgilf"  quelconque  atf  fuivant  foit  infiniment  petit  >  il  faut  que  les 
de  u  çoHrh.  deux  côtés^B  ^  ACj  foient  infiniment  peu  éloignés  d'être 
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en  ligne  droite ,  &  par  conféqaent  que  langle  j4BC diffère  F i  <î.  I. 
infiniment  peu  d'un  angle  de  1 80  degrés  >  &  que  l'angle  de 
complément  DBC  foit  infiniment  petit.  On  appelle  langle 
DBC,  anfrle  de  contingence. 

74o«  Paifque  Tangle  de  contingence  DEC,  qui  efl  le 
changAhem  de  direâion  du  côté  AB  au  côté  BCy  eft  infî^ 
niment  petit  du  i"''  ordre  ^  &  que  BC^  l'un  de  Tes  côtés  ^  efl 
infiniment  petit  du  i  ^^  ordre ,  étant  côté  dé  la  Courbe  >  ce  qui 
£iit  que  BD  doit  être  aoffi  conçu  du  même  ordre  ^  la  bafe  de 
cet  angle  fera  une  ligne  infiniment  petite  du  2^  ordre  (704.)« 
^  74 1  •  Donc  auffi  Ton  Sinus  ^  qui  tera  fa  mefure ,  en  prenant 
pour  Sinus  total  le  côté  BC,  fera  une  ligne  infiniment  petite 
du  2^  ordre* 

'  742.  De  ce  que  chaque  côté  de  la  Courbe  eft  inafïïgnable 
^  indéterminable  (7  58)5  il  fuit  qu'on  ne  peut  déterminer  que 
le  coté  AB ,  fuppofé  que  A  ne  foit  pas  le  premier  point  de  la 
Courbe  >  commence  au  point  A  &  finifTe  au  point  B^m  que 
ie  côté  ÂCcommence  en  B  ^  &  finiffe  en  C  Par  conféquent 
on  peut  prendre  A  B  Se  B  Cenfemble  pour  un  feul  côté  de 
k  Courbe  ^  ou  ^  B  6c  une  partie  de  BC,  telle  que  Bb,o\i 
feulement  la  ligne  Aa,  ou  aBb.  Enfin  y^jBC  étant  une 
portion  infiniment  petite  de  la  Courbe  ^  il  eft  libre  de  la  pren- 
dre^ on  pour  un  feul  côté^  ou  pour  une  partie  d'un  côté^  ou 
pour  plufieurs  côtés  9  en  tel  nombre  fini  qu  on  voudra  ;  car 
cette  portion  étant  infiniment  petite  y  elle  peut  n  être ,  ou 
qu'une  petite  droite  j  ou  portion  de  droite  y  fans  aucun  chan* 
gement  de  direâion  y  ou  pluiieurs  petites  droites  qui  n  aurons 
qu'un  nombre  fini  de  changemens  de  direâion  infiniment 
petits  y  qui  tous  enfemble  n'empêcheront  point  toutes  ces 
petites  lignes  d'être  pofées  bout  à  bout  en  ligne  droite. 

745.  Si  on  conçoit  ABU,  BC  comme  deux  côtés,  alors 
cette  idée  emporte  néceffairement  qu'il  y  ait  entr'eux  un 
angle  ABC,  comme  au  point  B* 

744.  Donc  de  l'infinie  petitefTe  des  côtés  d'une  Courbe  f 
qui  les  rend  mdéterminables  y  il  fuit  que  la  divifion  d'une 
Çowbe  en  fes  côtés  eft  entièrement  arbitraire  y  c  efl-à-dire  ^ 

Kk  ij 
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qu'on  peut  les  concevoir  égaux  ou  inégaux  ^  félon  telle  aKon 

qu  on  voudra^  pourvu  que  cette  divifîon  étant  établie^  on  cou-- 

çoive  toujours  entre  deux  côtés  confécutifs  un  angle  ABC^ 

74^.  De  cette  divifîbilité  arbitraire  de  la  Courbe  qui  peut 

produire  des  divifions  différences  à  l'infini^  &  de  ce  qu'entre 

deux  côtés  confécutifs  >  il  y  a  toujours  un  angle  yÂB  C>  il 

fuit  qu'il  n'y  a  aucun  point  de  la  Courbe  où  il  ne  fe  fàlFe  ua 

changement  de  direâion  infiniment  petit» 

AngU ie       j^6.  L'angle  de  contingence  DBCz  une  grandeur  >  6c 

rr!^i7^fl«  par  conféquent  peut  croître  ou  décroitre. 

décfoifant.        747.  S'il  croît  ^  il  femble  qu'il  doive  être  capable  de  de ve- 

IturbtlJ"^    nir  infiniment  plus  grand  qu'il  n  étoit ,  c'eft-à-dire ,  fini.  Mai^ 

troijfétnte  ou  s\\  le  devenolt  y  la  divifîon  de  la  Courbe  ne  feroit  plus  arbl^ 

iUcrpifantf.  traire  en  cet  endroit  ;  car  on  ne  pourroit  plus  prendre  pour 

une  feule  ligne  droite  AB  &  iS  C^  qui  feroient  entr'eux  uA 

angle  obtus  ABC,  dont  le  complément  D£C  fecoit  fini.  li 

eil  vrai  quoir  pourroit  dire  qu'il  fufHroit  que  pat-tout  ailleurs 

la  divifîon  de  la  Courbe  fut  arbitraire  ^  mais  on  prouveta  dani 

la  fuite  que  l'angle  D  iS  C  ne  peut  jamais  être  fini. 

74S.  S'il  décroît,  rien  n'empêche  qu^il  ne  devieniîe «=  o  j^ 
auquel  cas  il  faut  concevoir  l'angle  ABC  comme  étant  exa-* 
âement  de  1 80  degrés >  &  les  deux  côtés  AB r  BC^ exaâe-^ 
ment  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite.  Alors  ces  deux  côtés- 
peuvent  encore  n'être  pris  que  pour  un  feul  ^  &  ne  font  (èn^ 
iiblement  qu'un  point. 

749.  Si  l'angle  £)jBC  de  vient,  non  pas  abfolument  zéro;* 
jnais  infiniment  petit  du  2"^  ordre,  c'efl  encore  la  même  cho- 
k  y  car  les  deux  côtés  y^jB>  BC,  qui  approchoient  infiniment 
«l'être  pofés  en  ligne  droite ,  venant  a  en  approcher  encor& 
infiniment  davantage ,  doivent  être  conçus  comme  pofés  en 
ligne  dtoire,  quoique  ce  ne  foit  pas  à  la  dernière  rigueur.  If 
en  faudra  dire  autant  de  l'angle  DBCj  devenu  infiniment  pc-^ 
titdu  3  ™c  ordre,  &c.  Tout  cela  revient  aux  lignes  parallèles^ 
plus  ou  moins  parallèles  de  la  Seâ:.  vu  i ,  &  dépend  des  mê- 
mes principes.  Ici  une  ligne  droite  efl  plus  ou  moins  droite 
Idon  qu'il  y  faut  concevoir  des  angles  ou  changemefis  dQ 


DE  l'I  N  F 1 N  I.  Partie  L  SeB.  IX.  161 

idireâion  d'un  ordre  d'Infiniment  petit  plus  ou  moins  bas^ 
£t  en  efièt}  dans  une  ligne  abfolument  droite  ^  il  n'en  ibu^ 
droit  abfolunient  concevoir  aucune 

7  jo.  Puifque  la  courbure  d^une  Courbe  confifte  dans  fes 
cbangemens  de  direâionou  angles  infiniment  petits  DBC 
à  chaque  pas  infiniment  petit  >  &  que  les  pas  ou  côtés  de  la 
Courbe  >  &  les  angles  DBC^  peuvent  être  plus  ou  moins 
grands  >  la  courbure  fera  d'autant  plus  grande  ^  qu'un  côté 
fera  plus  petit  ^  &  l'angle  DBC  plus  grand  ^  de  forte  que  la 
courbure  fera  croiflante ,  fi  les  côtés  font  décroiflans  ^  &  les 
angles  DBC  croiflàns;^  car  il  efl  vifible  que  fe  détourner  da^ 
vantage  après  un  moindre  chemin  en  ligne  droite  y.  c'eft  s'é<* 
ioigner  davantage  de  la  reâitude.  Ce  fera  le  contraire  fi  les 
côtés  font  croîfËms  y  &  les  angles  D£C  décroiflans.  Et  fi  les 
côtés  font  toujours  égaux  ,  &  les  angles  D^Caufli  y  h  courr 
bure  fera  toujours  la  même  >  ou  uniforme.^ 

7JI.  On  voit  affez  par- là  qu'il  ae  peut  y  avoir  qu'une 
feule  efpece  de  Courbe  dont  la  courbure  foit  uniforme  ^' 
&  que  toutes  les  autres  doivent  avoir  une  courbure  croii^ 
fante  ou  décroiflànte. 

7  ji,  La  divifion  d'une  Courbe  en  fes  côtés  étant  entié- 
f  ement  arbitraire  y  on  peut  concevoir  les  côtés  tous  égaux  > 
auquel  cas  on  n  a  plus  pour  la  courbure  que  les  angles  DB  C 
croiflàns  ou  décroiiTans  y  à  confidérec.  Ou  bien  on  peut  con- 
cevoir la  Courbe  tellement  di  vifée  >  que  tous  les  angles  DBC 
qui  feront  aux  points  de  divifion  foient  égaux  ^  &  on  n'aura 
plus  à  confidérer  que  les  côtés  croiflans  ou  décroiflans  :  car 
il  la  Courbe  eft  fuppofée  faire  des  pas  toujours  égaux  >tl  faut 
pour  une  courbure  croiffante  y  qu'elle  fe  détourne  toujours 
davantage  >  ou  au^ contraire  pour  une  courbure  décroiffante; 
£c  fi  elle  efl  fuppofée  fe  détourner  toujours  également  y  il 
laut  pour  une  courbure  croiflknte  >  qu'elle  faffe  toujours  de- 
plus  petits  pas  en  ligne  droite  >  ou  au  contraire*. 

75*  5  •  PuUque  tous  les  côtés  de  la  Courbe  ont  chacun  leuf  t>ifé,.„,^, 
'i£reâion  particulière  ^  fi  on  rapporte  la  fuite  A  Mm  de  dif-- pofithns  Zy 
l&ens  côtés  infiniment  petits^  où  la  Courbe  A  Mm  a  unc'^''^^^ 
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courhe  Pdf   ligne  droite  yiB^'ûs  auront  tous  par  rapport  à  cette  ligne 

rapport  à  un  i^^^  pofif  ion  particulière  ;  par  exemple  >  le  côté  Mm  aura 

'If I G  II    P^^  rapport  ïy4B  une  poûtion  que  les  précédens  ni  les  fui- 

*  Vans  n'auront  point  ^  ou  ^  ce  qui  revient  au  même ,  Mm  étant 

conçu  prolongé  jufqu a  AÊ ,  l'angle  yi TMfetz  difiérem: 

de  celui  que  feroient  fur  y^  JS  les  autres  côtés  pareillement 

prolongés.  Il  eft  clair  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  moyen  de  con* 

fidérer  les  diflëreaKS  direÔions  des  côtés  >  que  de  les  iap« 

porter  tous  à  une  ligne  droite  commune* 

7^4.  Si  des  deux  extrémités  du  côté  Mm,  6c  pareillement 

de  celles  de  tous  les  autres  côtés  y  on  mené  fur  A  B  les  per<* 

pendiculaires  MPjmpjCcc.  ces  lignes  font  Ordonnées  ou  ylp^ 

piiquées  à  Vaxe  AB.  Et  parce  que  les  côtés  Mm  font  infini-» 

ment  petits  du  i^^  ordre  ^  les  diftances  Pp  ou  AÎR  de  deux 

Ordonnées  confécutives  y  &  leurs  différences  pm  —  P  M 

zssRm^  font  des  Infiniment  petits  de  ce  même  ordre* 

inoMvemm     7SS*  I^'axe  AB  étant  conçu  comme  une  ligne  hodfon-^ 

€ompofi  de    taie ,  ce  qui  eft  entièrement  arbitraire  >  un  côté  quelconque 

t^ment^  Af  iw  obUque  à  cet  axe  ^  eft  l'hypothenufe  d'un  Triangle  re- 

f$H$  d$  u    âangle  y  dont  les  deux  autres  côtés  font  la  ligne  horifbntalei 

coMfbf.       j^^ ,  &  la  verticale  Rm.  Donc  tout  côté  Mm  oblique  à 

l'axe  repréfente  un  mouvement  infiniment  petit  de  la  Cour« 

be  y  compofé  d'un  horizontal  &  d'un  vertical* 

j$6»  L'origine  de  la  Courbe  A  Mm  étant  au  point  A  , 
&  fon  étendue  jufqu'au  point  m  finie  y  il  efl  clair  qu'elle  eft 
b  fomme  d'aune  infinité  de  côtés  Mm  y  qui  ont  eu  une  dire* 
ûion  compofée  de  Thorifontale  &  de  la  verdcaie  >  que  YAip 
cijfe  Ap  correfpondante  à  la  (bmme  de  tous  ces  côtés  >  efl  la 
fbmme  de  tout  x;:e  qu  il  y  a  eu  d'horifontal  dans  leurs  dire^ 
âions  y  àc  rOrdonnée  pmh  Comme  de  tout  ce  qu'il  y  a  ea 
de  vertical  :  ou  y  pour  parler  plus  exaâemem  >  car  les  idées 
d'horifontal  &  de  vertical  ne  font  employées  ici  qu'afin  de 
rendre  l'image  plus  fenfible  y  Ape^lz  fomme  de  toutes  les 
idiftances  infiniment  petites  Pp  qui  ont  été  entre  les  Ordon- 
nées yàcpmcû  la  (bmme  de  toutes  leurs  différences  infini^ 
ment  petites  Rm,les  diftances  Pp  &  les  différences  Rm 
ayant  été  ea  un  même  nombre  infini. 
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7  J7.  Dans  une  étendue  finie  quelconque  y^p  de  Taxe  > 
il  y  a  une  infinité  d^Ordonnées  infiniment  proches  >  qui  ré- 
pondent à  une  égale  infinité  de  côtés  Mm. 

7j8»  Au  point  /4  delorigine  d'une  Courbe ,  il  faut  lui 
concevoir  une  Ordonnée  infiniment  petite  ^  &  ne  lui  en 
concevoir  point  d  autres  jufqu'à  ce  que  la  Courbe  ait  une 
étendue  finie.  Ces  Ordonnées  font  infiniment  petites  du 
1^'  ordre ,  leurs  diftances  font  toujours  des  Ppj  ai  leurs 
différences  des  R  m  du  même  ordre  qu'elles.  Et  ce  n'eft  que 
quand  ces  Ordonnées  font  en  nombre  infini  y  que  la  Courbe 
a  une  étendue  finie  j  6c  une  première  Ordonnée  finie  >  qui 
eft  la  (bmme  de  toutes  les  différences  des  Ordonnées  pré- 
cédentes* U  efl  clair  que  cette  première  Ordonnée  finie  eii 
indéterminable  >  6c  ne  peut  être  déterminée  qu'arbitrai*- 
lement. 

7yp.  Puiique  chaque  étendue  finie  de  la  Courbe  aune 
infinité  de  Mm  ^  aufquels  répondent  une  infinité  égale  d'Or-* 
données  ^  de  P/7  >  6c  de  /i  m^  fi  la  Courbe  a  une  étendue  in« 
finie  >  il  y  a  une  infinité  d'infinités  é&  Mm^  d'Ordonnées  , 
dcPp,  èc  de  Rm. 

7  6o.  Puifque  les  Ordonnées  étant  infiniment  proches  5  c#  qui  «/ 
il  n*y  a  aucun  point  de  la  Courbe  où  îl  ne  fe  termine  une  nécefair* 
Ordonnée  ^  la  Courbe  peut  auffi-bien  être  conçue  comme  la^^J^^^^^*^^ 
Suite  des  extrémités  de  toutes  les  Ordonnées  >  que  comme  courbis. 
une  Suite  de  côtés  Mm.  Donc  on  a  la  Courbe  ^  fi  on  a  la  f^*^^^ ^^ 
grandeur  de  toutes  les  Ordonnées  P  A/  ou  /^  1»  ^  ou  ^  ce  qui 
revient  au  même^  le  rapport  de  chaque  Âbfciile  /^  P  ^  ou 
^p  y  a  fon  Ordonnée  correfpondante  P  M  onp  m.  Donc  la 
connoifTance  du  rapport  des  Âbciffes  aux  Orctonnées  y  ren^ 
ferme  toute  la  connoiflknce  de  la  Courbe.^ 

751.  Si  ce  rapport  étoit  coi^ant  y  c'efl:- à-dire  ^  fî  une 
Abfcifie  quelconque  étoit  à  fon  Ordonnée  comme  une  au- 
tre Abfciâe  à  la  fienne  >  il  eft  aifé  de  voir  que  ce  qu'on  au- 
toit  foppofé  être  une  Courbe  y  ne  ieroit  que  THypothenufe 
d'un  Triangle  reâangle  y  dont  une  Abfciffe  6c  une  Ordon- 
née quelconques  feroient  les  deux  autres  côtés  y  comme 
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dans  Part.  7 1 6.  Donc  il  faut  que  dans  une  Courbe ,  le  rapport 

des  Abfcifles  aux  Ordonnées  foit  inceffamment  variable. 

7^2.  Mais  il  fiiut  en  même  temps  qu'il  foit  perpétuel  i 
c  eft-à-dire ,  entre  ces  grandeurs  toujours  conditionnées  àt  la 
même  manière.  Ainfi  «e  pouvant  être  toujours  le  même  en-- 
tre  les  Abfcifles  &  les  Ordonnées  y  parce  qu  il  n  en  réfulte- 
Eoit  qu'une  ligne  droite ,  il  pourra  être  y  par  exemple ,  entre 
les  Abfcifles  &  les  quarrés  ats  Ordonnées ,  ou  leurs  cubes  > 
&c.  &  alors  il  eft  variable  >  ce  qui  eft  évident  &  perpétuel  j 
parce  qu'il  eft  toujours  entre  les  Abfcifles  &  les  mêmes  puit- 
lances  des  Ordonnées.  On  voit  aflez  qu'il  peut  y  avoir  une 
infinité  d'autres  manières  de  le  rendre  variable  &  peçpétuel , 
&  que  chacune  de  ces  manières  produira  une  dinérente  ef-: 
pece  de  Courbe. 

7(f  5.  Jl  faut  une  Loi  particulière  pour  déterminer  chaque 
rapport  perpétuel  y  &  Texpreflion  algébrique  de  cette  Loi 
s'appelle  Y  Equation  de  la  Courbe. 

764.  Toute  variation  demande  quelque  chofe  d'invaria-^ 
hle  fie  de  confiant  >  qui  foit  comme  le  point  fixe  par  rapport 
auquel  fe  fafle  tout  le  mouvement  de  la  variation.   Dono 

Earmi  les  grandeurs  qui  compofent  la  Courbe  y  &  qui  font 
;s  Mm  j  ou  celles  qui  y  ont  rapport  y  qui  font  les  Pp  y  ou 
les  Rmy  il  faut  en  choifir  quelques-unes  qui  feront  luppo- 
fécs  confiantes  y  tandis  que  les  autres  varieront.  Et  ce  choix 
eft  entièrement  libre>  parce  que  quelque  choix  que  Ton  faffe^ 
il  n'en  arrivera  autre  chofe ,  fmon  que  la  Courbe  fera  diffé- 
remment divifée  en  fes  côtés^^  or  cette  divifion  eft  arbitraire. 
La  plus  ordinaire  des  trois  (uppofitions  &  la  plus  commofle 
eft  celle  des  Pp  conftans  >  moyennant  quoi  les  AbfcifTes  " 
croifTent  félon  la  progreflion  arithmétique  naturelle  y  tandis 
que  les  Ordonnées  varient  félon  la  loi  quelconque  prefcrite 
par  YEqu^km. 

7(^5.  Le  rapport  des  Abfcifles  aux  Ordonnées  >  exprimé 
par  l'Equation  qe  la  Courbe ,  fe  maintient  dans  Tlnfinimenc 
petit  y  &  dans  llnfini ,  c*eft-à-dire ,  lorfque  la  Courbe  n'a  en^ 
pore  (qu'une  étendue  infînin^ent  petite  y  £c  lorfqu'elle  en  a  uns 

infinie  > 
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infinie  ,  fi  elle  en  a  une  telle.  Car  ce  rapport  eft  perpétuel  > 
&  d'ailleurs  tout  rapport  peut  être  également  entre  des  gran- 
deurs finies >  ou  infiniment  grandes^  ou  petites. 

766.  L'Axe  &  les  Ordonnées  font  des  lignes  étrangères 
à  la  Courbe  ^  &  fans  lefquelles  on  peut  abfolument  la  conce- 
voir, De-là  il  fuit  que  la  pofition  de  l'Axe  par  rapport  à  la 
Courbe  eft  indifi^érente ,  c  eft-à-dire ,  qu'au  lieu  de  rapporter 
h  Courbe  A  Mm  à  Taxe  /^S  y  on  peut  la  rapporter  à  Taxe  ab 
parallèle  au  premier^  ou  à  l'axe  «jî  perpendiculaire  à  tous  les 
deux  y  ou  même  à  un  autre  axe  qui  leur  foit  oblique.  Mais 
un  axe  étant  pofë  y  il  emporte  la  pofition  des  Ordonnées  qui 
lui  font  toujours  perpendiculaires^  non  par  aucune  nécefiité 
tirée  de  leur  nature ,  mais  par  une  fuppofition  arbitraire  qui 
a  prévalu  >  parce  qu'elle  eft  plus  fimple  &  plus  commode  que 
ne  feroit  celle  des  Ordonnées  obliques  à  une  ligne  droite 
commune  ^  qu'on  appelleroit  alors  diamètre. 

j6t.  Puifqu'il  eft  indifférent  à  quel  axe  on  rapporte  une 
Courbe,  on  peut  lui  en  concevoir  deux  en  même  temps. 
Ainfi  fi  la  Courbe  A  Mm  fe  termine  au  point  ^  y  on  peut 
lui  concevoir  Aaàc  âtfi  comme  deux  axes  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre  y  enforte  que  la  dernière  des  Ordonnées  prifes 
Û2t  l'un  fera  Pautre  axe  même.  En  ce  cas -là  les  AbfcifTes  6t 
les  Ordonnées  prifes  indifféremment  fur  l'un  ou  l'autre  y  s^^i^ 
^litnt  Coordonnées.  On  appelle  aufii  les  deux  ^xQsConjugtêés. 

y 6 8«  La  Courbe  AAlmtù  concave  vers  l'axe  A  By  mai$ 
(i  on  avoir  pris  ab  pour  axe^  elle  feroit  convexe  vers  lui.  Sa 
concavité  vers  A  R  vient  de  ce  que  les  angles  obtus  ABC  de  Fia.  i. 
lès  côtés  font  tournés  vers  AB  .y  ôc  par  conféc^uent  les  angles . 
de  contingence  du  côté  oppoiié  y  ou  vers  a  b. 

769.  Je  fuppofe  les  Pp  égaux.  Si  après  le  côté  Mm  y   cequifiùi 
hypotenufe  du  Triangle  infiniment  petit  MRmy  il  vient  un '^''^^^^^^^^^ 
autre  côté  pofé  en  ligne  droite  avec  Mm  y  il  y  aura  un  fécond  de  u  courbê 
triangle  égal  &  fembkbie à  MRmy  &  les  deux  côtés  confé*'*'^*  ''**'• 
cutifs  ne  feront  point  d'angle  tourné  ni  vers  ABym  vers  ab.  ^ '  ®-  '  ^• 
Mais  fi  le  côté  qui  fuit  Mm  fe  détourna  de  Mm  y  ta  s'abaiflfe 
y«s  AByle  côté  Rmàa  fécond  triangle  fera  moindre  qu'il 

J^4 
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n'étoit  dans  le  premier^ôc  en  même  temps  les  deux  côtés  Mm 
&  le  fuivant  feront  entr'eux  un  angle  obtus  tourné  vers  AB. 
Or  R  m  eft  la  différence  de  deux  Ordonnées  croifrantes.Donc 
la  Courbe  eft  concave  vers  AB  {yôS),  lorfque  les  Ordon- 
nées croiifent^  &  que  kurs  différences  décroiffent.  Par  la 
raifon contraire  >  elle  feroit convexe  vers  A  B^Ci les  Ordon- 
nées &  leurs  différences  croiffoient  en  même  temps. 

Et  comme  la  Courbe  A  Mm  renvcrfée  >  c'eft-à-dire>  prife 
de  m  vers  -^,  efl  une  Courbe  dont  les  Ordonnées  décroif- 
fantes  ont  des  différences  croiffantes  >  &  qu'elle  eft  encore 
concave  vers  yf  jB  ,  il  s'enfuit  en  général  que  la  Courbe  eft 
toujours  concave  vers  TAxe,  dont  les  Ordonnées  ont  une 
variation  d'accroiffement  ou  de  décroiffement  contraire  à 
celle  de  leurs  différences>6c  toujours  convexe>quand  les  Or* 
données  6c  leurs  différences  ont  la  même  efpece  de  variation» 
jLehroufe^  770-  Jufqu'ici  nous  n^avons  confidéré  le  changement  de 
weHtdê  u  direâion  perpétuel  qui  fait  Teffence  de  la  Courbe^  que  com- 
nre  appartenant  à  un  mouvement  direâ  y  ou  qui  va  toujours 
en  avant ,  par  exemple ,  à  celui  de  la  Courbe  Â  Mm ,  qui  va 
toujours  cle  A  vers  B.  Mais  quand  un  mouvement  qui  étoit 
direâ ,  devient  rétrograde  ou  rebrouffant  >  c^eft  une  autre 
efpece  de  changement  de  direâion ,  &  il  faut  voir  comment 
H  peut  appartenir  à  la  Courbe. 

Si  un  roint ,  qui  a  décrit  une  ligne  droite >  efl  conçu  com- 
me revenant  exadement  fur  fes  pas ,  il  a  le  plus  grand  chan- 
gement de  direâion  qui  foit  poflible  ;  mais  quanc  à  la  dei^ 
cription  d  une  ligne ,  ce  changement  de  diredion  ne  fait  ab- 
folument  rien ,  car  tout  au  plus  le  Point  redécrit  une  ligne 
déjà  décrite.  C'eft  la  même  chofe ,  fi  cette  ligne  eft  Courbe* 
Ainfi  le  plus  grand^changement  dé  diredion  poffible  ne  fait 
rien  par  lui-même  à  la  Courbe  ni  à  la  courbure. 

77  ï  •  Je  dis  par  lui-même ,  car  il  peut  avoir  quelque  effet  > 
fi  on  y  ajoute  une  condition  >  qui  eft ,  que  le  Point  décrivant 
décrive  par  fon  mouvement  rétrograde  une  ligne  foit  droite, 
foit  courbe,  exadement  pofée  fur  une  ligne  déjà  décrite ,  ce 
qui  la  rendra  double^car  cela  n  eut  pas  été  fans  le  mouvement 


DE  l^Infini.  Partiel.  SeSf.IX.  2^7 

rétrograde  y  mais  il  n'y  a  encore  rien  de  changé  par-là  à  la 
iigne  décrite.  Pour  tirer  de-là  quelque  nouvel  effet  j  il  faut 
concevoir  que  le  Point  décrivant ,  ayant  décrit  par  fon  mou- 
vement direâ:  une  Courbe ,  retourné  du  dernier  poirtt  où  il 
étoit  arrivé  y  non  pas  exaâement  fur  fes  pas  ^  mais  feulement 
vers  le  même  côté  d'où  il  étoit  parti ,  &  forme  une  nouvelle 
courbure  ou  hanche  de  Courbe.  La  Courbe  totale  formée 
des  deux  branches  >  dont  Tune  a  été  produite  par  le  mouve-* 
ment  direâ ,  l'autre  par  le  rétrograde  9  s'appelle  rebrouffante* 
Elle  eil  continue  y  parce  que  le  mouvement  du  Point  décria 
vant  n'a  pas  été  interrompu. 

772.  Soit  que  Ton  confidere  la  Courbe  en  elle-même  j 
c*eft-à-dire  y  comme  une  Suite  de  côtés  infiniment  petits 
qui  fe  détournent  infiniment  peu  les  uns  des  autres  y  foit  qu^oii 
la  confidere  comme  la  Suite  des  extrémités  de  fes  Ordon-' 
nées  infiniment  peu  diflantes  les  unes  des  autres  y  &  infini* 
ment  peu  différentes  en  grandeur  ^  il  efl  clair  que  toutes  les 
variations  de  la  Courbe  doivent  être  infiniment  doucçs(58  3)> 
6c  par  conféquent  il  ne  s'y  fera  aucun  changement  fans  un 
Terme  qui  foit  en  même  temps  Terme  &  Origine ,  6c  Ter- 
me moyen  ou  commun  (584). 

775*  Il  n'entre  dans  la  confidération  des  Courbes  que 
des  Suites  de  lignes  droites  >  foit  finies  >  (bit  infiniment  peti-> 
tes^  réglées  par  quelque  Loi^  6c  par  conféquent  il  n'y  a  qu'à 
leur  appliquer  tout  ce  qui  a  été  dit  fur  les  Suites  de  nombres. 
Toute  la  différence  eft  qu'une  Courbe  efl  comme  le  réfultat 
de  la  combinaifon  ou  complication  de  plufieurs  Suites  diffé* 
rentes  de  lignes  y  de  celles  des  Ordonnées  y  de  celle  de  leurs 
diflances ,  de  celle  de  leurs  différences  y  de  celle  des  côtés  > 
de  celle  des  bafes  ou  des  Sinus  des  angles  de  contingence  $ 
ou  du  moins  de  quelques-unes  de  toutes  celles-là.  Maià 
tout  ce  qui  en  arrive  >  c'efl  que  les  Termes  par  où  fe  font  les 
changemens  des  Courbes  font  ordinairement  compliqués  j 
6c  qu'il  faut  que  chaque  Suite  en  particulier  y  trouve  égale- 
ment  ce  qui  lui  efl  néceffaire. 

774.  Toute  Courbe  efl  naturellement  infinie^  c  efl-à-dire^ 
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dtjn  cours  ou  d'une  étendue  infinîe.  Car  c  eft  une  Suke  dont 
le  cours  eft  abfolument  infini,  ou  peut^-être  conçu  coname 
infini  (66 3 ')• 

77 y.  Il  entre  dans  h  confidération  de  toute  Courbe  des 
Suites  ou  fimplement  infinies  ou  infiniment  infinies  de  gran- 
deurs infiniment  petites  :  &  comme  ce  n'eft  que  par  ces  gran- 
deurs que  la  Courbe  peut  être  connue  ou  confidérée  ^  il  faut 
que  ces  Infiniment  petits ,  inconnus  jSc  indéterminables  par 
eux-mêmes  ^  aient  des  rapports  qui  puiflent  être  connus  & 
déterminés.  Donc  de  tout  ce  que  nous  avons  dit  fur  les  Suites 
formées  d'Infiniment  petits  dans  la  Théorie  des  Suites  ea 
général,  on  n'en  peut  appliquer  aux  Suites  d'Infiniment  pe- 
tits qui  entrent  dans  la  confidération  des  Courbes ,  que  ce 
qui  appartient  aux  Suites  originairement  formées  d'Infini- 
ment petits  dont  les  rapports  fo^nt  déterminables» 

77 5,  Si  une  Courbe  a  un  cours  infini ,  elle  nous  échappe  > 
&  ne  peut  plus  être  décrite  vers  cette  extrémité,  précifément 
comme  les  Suites  infinies  de  nombres  dont  nous  ne  connoif* 
fons  point  les  nombres  infinis ,  ou  en  grandeur  ,  ou  en  petir 
teffe.  Et  comme  ces  Suites  nous  échappent ,  non  feulement 
quand  elles  ont  atteint  les  nombres  infinis ,  mais  infiniment 
plutôt ,  ôc  dès  qu'elles  font  parvenues  aux  Finis  indétermi- 
nables, &  même  encore  plutôt,  ce  que  Ton  voit  dans  la  Suite 
naturelle ,  dont  toutes  les  autres  que  nous  connoifibns  font 
extraites  :  ainfi  les  Courbes  qui  ont  un  cours  infini  nous 
échappent,non  feulement  dès  que  ce  cours  eft  devenu  infini , 
mais  infiniment  plutôt ,  ôc  nous  n'en  pouvons  connoître  ou 
décrire  que  quelque  portion  finie  qui  peut  toujours  être  plus 
grande ,  Ôc  par  conféquent  eft  indéterminable. 

777.  Une  Courbe  d'un  cours  infini  ne  doit  être  conçue 

comme  terminée  que  quand  elle  a  tout  le  cours  infini  dont 

fon  Equation  la  rend  capable,  mais  auffi  dès  qu'elle  l'a  atteint^ 

,elle  doit  être  conçue  comme  terminée. 

Cûurhedi^      778.  Les  variations  de  grandeur  de  toutes  les  différentes 

venu»  tnnnt'»  r>    •  m^i        1  -l  /*  1     •  •     •  1 

ment  moins    Suites  poflibles  de  nombres  font  analogues  aux  variations  de 
cQurii^        direûion  de  toutes  les  diflférentes  Courbes  poflibles  x  ?u  les 
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peuvent  repréferiter ,  &  tout  ce  qu'on  aura  conçu  des  uns  fe 
peut  concevoir  des  autres.  Donc  comme  il  y  a  des  Suites  de 
nombres  qui  ayant  eu  des  variations  de  grandeur  finies  6c 
déterminables  >  vi^inent  à  n'en  avoir  plus  que  d'infiniment 
petites,  &  par  conféquent  indéterminables,  il  doit  y  avoir  des 
Courbes  qui  ayant  eu  des  variations  de  direction  finies  ôc 
déterminables  dans  des  étendues  finies  >  vienruent  à  n^en  avoir 
plus  que  d'infiniment  petites  dans  de  pareilles  étendues.  Et 
en  eflfet  il  doit  être  poflîble  que  les  angles  de  contingence  qui 
font  naturellement  infiniment  petits  du  1^' ordre,  viennent 
dans  certaines  Suites  où  ils  feront  décroifians ,  à  être  infini- 
ment  petits  du  2**,  du  3"S  &c.  puîfque  tous  ces  angles  font 
poffibles  (  696).  En  ce  cas ,  dès  que  ces  angles  feront  du  2^ 
ordre ,  la  variation  de  la  direâion  des  Courbes  fera  infiniment 
moindre  qu^elle  n'étoit ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  ces  Courbes 
deviendront  lignes  droites,du  moins  phyfiquement,  car  quoi- 
qu'en  elles-mêmes  &  réellement  elles  varient  encore  de  di- 
reûion ,  elles  n'en  varieront  plus  de  la  manière  que  nous 
connoifibns,  6c  auront  infiniment  moins  de  courbure,  ce 
qui  eft  équivalent  à  la  reâitude.  Tels  font  le  paralléiifme  ou 
la  perpendicularité  croifF^ns  ou  décroifians  des  art.  yop*^ 
710,711,712. 

77Pi  II  n'y  a  aucune  Suite  infime  de  nombres,  qui  ayant 
eu  d'abord  des  variations  finies ,  vienne  dans  un  cours  Fini 
déterminable  à  avoir  une  variation  infiniment  petite  ;  6c  toute 
Suite  qui  vient  à  en  avoir  une  pareille ,  ne  Ta  qu'après  ua 
cours  infini  moindre  que  fon  cours  total ,  ou  au  moins  après 
un  cours  fini  fi  grand  ,  qu'il  en  eft  indéterminable  (  jptf  )• 
Donc  auffi  fi  une  Courbe  doit  venir  à  n'avoir  qu'une  varia:- 
imn  de  diredion  infiniment  petite  dans  des  étendues  fitiies , 
ou  ,  ce  qui  eft  le  même ,  devenir  ligne  droite ,  cela  ne  peut 
arriver  au  plutôt  qu'après  qu'elle  aura  eu  un  cours  Fini  in^ 
déterminable ,  6c  dans  d'autres  cas ,  après  qu'elle  aura  eu  un 
cours  infini.  Donc  une  Courbe  ne  peut  devenir  ligne  droite  > 
même  ptiyfiquement,  après  un^cours  Fini  déterminable. 

Lliij; 
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SECTION    X. 

D«  Variations  &  des  Changemens  des  Courbes. 

ccnfidérathn?^^'  TE  fuppofe  la  Courbc  A  Mm  y  dont  les  Ordonnées 
ttunecoufhe  '  J  PM,pmy  infiniment  proches >  font  toujours  diftan- 
uuhJlrfu'  ^^^  ^^  ^^  même  quantité  Pp.  Je  fuppofe  aufli  que  la  Courbe 
defusdefon  s'éleve  au  deifus  de  fon  axe  yîB^&c  que  par  conféquent  les 
^xe.tendoupj^Çç^^^  croiflantes  >  mais  que  leurs  différences  Rm  font 
d^entr  /»«-  décroiffantes  j  &  que  par  conféquent  la  Courbe  s'élève  tou* 
rsiieU^foit  jours  de  moins  en  moins. 

^ni  TfoiTflr      Donc  dans  chaque  petit  Triangle  MR  m  ^  R  m  >  qui  repré- 
un  cours  in-  fente  le  mouvement  venical  de  chaque  côté  correipondant 
^F I G  1 1   ^^  >  ^^  toujours  plus  petit  par  rapport  à  MR  ==  Pp ,  qui 
repréfente  un  mouvement  horifontal  conftant. 

78 1 .  Il  ne  s'enfuit  pas  de-là  que  R  m  n  ait  pu  être  d'abord 
ou  vers  Torigine  A  de  la  Courbe  plus  grand  que  MR  y  mai$  ^ 
feulement  que  Rm  décroît  toujours,  MR  =  Pp  étant  cont 
tant.  Et  fi  Â  m  a  été  d'abord  plus  grand  que  MRy\\  viendra 
à  lui  être  égal  (  6  8  6 } ,  après  quoi  il  fera  toujours  plus  petit. 

782.  Puifque  Rmy  ou  le  mouvement  vertical  décroît 
toujours  y  chaque  côté  Mm  eft  toujours  plus  oblique  à  Taxe 
AB  yOUjCe  qui  revient  au  même,  chaque  Mm  prolongé 
jufqu'à  un  point  T  de  Taxe,  y  fait  toujours  un  angle  MTP 
plus  aigu. 

783.  C'eft  dans  cette  obliquité  croiflante  que  confifte  la 
variation  de  la  pofition  des  côtés  Mm  par  rapport  à  Taxe; 

784.  Une  Courbe  qui  s'élève  toujours  de  moins  en  mokis 
au  defibus  de  fon  axe ,  tend  à  ne  s'élever  plus ,  ôc  par  confé- 
quent à  avoir  un  côté  parallèle  à  l'axe  9  qui  lera  le  plus  oblique 
qu'il  fe  puiffe  3  après  que  tous  les  précédens  l'ont  toujours 
été  de  plus  en  plus.  Donc  le  Terme  où  la  Courbe  tend  eft 
le  parallélifme. 

785.  11  fecoit  naturel  de  concevoir  que  fon  Origine  a 
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été  un  côté  perpendiculaire  à  Taxe  au  point  A  y  mais  cela 
n  eft  pas  abfolumenc  néceflaire.  Ce  premier  côté  peut  avoir 
été  oblique  à  Taxe^  mais  il  doit  Favoir  été  moins  que  tous 
les  fuivans. 

785.  Quand  la  Courbe  arrive  à  un  côté  parallèle  ^  les 
deux  Ordonnées  qui  lui  répondent  font  égales.  Ces  deux 
Ordonnées  égales >  confîdérées  dans  le  Fini,  c'eft-à-dire, 
comparées  à  quelque  autre  Ordonnée  finiment  diftante  d'el- 
les y  n'en  font  qu'une  à  càufe  de  leur  proximité  infinie  >  mais 
confîdérées  dans  l'Infini ,  c'eft-à-dire  y  en  tant  qu'infiniment 
proches  y  elles  font  toujours  deux. 

787.  Donc  leur  difiérence  Km  eft  nulle,  &  la  Suite  dé- 
croifTante  des  Rm  qui  étoient  originairement  des  -^,  eft 

arrivée  ou  à  zéro  abfolu  ^  ou  à  —^ ,  ou  à  quelque  Infiniment 

petit  inférieur. 

788.  Si  la  Suite  des  Km  eft  arriyée  à  zéro  abfolu,  les 
deux  Ordonnées  correfpcndantes  étant  abfolument  égales,  la 
Courbe  eft  arrivée  au  parallélifme  abfolu  ôc  rigoureux.  Mais 
(i  la  Suite  des  Rm  n'eft  arrivée  qu'à  -7^  >les  deux  Ordonnées 

qui  ont  cette  différence  >  font  infiniment  moins  différentes 
que  les  précédentes  qui  l'étoient  infiiniment  peu,Ôc  par  cpnfé- 
quent  font  cenfées  égales ,  &  la  Courbe  parallèle.  Mais  enfin 
elle  pourroit  réellement  Têcre  davantage.  Ce  qui  revient  au 
parddélifme  fufceptible  de  plus  ôc  de  moins  des  art.  70P  , 
7 1 0 , 7 1 1  ;  à  plus  forte  raifon  cela  feroit-U  vrai ,  fi  la  Suite 
des  Rm  fe  terminoit  par  -^  ou  -i- ,  &c. 

7 8  9«  La  Suite  des  Rm,  terminée  par  o ,  ou'par  -i- ,  étôît 

OU  fiimplement  infinie  ,  ou  infiniment  infinie.  Si  c'eft  le  1*'^ 
la  Courbe  eft  arrivée  au  parallélifme  par  un  cours  fini ,  on 
na  eu  jufquelà  quune  étendue  finie  (759).  Si  c'eft  le  2^, 
la  Courbe  eft  arrivée  au  parallélifme  par  un  cours  infini  (75^) 
&  a  eu  un  axe  j4B  infini. 

7PO.  Lorfque  la  Suite  des  Rm,  terminée  par  o,  ou  par 
eft  funplement  infinie^ la  fomme  en  eft  finie  {,61^)^ 


00*  "^ 
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Donc  rOrdonnée  PM^  qui  répond  au  côté  parallèle  y  &  qui 
cft  la  fomme  de  cette  Suite  des  Rm^  eft  finie.  Donc  la  Courbe 
arrivée  au  parallélifme  par  un  cours  fini  (78^)  ^  n'y  peut 
avoir  qu  une  Ordonnée  finie. 

7P 1 .  Si  à  l'origine  de  la  Courbe ,  qui  eft  arrivée  au  pa- 
rallélifme par  un  cours  fini^  les  Rm  ont  été  plus  petits  que 
les  Pp,  l'Ordonnée  PM  qui  répond  au  côté  parallèle  eft  plus 
petite  que  P Abfcifle  AP  correfpondante ,  puifque  cette  AP 
eft  la  fomme  de  tous  les  Pp  con'ftans  qui  font  en  même 
nombre  infini  que  les  R  m^  &  qui  dès  le  commencement  ont 
été  plus  grands.  Mais  fi  les  Rm  ont  été  d'abord  plus  grands 
que  les  Pp^  félon  Pan.  78 1 ,  il  eft  poffîble  que  PM,  qui  ré- 
pond au  côté  parallèle ,  foit  plus  grande  que  AP  correfpon- 
dante. Cela  eft  poiTible ,  &  non  pas  néceflaire^  car  les  K  w, 
quoique  d'abord  plus  grands  que  les  Pr^,  peuvent  avoir  été 
dans  la  fuite  fi  décroifians  >  que  leur  fomme  fera  moindre 
que  celle  des  Pp.  Puifque  PM  peut  être  moindre  ou  plus 
grande  que  -^P,  il  eft  évident  qu'elles  peuvent  être  égales. 

7P2.  Lorfque  la  Suite  décroiflante  des  jRm,  terminée  par 
-^,eft  infiniment  infinie,  la  fomme  en  eft  infinie  {6^$). 

Donc  en  ce  cas  la  Courbe  qui  arrive  au  parallélifme  par  un 
cours  infini >  &  a  un  axe  infini  (  78p  )  ^  a  aufiî  une  Ordonnée 
infinie^ 

Il  eft  vrai  que  cette  démonftration  fuppofe  que  la  Suite 
des  R m  ait  été  originairement  formée  à^Rmy  dont  les  rap* 
ports  étoient  déterminables  (  <^}  i  )  ^  mais  on  eft  toujours  ici 5 
&  on  fera  toujours  dans  cette  fuppofition  (  77  5  ) ,  ôc  il  ne  fera 
plus  néceflaire  d*en  avertir. 

7P5.  Une  Suite  fimplement  infinie  de  -î-,  terminée  par 

-i-,a  une  infinité  de  -^,  &  une  infinité  de  -i-  (^13). 

Mais  c'eft  lorfqu  on  fuppofe  qu  elle  a  le  même  nombre  infipi 
de  grandeurs  que  Ja  Suite  naturelle  :  or  elle  çn  peut  avoir 
une  infinité  moindre ,  félon  tel  rapport  fini  qu'on  voudra  >  & 
par  conféquent  on  peut  concevoir  qu'elle  n  a  que  l'infinité  de 

i^^  ^ ,  âc  fe  termine  à  fon  premier  -55^^ ,  &  fgi  fomme  n  en 

eft 
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îeft  pas  moins  finie.  Or  il  eft  néceffaire  de  le  concevoir  ainfî , 
quand  la  Suite  des  iJm  ==2-i-  répond  ou  eft  liée  à  une  Courbe 

dont  elle  repréfente  les  différences  des  Ordonnées.  Car  fi  oti 
laiffe  à  cette  Suite  des  R  m  fon  infinité  de  -^ ,  la  Courbe 

arrivée  au  parallélifine  par  un  cours  Fini  déterminable  dès  le 
premier  -^  ^  continue  donc  à  être  parallèle  tant  que  dure 

rinfinité  des  -^î  c'eft-à-dire  y  que  la  Courbe  eft  parallèle  à 

(on  axe  pendant  un  autre  cours  fini ,  &  par  conféquent  eft 
ligne  droite  après  un  cours  Fini  déterminable.  Or  cela  ne  fe 
peut  ( 779  ).  Donc  la  Suite  des  Rm  ^  parce  qu*elle  eft  liée  à 
une  Courbe ,  doit  être  conçue  comme  terminée  à  fon  pre- 
niier  -^ ,  &  la  Courbe  terminée  ^ufTi ,  (juant  à  préfentj  a  un 

feul  côté  parallèle.  De  plus  (  777  )  il  faut  concevoir  une 
Courbe  >  &  par  conféquent  auffi  un  certain  cours  d  une 
Courbe  terminé  dès  qu  il  eft  arrivé  au  premier  Infinime«t 
grand  ou  petit  dont  il  eft  capable. 

7P4.  Si  la  Suite  des  Rmy  terminée  par  -^  eft  infiniment 

infinie,  elle  a  une  infinité  d'infinités  de  -^  ,  &  une  inf^pité 
d^infinités  de  -^  (^13  &528)>  dans  la  fuppofidon  que  le 

nombre  de  fes  grandeurs  eft  =  00^.  Mais  comme  il  peut 
être  de  ce  même  ordre  >  &  moindre  félon  tel  rapport  fini 
qu'on  voudra ,  ôc  que  d'ailleurs  la  Suite  des  R  w  eft  liée  à  une 
Courbe ,  il  faut  concevoir  cette  Suite  terminée  à  fon  pre- 
mier -~  >  ce  qui  la  laifTe  encore  infiniment  infinie  >  &  par 

conféquent  la  Courbe  eft  arrivée  par  un  cours  infini  à  un  feul 
côté  parallèle  où  elle  fe  termine  ^  6c  auquel  répond  une 
Ordonnée  infinie. 

7py.  En  ce  cas,  fi  les  R  m  ont  été  d'abord  égaux  aux 
Pp  y  ou  moindres  $  il  eft  vifible  que  la  dernière  P  M  infinie 
ell  moindre  que  fon  A  P  correfpondante ,  qui  eft  l'axe  infini. 
Mais  quand  même  les  Rm  auroient  été  d'abord  plus  grands 
que  les  Pp  ^  cela  feroît  encore.  Car  dans  cette  fuppofîtion  les 
Rmy  toujours  déctoiflans  y  ont  du  venir  à  un  -R  m  =5  Pp ,  ce 

Mm 
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qui  lî'a  pu  arriver  qu'après  un  cours  fini  de  la  Courbe  »  pm(^ 
qu'alors  elle  n'eft  pas  parallèle  >  &  qu  elle  ne  left  que  qoand 
elle  a  un  cours  infini  (789).  Donc  à  ne  confidërer  la  Courbe 
que  comme  ayant  fon  origine  au  point  où  R  m  ==  P/? ,  fa  der- 
nière P  A/ infinie  eft  moindre  que  fon  ^  P.  Maintenant  à  la 
reprendre  depuis  fa  première  &  vraie  origine  jufqu  au  point 
où  R  m  1=:  P/?  ^  on  a  à  ce  point  une  P  M  finie  plus  grande 
que  fon  A  P  pareillement  finie  ,  Qc  parce  qu*en  ajoutant 
cette  P  Af  finie khP  M  infinie ,  & Tyf  P  finie  à  Taxe  infini, 
on  ne  fait  rien ,  la  dernière  P  A/  eft  toujours  moindre  que 
Taxe  infini. 

7p5.  Donc  Taxe  infini  étant  fuppofé  =  oo ,  ce  qui  fuffît 
toujours ,  la  dernière  P  M  d'une  Courbe  arrivée  au  parallé- 
lifme  par  un  cours  infini  ^  eft  toujours  moindre  que  00  ^  ou 

t  n 

de  quelque  ordre  radical  5  tel  que  00  "  ^  ou  00  *  • 

#  797'  On  a  vu  que  la  Suite  des  Kiw,  terminée  par-^  ; 

eft  &  en  elle-même  y  &  comme  liée  à  une  Courbe ,  indiffé^ 
rente  entre  être  Amplement  infinie ,  ou  infiniment  infinie. 
Mais  fi  elle  fe  termine  par  -^  >  elle  perdra  par  fa  liaifon  avec 

une  Courbe  cette  indifférence  qu'elle  auroit  toujours  par  fa 
xiature.  Car  comme  elle  fe  termine  par  -^  ^  elle  ne  peut  fe 

tenniner  plutôt  qu'au  premier-^  >  6c  par  conféquentellea 

tous  fcs  -^  auflî-bien  que  tous  les  -^^  Si  elle  eft  fimplement 

infinie  ^  la  Courbe  qui  arrive  au  parallélifine  par  un  cours  Fini 
déterminable  y.  eft  donc  encore  parallèle  ou  ligne  droite 
pendant  un  autre  cours  Fini  déterminable  :  or  cela  ne  fe 
peut  (  77P  )•  Donc  la  Suite  des  Rm  d^une  Courbe  terminée 
par— ^  ne  peut  être  qu'infiniment  infinie  >  ou  la  Courbe  donc 

les  Rm  fe  terminent  par  ^  ,  a  un  cojurs  infini 

7p8.  La  Suite  infiniment  infinie  des  Rm^  terminée  par 
•^ ,  n  a  qu'une  fomme  finie  (6^6).  Donc  la  dernière  P  M 

de  la  Courbe  n  eft  que  finie  ^  tandis  que  l'axe  ^  JB  efl  infînL 
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Tpp.  Si  on  connoît  la  grandeur  dont  doit  être  cette  der-  cas  ok  cette 
xiîere  P  M  finie  y  que  Ton  tire  perpendiculairement  (tirlaxe  ^^w^f^i*"' 
une  ligne  égale  «e  jS  ^  &  par  Ton  extrémité  /S  une  ligne  a  k  ^^-psrJdUUÀ  * 
rallele  k  j4Byh  Courbe  ^  Mm  qui  s'élèvera  toujours  au-  ^^J'-  ^y  • 
defTus  dé  fon  axe  y  ne  pourra  cependant  s'élever  jufqu  a  l^fymflêtifme  ' 
parallèle  a  b  que  par  un  cours  infini.  On  appelle  la  ligne  a  b  ^n  général. 
ainfi  conditionnée  y  AJymptote  de  la  Courbe. 

800.  Donc  une  Courbe  à  laquelle  répond  une  Suite  de 
Rmy  terminée  par  -i--  y  a  toujours  une  Âfymptote  ^  au  lieu 

<ju elle  n  en  auroit  point ,  fi  la  Suite  des  Rniy  quoîqu'infini- 
ment  infinie  y  étoit  terminée  par  -i— ,  car  la  dernière  P  M 

feroit  infinie  auffi-bîen  que  Paxe  (  792  ). 

80 1.  L'axe  infini  fie  fa  dernière  P  Af  étant  compofés  du 
même  nombre  infiniment  infini  y  lun  de  P /?  >  6c  1  autre  de 
Rmy  il  eft  vifible  qu en  ce  cas  T Afymptotifme  vient  de  ce 
que  de  deux  mouvemens  >  l'un  horifontal  y  l'autre  vertical  y 
qui  ont  été  conduits  par  le  même  nombre  de  degrés  y  l'un  a 
une  fomme  totale  infinie  >  fie  l'autre  une  feulement  finie  y  fie 
qu'en  général  y  toutes  les  fois  que  de  ces  deux  mouvemens  ;^ 
l'un  ne  fera  qu'une  fomme  finie  y  tandis  que  l'autre  en  fera 
une  infinie  ^  il  y  aura  Âfymptotifme. 

80  2.  Comme  il  eil  fort  naturel  fie  fort  ordinaire  que  de 
'deux  Suites  infinies  y  compofées  du  même  nombre  de  gran^ 
deurs  y  l'une  ait  une  fomme  infinie  >  fie  l'autre  une  finie  y 
TAfymptdtifme  n  a  donc  rien  de  merveilleux. 

803.  Puifque  la  Suite  infiniment  infinie  àcsRmy  termi- 
née par  -i-j ,  n'a  qu'une  fomme  finie  y  elle  n'a  qu'un  nombre 

infini  de  /iw  =  -^r  î  car  fi  elle  en  avoir  un  nombre  infini- 

00 

ment  infini  >  elle  auroit  une  fomme  infinie  [6^$).  Donc  elle 
a  un  nombre  amplement  infini  de  -^  y  fie  un  nombre  infini- 
ment infini  de  -^.  Donc  la  Courbe  arrive  au  parall^lifine 

far  un  cours  fini ,  fie  eft  parallèle  ou  ligne  droite  pendant  un 
cours  infini.  Mais  le  cours  fini  de  la  Courbe ,  pendant  lequel 
feulement  elle  fera  courbe  >  fera  indéterminable  (  779  ^ 

Mm  i) 
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Les  art.  ^21  j  5*22  ^52)9  ^24  >  fournifTent  un  exemple 

fenfible  de  cette  vérité  qui  peut  paroître  paradoxe. 

Si  l'on  conçoit  difpofées  fur  un  axe  des  Ordonnées  qui 

foient  comme  les  grandeurs  7^r>7  5î>  &c.  -^=1  ,  fie 
réparées  par  de  petits  intervalles  finis  égaux ,  &  que  delex* 
trémité  de  chaque  Ordonnée  à  l'extrémité  de  la  fuivante ,  on 
tire  une  ligne  droite ,  il  fe  formera  un  Poligone  reéliligne 
infini  >  dont  chaque  côté  fera  toujours  plus  oblique  à  l'axe* 
Mais  il  n*y  aura  qu'un  nombre  Fini  indéterminable  de  ces 
Ordonnées  qui  aient  des  différences  finies ,  &  toutes  les  au- 
ttes  en  nombre  infini  n'auront  que  des  différences  infiniment 
petites.  Donc  les  côtés  du  Poligone  ne  feront  obliques  à  Taxe 
que  pendant  un  cours  fini,mais  indéterminable>du  Poligone, 
après  quoi  ils  feront  tous  parallèles  à  Taxe ,  ou  difpofés  bout 
à  bout  en  ligne  droite  pendant  un  cours  infini.  Il  eft  clair  que 
pour  changer  ce  Poligone  redilignè  en  Courbe  qui  aura  le 
même  cours  infini ,  &  qui  ne  fera  courbe  que  pendant  un 
cours  Fini  indéterminable ,  il  n'y  a  qu'à  concevoir  entre  les 
Ordonnées  7  &  f ,  entre  7  &  f ,  &c.  dont  les  intervalles  ou 
diftances  ont  été  fuppofées  finies ,  une  infinité  d'Ordonnées 
intermédiaires  ^  ce  qui  ne  changera  rien  au  refle. 

"s. 

804.  La  Courbe  dont  la  Suite  des  R  m  fe  termine  pat 
~  eft  donc  parallèle ,  dès  qu'elle  a  atteint  le  premier  R  m 

=  -^  y  ce  qu'elle  fait  par  un  cours  Fini  indéterminable  , 

après  quoi  elle  continue  d'être  parallèle  ou  ligne  droite  pen- 
dant un  cours  infini  >  c'eft-à-dire ,  tant  que  durent  les  R  m 
=  ~r.  i  &  enfin  quand  elle  arrive  à  -i-r,  elle  devient  encore 

plus  parallèle  qu  elle  n'étoit>  ce  qui  revient  à  fart.  788. 

8  G  y.  La  Courbe  n'a  tout  le  parallélîfme  dont  elle  efl  ca^ 
pable  >  que  quand  elle  eft  arrivée  à  -i- ,  &  par  conféquent 

on  ne  la  doit  concevoir  terminée  que  là.  Mais  auflS  on  doit 
la  concevoir  terminée  dès  qu  elle  y  eft  arrivée  (  777)  ;  6c  par 
conféqUent  elle  ne  doit  avoir  que  deux  dernières  Ordonnées 
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infiniment  proches  >  dont  la  différence  foit  =  -^  >  on  ^  ce 

qui  eft  le  mème>  elle  n'a  qu'un  feul  coté  parallèle  de  ce  der*- 
nier  parallélifaie  >  au  lieu  qu  elle  en  a  précédemment  une  in* 
finité  d'infinités  parallèles  d'un  moindre  parallélifme  >  6c  tou- 
jours le  même  y  ou  d'une  même  efpece. 

8  o  (5^,  Quoiqu'elle  foit  cen[è^  ligne  droite  pendant  un  cours 
infini ,  elle  ne  l'eft  pourtant  pas  abfolu.ment  &  en  elle-mê- 
me. Car  fi  on  concevoit  une  ligne  droite  infinie  parallèle  à 
J'axe  AU,  on  concevroit  toutes  fes  Ordonnées. infiniment 
proches  comme  abfolument  égales  y  &  ayant  des  différen- 
ces ;;:;»  o  «  &  non  des  différences  =»  -^1  Donc  la  Courbe 

tient  encore  de  ia  nature  de  courbe  ^  &  n  eft  point  abfolu- 
ment droite.  Et  en  effet  chaque  infinité  de\R  wi=-i-j  a  une 

fomme  ==  -i-  >  d  où  il  fuît  que  quand  la  Courbe  eft  devenue 

ce  que  nous  appelions  n'être  que  cenfie  ligne  droite  ^  il  y  a 
aux  deux  extrémités  de  chaque  partie  fbie  defpn  cours  > 
deux  Ordonnées  dont  la  différence  eft  s==  —  ,  ce  qut  n'em- 
pêche pas  la  reâitude^ôc  ne  convient  pas  cependant  à  laligne 
droite  précifément  prife  comme  telle.  Et  enfin  fi  Ton  conçoit 
les  deux  Ordonnée^  pofées  aux  deux  extrémités  du  cours  in- 
jfini  pendant  lequel  les  K  m  ont  été  ==s  -i-^  ^  la  différence  de 

ces  deux  Ordonnées  eft  finie  y  puifqu  elle  eft  la  fomme  d  une 
infinité  d'infinités  de  -^ ,  ou  d'une  infinité  de  —  >  &  cette 

00  00 

propriété  ne  convient  pas  à  une  droite  qui  le  feroit  à  toute 
rigueur.  Tout  cela  revient  aux  art.  70^ ,  &c.  788. 

8^07.  Puifque  la  Courbe  n'eft  courbe  à  la  manière  ordi- 
naire y  Ça  que  nous  connoiifons  que  dans  un  cours  fini  ^  elle 
atteint  fon  Âfymptote  dhs  qu'elle  a  fait  ce  cours  fini  ^cat 
quand  elle  eft  ligne  droite  elle  n'eft  plus  que  cette  Afymp- 
tote mênie.Mais  elle  n'eft  que  re'w/?^' atteindre  fon  Afymptote 
ou  la  devenir  après  ce  cours  fini ,  car  abfolument  ou  à  toute 
rigueur  eile  ne  la  devient  pas  encore.  Cependant  il  eft  aifé 
de  voir  que  cela  fuffît  pour  faire  évanouir  entièrement  tout 
le  furprenaht  de  PAfymptotifme. 
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8 08 •  Si  la  Suite  des  Rmk  termine  par  -—  ^  &  en  g^né-^ 

rai  par  — ~  5  n  étant  fini ,  ôc  plus  grand  que  2  ^  la  Courbe  a 

un  cours  infini,  une  dernière  Ordonnée  finie ,  &  une  Afymp- 
tote ,  &  elle  efl:  courbe  feulement  pendant  un  cours  Fini  in- 
déterminable >  &  ligne  droite  ;  mais  non  abfolùment  &  à  la 
rigueur  i  pendant  un  cours  infini.  Il^ft  très-aifé  de  le  voin 

8 op.  Plus  dans  — ^  dernier  Rm,  Texpofant  n  fera  grand/ 

plus  la  Courbe  >  dont  Taxe  eft  toujours  fuppofé  le  même  In-' 
Hni^  fera  courbe  pendant  un  petit  cours  Fini  indéterminable  ; 
&  plus  le  cours  infini  ^  pendant  lequel  elle  fera  ligne  droite  » 
fera  grand ,  plus  aufii  elle  aura  de  parallélifines  différens  >  6c 
toujours  plus  exaâs  >  depuis  le  premier ,  qui  fe  fera  toujours 
dès  qu  elle  aura  atteint  le  premier  R  m  ==  -^  jufqu  au  der^ 

nier  qui  fe  fera  au  premier  &  unique  — 4- 

confidirstion  g  i  o*  Vôilà  tout  Ce  qui  regarde  la  Courbe  arrivée  au  pa- 
^Lwf  !r!r*'  rallélifme  par  un  cours  infini  ;  Ôc  il  eft  vifible  qu  en  ce  cas  , 
f^rsiiéUfine  c  eft  uue Suitc  mfinîe  fans  changement {666).  Mais ii eue 
^Hni^^^^'  ^^^  arrivée  au  parallélifme  que  par  un  cours  Fini  déterrai- 
Jn^fuite  eantu  nablc  y  il  faut  voir  ce  qu'elle  peut  devenir  après. 
nuê fin  couru  La  Çourbe  avoir  monté  par  rapport  à  (on  axe ,  &  le  côté 
nsLmd^Ti-  parallèle  où  elle  eft  arrivée  n  eft  ni  montant  ni  defcendant. 
lever  su-def-  Ponc  p'cft  uu  Terme  moyen  (571)  qui  par  conféquent 
'^e^flren  (  ^75  )  ^^  détermine  pas  néceflairement  la  Courbe  à  redet 
redsfienÀant  Cendre  vers  fon  axe  ^  mais  la  laifie  indifiérente  entre  rede(^ 
virs  luù  cendre  ou  continuer  de  monter.  Il  n'y  a  rien  de  néceffaire  f 
fi  non  que  les  R  m  deviennent  croiffans  ^  puifque  leur  Suite 
eft  terminée  par  o  ^  ou  par  -^  y  la  moindre  grandeur  qu  elle 

puifie  avoir. 

8 1 1.  Je  ibppofe  que  la  Courbe  tedefcend.  •Ses  Ordon- 
nées font  donc  aécroiflantes,&  comme  leurs  diflFérences  Rm 
font  croiflantes  (  8 1  o) ,  la  Courbe  eft  encore  concave  vers 
fon  axe  (7^5),  ainfi  qu  elle  Fétoit  dans  fon  premier  cours. 

8 12,  Donc  FOrdonnée  qui  répond  au  côté  parallèle  eft; 
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f'  las  grande  que  toutes  celles  des  deux  cours ,  lun  montant  > 
autre  defcendant>  au  lieu  que  dans  le  cours  infini  il  n  y  avoit 
que  la  dernière  qui  fût  la  plus  grande  de  toutes. 

815.  De  plus^  les  Rm  qui  repréfentent  dans  le  fécond 
cours  le  mouvement  vertical  defcendant ,  étant  croiflantes^ 
la  Courbe  defcend  de  plus  en  plus  ^  au  lieu  qu'auparavant 
elle  montoit  de  moins  en  moins. 

8  14.  De  ce  que  les  R  m  croiffetit ,  les  Ppou  MR  étant 
conftans ,  il  fuit  que  dans  le  Triangle  MRmV^nglc  RMm 
efl  toujours  plus  grand ,  &  par  conféquent  le  côté  Mm 
moins  oblique  fur  MR  ^  &  la  Courbe  moins  oblique  à  foa 
axe  y  Ôc  que  par  conféqijpnt  elle  tend  à  lui  être  perpendi* 
culaire.  On  n'a  qu  a  s'imaginer  la  Courbe  A  Mm  renverfée  > 
ou  prife  de  m  vers  A, 

8 1  y*  La  Courbe  doit  arriver  à  un  côté  perpendiculaire^^ 
bu  du  moins  à  un  côté  moins  oblique  que  tous  ceux  de  ce 
fécond  cours;  ce  qui  eft  la  même  chofe  que  les  art.  784  ÔC 
78  j»  renverfés* 

8 1(^.  Le  côté  parallèle  &  le  perpendiculaire  font  les  Ter- 
mes naturels  de  la  pofition  oblique  des  côtés  de  la  Courbe 
par  rapport  à  Paxe  y  àc  un  côté  plus  ou  moins  oblique  que 
tous  les  précédens  du  même  cours ,  n  en  eft  qu'un  Terme 
arbitraire  ((J43  ).  c'eft-à-dire,  fixé  ôc  déterminé  par  fEqua- 
tion  delaCourbe^  Et  comme  les  Termes  arbitraires  peu* 
vent  être  fubftitués  aux  naturels  >  il  eft  poflîble  que  la  Cour-^ 
be  y  qui  dans  fon  fécond  cours  tend  à  la  perpendicularité; 
n'arrive  qu'à  un  côté  moins  oblique  que  les  précédens  >  ôc  y 
termine  ce  fécond  coursk 

817.  Soit  que  dans  ce  fécond  cours  îa  Courbe  arrive  au: 
iTerme  naturel  ou  à  ui(  arbitraire  >  elle  ne  peut  avoir  befoin 
d'un  cours  infini  pour  y  arriver.  Car  ce  Terme  quelconque 
fera  un  côté  pofe  fur  l'axe  dont  la  Courbe  dans  le  cours^ 
qu'on  lui  fuppofe  fe  rapproche  toujours  ;  donc  fi  elle  avoif 
beibia  d'un  cours  infini  pour  arriver  au  Terme  ^  foit  naturel  > 
(bit  arbitraire ,  l'axe  feroit  Afymptote  de  la  Courbe.  Or  tout 
W  mouvement  vertical  defcendant  ^  dont  elle  a  befoin  pour 


280  EtEMENS   DE   LA  Ge'OME'TRIE 

arriver  à  fon  axè  ^  n^eft  que  l'Ordonnée  qui  répoâd  au  côté 
parallèle  d'où  la  Courbe  eft  partie ,  &  cette  Ordonnée  n  eft 
que  finie.  Donc  il  fkidroit  pour  rAfjrmptotifme  que  le  mou- 
vement horifontal fut  infini  (Soi).  S'il  Tétoit ,  il feroit croîf- 
lànt  par  rapport  au  vertical  >  ôc  ici  tout  au  contraire  >  c'eft  le 
vertical  qui  eft  croiflant  par  rapport  à  Thorifontal.  Donc  la 
Courbe  n'arrivera  à  fon  Terme  que  par  un  cours  fini. 
cas  ohu  8 1 8»  Je  ruppofe  que  la  Courbe  arrive  au  Terme  naturel  9 
^T^^éult^'  l'arbitraire  viendra  enfuite.  Quand  la  Courbe  arrive  à  un  côté 
dans\e  perpendiculaire ,  fon  mouvement  ho^fontal  eft  devenu  ab-» 


arrtvei 


fécond  cours  folumcnt  uul  j  &  Ic  vcrtical  fubfiftc  feul  j  au  lieu  que  quand 
tuiIruî^Tn'  la  Courbc  étoit  arrivée  à  un  côté  p^Uele  y  c'étoit  le  contrai-» 
m nuturel.    re  ;  OU  >  ce  qui  revient  au  même  ,  l'angle  RmM  an  petit 

Triangle  Af  K  m  eft  ■-=  o  dans  la  perpendîcularité  ^  au  lieu 
que  dans  le  parallélifine  9  c'étoit  Tangle  R  Mm. 

8  £p.  Dans  le  parallélifme  le  côté  Mm  eft  néceflfairement 
déterminé  à  être  =  MR  =  Pp^Sc  dans  la  perpendicula- 
rite  il  eft  feulement  déterminé  a  être  perpendiculaire  fur 
MR9  mais  fans  aucun  rapport  néceflaire  de  grandeur  à  MRj 
de  forte  que  Mm  peut  être  plus  grand  pu  plus  petit  que  les 
Pp  conftans  félon  une  raifon  quelconque,  ou  leur  être  égaL 
820.  Il  y  a  plus  :  le  côté  perpendiculaire  n*a  point  de 
MR  ou  Pp  qui  lui  réponde ,  au  lieu  que  tout  autre  côté 
oblique  ou  parallèle  en  a  un.  Car  fi  le  côté  peipendiculaire 
commence  la  Courbe  au  point  u^>  il  eft  vidble  que  le  pre« 
mier  Pp  appartient  au  côté  qui  fuit  le  perpendiculaire ,  6c 
que  celui  qui  appartiendroit  au  côté  perpendiculaire  >  &  qui 
devroit  être  à  la  gauche  du  point  ^ ,  n'ejcifte  point.  Ce  fera 
le  même  raifonnement  fi  le  côté  perpendiculaire  termine 
un  cours  de  la  Courbe ,  ôc  même  quand  on  le  fuppofera  en* 
tre  deux  cours  confécutifs. 
^î/^ï       82  !•  Selon  la  divifion  de  l'art.  810,  la  Courbe  ^Mm 
^ôminsumtdê  arrîvéeau  parallélifme ,  peut  continuer  de  monter  >  les  Rm 
nronter ,  tind  ^taut  tou jours  uéceflairement  croiiTans.  En  ce  cas ,  fes  Or- 
dkuMté^    données  étant  toujours  croiffantes ,  &  leurs  diflférences  R  m 
Mprh  avoir  eu  ïéoM  dcveuues  ;  elle  montera  toujours  de  plus  en  plus  >  au 

une  inflexion.  *-         j-_ 
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li^u  qu'auparavant  elle  montoit  de  moins  en  moins  >  ce  qui 
eft  un  changement  poffiblc  ((J48). 

%  11.11  n'y  a  point  là  de  plus  grande  Ordonnée,  puif- 
qu^elles  vont  toujours  en  croiflant. 

S23.  La  Courbe  dans  fon  fécond  cours  tend  auflî  à  la 
perpendicularité ,  puifque  les  /J  w  crôiffent. 

824.  De  ce  que  les  Rm  crôiffent  auflî-bien  que  les  Or- 
données y  il  fuit  que  la  Courbe  devient  convexe  vers  fon  axe 
AB  9  de  concave  qu'elle  étoit  {76$)^  Elle  devient  la  Courbe 
de  la  Fig,  III. 

82^.  Toute  Courbe  étant  une  Suite  dont  les  variations 
font  infiniment  douces  (6S3)  y  h  Courbe  n'a  pu  paffer  de  la 
concavité  à  la  convexité  vers  le  même  axe  fans  paffer  par  un 
Terme  ou  moyen  ou  commun.  Comme  la  concavité  d'une 
Courbe  vers  un  axe  confiile  dans  Vobverfton  de  fes  angles 
obtus  vers  cet  axe  y  il  Êiut  que  cette  obverfion  vienne  a  fe 
faire  du  côté  oppofé ,  afin  que  la  Courbe  devienne  de  conca- 
ve convexe.  Si  Tob  verfion  peut  ne  fe  faire  ni  d'un  côté  ni  de 
l'autre,  ce  fera  là  un  Terme  moyen.  Or  cela  ne  peut  arriver 
que  par  deux  côtés  confécutifs  exaâement  pofés  bout  à  bout 
en  ligne  droite;  alors  Tangle  obtus  qu'ils  feront  entr'eux^ 
étant  exactement  de  1 80  ^  ou  nul  ^  car  cela  revient  au  même  j 
il  ne  fera  tourné  ni  vers  l'axe  AB  y  ni  du  côté  oppofé.  On 

Î)eut  même  concevoir  qu'il  y  a  deux  angles  de  180^  dont 
un  eft  tourné  vers  ABy  &  lautre  du  côté  oppofé.  Ainfî  ce 
même  Terme  peut  être  conçu  &  comme  moyen ,  &  comme 
ccmimun  y  &  cela  le  rend  unique  pour  le  paffage  de  la  conca- 
vité à  la  convexité.  En  effet  il  eft  impoffible  d'en  imaginer 
un  autre.  Donc  dans  la  fuppofition  préfente  y  la  Courbe  qui 
dans  fon  premier  cours  eft  arrivée  au  parallélifme  en  montanti 
fie  continue  de  monter  dans  le  fécond^  a  terminé  fon  premier 
cours  par  deux  côtés  confécutifs  Mm  Se  m/i  parallèles  à 
Taxe  y  &  pofés  exaâement  bout  à  bout  en  ligne  droite. 

Le  paffage  de  la  concavité  à  la  convexité  vers  le  même 
axe  >  ou  au  contraire  >  s'appelle  Inflexion  ;  &  le  point  où  il  fe 

Nn 


28a  Elemens  de  la  Ge'ome'trie 

Inflexion,  fait  point  â' inflexion ,  car  les  deux  côtés  infiniment  petits  ne 
font  qu'un  point  dans  le  Pini. 

825.  A  deux. côtés  parallèles  répondent  néceflairement 
trois  Ordonnées  égales  infiniment  proches ,  dont  par  confé- 
quent  les  deux  différences  Rm  font  chacune  =  o. 

827.  Un  côté  parallèle  étant  ==  P/^  (  8  ip  ) ,  &  les  P/i 
étant  conftàns  ^  les  deux  côtés  parallèles  où  fe  fait  PInflexion 
font  égaux, 

828.  Et  même  indépendamment  de  lafuppofition  arbi- 
traire des  Pp  conftàns  j  comme  Teffence  de  l'Inflexion  de- 
mande qu  elle  fe  faffe  par  deux  côtés  exaÛement  pofés  en 
ligne  droite,  il  feudroit  toujours  les  concevoir  égaux,  parce 
qu'il  n'y  auroit  nulle  raifon  de  les  concevoir  inégaux. 

c/is  oh  la       82p.  Si  Ton  fuppofe  que  la  Courbe  j  au  lieu  d'être  arrivée 
coMrhe  efi    ^  \^  flj^  j^  Çqj^  premier  cours  au  Terme  naturel  de  Tobliquîté 

arrivée  dans  -  ^r  -ni  ^y  111  /*•  •/  »* 

fon  premier  croillante  ^  qui  clt  le  cote  parallèle^  ne  loit  arrivée  qua  un 
coursynonaié  Terme  arbitraire  qui  fera  un  côté  plus  oblique  feulement  que 
3>w/  nZu'  ^^"s  ^^s  précédens  y  &  moins  que  les  fuivans ,  puifqu'il  fera 
rei  de  tobii-  Terme  &  Origine  y  il  s'enfuivra  y  i  ^.  Que  les  Rm  décroiffans 
?r!?-  ^^^*^'   arriveront  à  un  plus  petit  y  &  feront  enfuite  croiffans.  2°.  Que 

Jante,  mats    *      a^        t  i    r  i  i>  î^ti 

feulement  au  la  Courbe  ne  pourra  redeicendre  vers  Taxe  y  parce  qu  elle 
Terme  arhi^  n^aura  paffé  par  aucun  Terme  qui  foit  moyen  entre  monter 
fera  uneVel-  &  dcfcendre ,  OU  comuiun ,  &  que  par  conféquent  la  Courbe 
saine  obii^    Continuera  de  monter,  &  fes  Ordonnées  d'être  croiflàntes- 
\TJnde^que    l^onc  la  Courbc  concave ,  tant  que  les  Rm  étoient  décroif* 
toutes  les     fans  y  fera  enfuite  convexe.  Or  elle  ne  peut  paffer  de  la  conca- 
^h^fllxhn!'    v^^^  ^  '^  convexité  que  par  l'Inflexion  (  82  y  ).  Donc  fi  la 
Courbe,  au  lieu  d'arriver  à  un  côté  parallèle ^  arrive  à  un  côté 
le  plus  oblique  de  tou5  les  précédens  y  qui  foit  Terme  arbi- 
traire de  fon  obliquité  croiflante ,  elle  a  néceffairement  une 
Inflexion  en  ce  même  point,  &  elle  pouvoit  n'en  avoir^as, 
lorfqu'elle  arrivoir  au  côté  parallèle. 

830.  Donc  lorfque  la  Courbe  arrive  à  un  Terme  arbi- 
traire d'obliquité  croiffantc ,  elle  arrive  à  deux  côtés  égaux 
(  828  )  exadtement  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite ,  au  lieu 
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qu'en  arrivant  au  Terme  naturel  elle  peut  n  arrivef  qu  à  un 
feul  coté. 

831.  Quand  elle  arrive  au  Terme  arbitraire^  il  n'y  a  point 
de  plus  grande  Ordonnée  ^  non  plos  que  quand  elle  arrive  aa 
Terme  naturel  avec  Inflexion  (  822  ). 

932.  Quand  la  Courbe  y  dont  l'obliquité  étoît  crotflànte  > 
arrive  foit  au  Terme  naturel  de  cette  obliquité  avec  Infle- 
xion ,  fbit  au  Terme  arbitraire  ^  il  y  a  trois  Ordonnées  infini- 
ment proches  ^  qui  font  égales  y  fi  TlnBexion  eft  parallèle  y  oa 
en  progrefl(k)n  arithmétique  y  ft  l'Inflexion  eft  obUque  y  & 
alors  les  trois  Ordonnées  font  comme  i  ^  1  ^  3  >  à  cela  prè$  que 
leurs  différences  font  de  fordre  de  -^  >  &  par  conféquent 

dans  les  deux  cas  leurs  différences  font  égales  >  toutes  deux 
zéro  dans  le  i^' ,  &  dans  le  z^  deux  -^  égaux. 

859.  Comme  les  termes  arbitraires  font  le  même  effet 
t)ue  les  naturels ,  quant  au  renverfement  ou  aux  changemcns 
des  Suites ,  la  Courbe  arrivée  à  fon  Terme  arbitraire  d^obli- 
quité  croiffante  ne  peut  ptus^  après  cela  qu'avoir  une  obliquité 
décroiflante  y  ou  fendre  à  la  perpendiculartté* 

834.  Quand  k  Courbe  arrive  à  un  feul  coté  paralffclc^' 
ce  côté  eft  uft Terme  fimple  d'obliquité  croiflante^oiais  quand 
elle  arrive  à  deux  côtés,  foit  parallèles  ^ foit  obliques, ils  font 
en  même  tempsTerroes  d'obliquité  croiflânte,  &  de  concii- 
vité  versraxe,{k  par  conféquent  ils  font  un  Terme  cocnpliqué; 

«  3  5".  Puifiju'une  Courbe  peut  rebrouffcr,  elle  le  peut  étant  cas  du  re^ 
arrivée  au  parallélifme.  Il  faut  alors  un  Terme  ou  moyen  oa  *'''«/^«^»'- 
commun  entre  le  cours  direâ  ôc  le  rétrograde.  Un  Terme 
moyen ,  ce  feroit  un ,  ou ,  (i  l'on  veut ,  deux  côtés  qui  n  ap- 
partiendroient  ni  au  cours  direâ  ni  au  rétrograde ,  mais  cela 
eft  impoflîble ,  pui(qu'il  n'y  a  point  de  mouvement  fans  di- 
reâion.  Refte  donc  que  l'on  conçoive  un  Terme  commun 
qui  appartiendra  au  cours  direft  ^  &  au  rétrograde  -en  même 
tempis  :  &  pour  cela  il  faut  néceffairement  concevoir  que  fur 
le  dernier  côté  du  cours  direct  fe  pofe  exaôement  le  premier 
du  rétrograde,  moyennant  quoi  ce  côté  double,  qui  n'en  vaut 
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qu  un  y  appartient  en  même  temps  aux  deux  cours.  Il  efi 
cfFedivement  néceflaire  ^  félon  l'art.  771 ,  que  la  Courbe  re- 
broufTante  parte  du  dernier  point  de  Ton  cours  diceâ  pour 
rebroufTer  y  6c  ici  le  côté  double  n  eft  que  ce  point  commua 
aux  deux  cours. 

S  s  6.  Les  deux  côtés  font  égaux  ^  puifqu  ils  font  le  même 
Terme  commun. 

837.  Comme  la  Courbe  arrivée  au  paraUélifme  èft  in^ 
différente  entre  redefcendre  ou  continuer  de  monter  (8  lo)  5 
Ï16.  IV.  la  Courbe  y^iWm  arrivée  aux  deux  côtés  Mm  àcm/i  paral- 
lèles &  rebrouffans  j  peut  ou  redefcendre  vers  j^B  comme 
par  la  branche  MC^  ou  continuer  de  monter  par  la  branche 
MD.  Tout  ce  qu'il  y  a  de  néceffaire  >  c'eft  que  dans  fon 
fécond  cours  elle  tende  à  la  perpendicularité  >  comme  dans 
la  Fig.  m  ^  &  par  la  même  raifon. 

8  ;8.  Au  lieu  que  la  Couibe  rebrouflànte  redefcend  dans 
la  Fig.  iv^  par  la  branche  MC extérieure  à  la  première  bran- 
che y4  Mm ,  elle  peut  redefcendre  par  une  autre  branche  in- 
térieure y  ôc  alors  il  faudra  concevoir  le  côté  rebrouflant  m  /» 
pofé  fous  le  direâ  Mm  y  au  lieu  que  dans  la  Figure  il  eft  pofé 
deffus  y  mais  cela  ne  change  abfolument  rien» 

85p.  Si  la  Courbe  redefcend  par  une  branche  >  foit  inté- 
rieure à  /IMm  y  foit  extérieure  comme  MCy  elle  eft  concave 
vers  A  B  comme  dans  fon  premier  cours  >  puifque  fes  Otdoxi'- 
nées  font  décroiffantes^  &  leurs  différences  croiffantes  (8 1 1\ 
Si  la  Courbe  continue  de  monter  par  la  branche  MD  y  elle 
eft  convexe  vers  AB. 

85  p.  Il  pourroit  donc  fembler  que  dans  ce  fécond  cas  il 
y  auroit  rebrouffement  &  inflexion  ^  mais  il  ay  a  réellement 
que  rebrouffement.  L'un  &  lautre  doivent  être  quelque  chofe 
de  réel  &  d'indépendant  de  ce  que  la  Courbe  fera  rapportée 
à  un  axe  ou  à  un  autre  y  ce  qui  eft  arbitraire.  Il  eft  bien  vrai 
que  la  Courbe  rebrouffente  AMD  y  rapportée  à  l'axe  ABy 
eft  concave  Vers  cet  axe  dans  la  branche  A  M  y  &  convexe 
dans  la  branche  MD  ;  mais  (i  on  la  rapporte  à  un  axe  per* 
pendiculaire  à  ABy  elle  fera  dans  fes  deux  branches  concave 
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îou  convexe  vers  ce  nouvel  axe ,  &  par  conféquent  n'aura 
point  d'inflexion  par  rapport  à  lui  j  mais  elle  fera  toujours 
rebrouffante.  Donc  elle  n'a  réellement  que  rebrouflement.  Si 
on  rapporte  la  Courbe  de  la  Fig.  m  à  un  axe  perpendiculaire 
2,AÈj  on  verra  qu'elle  eft  toujours  concave  vers  ce  nouvel 
axe  dans  une  de  fes  branches^  &  convexe  dans  lautre^  ce  qui 
marque  qu  elle  a  réellement  inflexion. 

840.  Dans  le  Rebrouflement  fait  par  deux  côtés  paral- 
lèles exaâement  pofés  l'un  fur  l'autre  >  il  y  a  comme  dans 
rinflexion  trois  Ordonnées  égales;  mais  au  lieu  que  dans  l'in-* 
flexion  les  trois  Ordonnées  font  pofées  de  fuite  >  dans  le  re- 
brouflement la  3°^  va  fe  pofer  fur  la  i'%  de  ibrte  que  la  3""^ 
&  la  1"  font  exaâement  confondues  en  une  feule» 

841 .  Cependant  comme  l'idée  de  rebrouflement  demande 
que  ces  deux  Ordonnées  confondues  en  une  feule  foient  deux, 
&  non  pas  une  feule  y  il  faut  concevoir  dans  le  rebrouffement 
parallèle  >  aufTi-bien  que  dans  l'inflexion  parallèle  y  trois  Or- 
données égales  y  dont  les  diflérences  foient  chacune  =:  o , 
comme  dans  l'art.  832. 

842.  Comme  la  Courbe  peut  avoir  une  inflexion  oblique 
auffi-bien  que  parallèle  y  elle  peut  avoir  un  rebrouffemenc 
oblique  auili-bien  que  parallèle^  car  il  eil  clair  que  les  deux 
côtés  rebrouffans  y  exaâement  pofés  lun  fur  l'autre  y  font  in- 
diflférens  à  toute  pofition  à  Tégard  de  Taxe. 

845.  £n  ce  cas  il  faut^  comme  dans  celui  du  rebroufre-" 
ment  parallèle  (  8  37  )>  que  la  Courbe  ou  continue  de  monter 
par  la  branche  MD  y  ou  redefcende  par  la  branche  MCy  foie 
extérieure  à  la  branche  direâe  AMy  comme  dans  la  Fig.  i  v^ 
foit  intérieure.  Et  pour  s'en  convaincre  encore  plus  ^  il  n'y  a 
qu'à  concevoir  la  branche  rebrouffante  ^  foit  MD ,  foit  MC 
égale  &  femblable  à  lia  direâe  AMy  ïn  ayant  avec  elle  un 
côté  commun  m/A  ==  M  m  y  ai  qu'il  s'agit  de  jpofer  cette 
branche  M D  ou  MCy  de  forte  qu  elle  rebroufie  à  l'égard 
de  A  M.  On  ne  pourra  la  pofer  que  de  deux  manières^  ou 
entièrement  fur  AMy  de  forte  qu  elle  décrira  do  MtnA  le 
même  chemin  que  l'aytre  avoit  décrit  de  A  en  M^  ou  dé 
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façon  qu  elle  foit  adoiFée  contre  A  M  y  &  qu  ainfi  elles  aient 
toutes  deux  leurs  convexités  oppofées.  De  la  i^"^  maniéré  >  la 
branche  rebronfTante  redefcendra  vers  Taxe  y  ôc  fera  concave 
vers  cet  axe ,  comme  Fétoit  la  branche  direâe  ;  de  la  2^ ,  la 
branche  rebroufTante  continuera  de  s'élever  au  defTcss  de  Taxe^ 
comme  Êiifoit  la  direâe  >  fie  fera  convexe  vers  Taxe  >  au  lieu 
que  la  direâe  étoit  concave*  Maintenant  que  la  branche  re- 
broufiame  ne  foit  ni  égale  nî  femblable  à  la  direâe  y  il  eft 
vifible  que  cela  ne  fait  nen  à  ce  que  nous  confidérons  ici  fui 
fa  pofition. 

844.  Si  la  Courbe  AMy^  arrivée  à  un  rebroufiemenc 
oblique  y  redefcend  par  k  branche  MCy  fes  Ordonnées  de^ 
viennent  donc  décroiffantes  >  fie  la  Courbe  en  même  temps 
cft  concave  vers  Taxe  ( 843  )  >  donc  lea  différences  Km  font 
devenues  croiifantes  y  au  liea  qu  elles  étoient  décroiflantes 
dans  le  cours  direâ.  St  la  Courbe  A  M  continue  de  monter 
par  la  branche  MDy  fes  Ordonnées  continuent  d'être  ctoif- 
l^tes  ^  6c  en  même  temps  elle  eft  convexe  vers  Taxe  (843V 
Donc  les  différences  Rm  font  encore  croiffantes^  Donc  la 
Courbe  dK>iat  Tobliquité  étoit  croisante  > arrivée  à  un  rebrouf* 
fement  obti<|ue>  aen&ite  une  obliquité  décroiâànte^  ou  tend 
à  la  perpendicttlavité  y  de  même  que  la  Courbe  dont  Tobli"- 
quité  étoit  pareillement  croiflante  >  fie  qui  eft  arrivée  à  une 
inflexion  oblique  (  8ap  )• 

84;.  Donc  la  Courbe  arrivée  à  un  rebroufiement  obll* 
que>  audi^bien  que  la  Courbe  arrivée  à  une  inflexion  oblique  > 
eft  arrivée  en  même  temps  à  un  Terme  arbitraire  d'obliquité  > 
c'eft-à-di£e  y  à  deux  côtés  égaux  plus  obtiques  que  tous  les 
précéderas  y  ôc  moins  que  les  fiiivans» 

845*  Les  trois  Ordonnées  infiniment  pcoches^  qui  répon-^ 
dent  au  rebrouâement  oblique^  fie  dont  les  deux  extrêmes 
font  confondues  enfemble  (840) ,  font  en  concre-progreflîon 
arithmétique  ,  ou  comme  i  y  ^yty^n  liea  que  les  trois  qui 
répondent  à  l'inflexion  oblique  font  en  progreflion  arithmé^ 
tique  (  8  32  )  ^  ou  comme  i  >  ty  ;.  Quant  à  celles  qui  répon^ 
denc  à  TinUttiion  ou  a&  cebroui&ment  parallèles^  elles  font 
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dans  la  moindre  progreffion  ou  contre-progreffion  arithmé- 
tique poflible. 

847.  On  a  vu  tout  ce  qui  appîirtîent  à  une  Courbe  qui  a    confidin^ 
comm'encé  par  tendre  au  parallélifme ,  foit  qu'elle  y  foit  ar-  ^''"  {^  ^'^ . 

•/  *  ^    r    '      ^  1  ii>-Ji_  Courbe^  qui 

rivée  par  un  cours  mfini ,  auquel  cas  elle  n  a  pomt  de  chan-  i élevant  tou^ 
gement  •  foit  qu'elle  y  foit  arrivée  par  un-cours  fini ,  auquel  /?''''^/«  àef^ 

Il  lA     ^  .{1         1  ^         r^        A  »    Il  fus  de  fon 

cas  elle  a  du  recevoir  des  changemens^,  fcK  même  qu  elle  ne  ^xe^  tendon 
foit  arrivée  qu'à  un  Terme  arbitraire  de  fon  obliquité  crqif-  arrive  à  iu$ 
fante^  Maintenant  conffdét?ons;  une  Courbe  qui  -commence  ^^^X«/^r7 
par  tendre  à  la  perpendicularité»  On  fuppofe  toujours  qu*elle  fi^f  par  un 
s'élève  au  deffus  de  Taxe  >  &  parconféquent  que  fes  Ordon-  ^^?"  /»'. 

j        r  *ir  *  ^  T.  Jott  par  un 

nées  font  croinantes.  cours  infini. 

En  général  il  ne  faudroit  ptdfehtement  que  changer  Taxe 
des  Courbes  des  Fig.  11 , m  &  iv ,  &  ks  rapporter  à  un  axe 
mené  au  point  A  perpendiculairement  zABAX  eft  clair  que 
tout  ce  qui  étoit  mouvement  horiibntal^  deviendroic  vertical, 
&  réciproquement^  &  que  toutes  les  conféquences  qu'on  a 
déjà  tirées  reviendroient.  Cependant  il  eft  bon  de  confidérer 
en  elle-même  la  fuppofuion  préfente.  Il  en  naîtra  des  réfle^ 
xions  particulières. 

848-  La  Courbe  aura  commencé  par  avoir  un  côté  pa- 
rallèle à  l'axe ,  ou  du  moins  plus  oblique  que  tous  ceux  qui 
le  fuivront  dans  la  même  variation ,  puifque  fon  mouvement 
perpendiculaire  ou  vertical  eft  croiflaot. 

84p.  Les  Ordonnées  >  &  leurs  différences  Rm  qui  repré- 
fentent  le  mouvement  vertical ,  étant  croiffantes,  la  Courbe 
qui  ira  de  /f  en  M  fera  convexe  vers  Taxe  A  B.  F  i  g.  v. 

5  jo*  Dans  la  perpendicularité  le  mouvement  horifontal 
doit  être  nul  par  rapport  au  vertical  j  ainfi  que  dans  le  parai- 
léiifme  le  vertical  eft  nul  par  rapport  à  l'horifomal ,  &  en 
effet  les  deux  idées  de  vertical  &  d'horifontal  s'excluent  né- 
ceffairement  l'une  l'autre.  Mais  comme  on  a  vu  que  dans  le 
parallélifme  le  mouvement  vertical  peut  être  ou  abfolumenr 
zéro ,  ou  feulement  infiniment  petit  par  rapport  à  l'horifontal, 
&  de  tous  les  degrés  différens  d'Inlîniment  petit,  de  même 
dans  la  perpendicularité  le  mouvement  horifontal  peut  être 
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ou  abfolument  zéro  ^  ou  (eulement  infiniment  petit  par  rap-^ 

port  au  vertical ,  ôcc. 

8  j  i.  Donc  les  Pp  qui  rcpréfentent  le  mouvement  hori- 
ibntai  peuvent  ^  quoiqu'ils  aient  été  fuppofés  conftans ,  de* 
venir  ou  abfolument  nuls ,  ou  infiniment  plus  petits  qu'ils 
n'étoient  fuppoiës.  Ils  peuvent  devenir  abfolument  nuls^parce 
que  quoiqu'il  foit  vrai  qu'une  grandeur  confiante  doit  être 
t^jours  la  même  tant  qu^elle  exifle  ^  il  ne  s'enfuit  pas  qu'elle 
doive  exifler  toujours  ;  &  ils  peuvent  devenir  infiniment  plus 
petits  qu'ils  n'étoient ,  parce  que  c'efl  la  même  chofe  que 
n'exiiler  plus  >  du  moins  par  rapport  à  ce  qu^ils  étoient. 

8^2.  Il  eft  clair  que  ce  ne  peut  être  qu'à  l'origine  ou  à 
l'extrémité  d'un  cours  d'une  Courbe  que  les  Pp  n'exiftent 
plus ,  &  par  conféquent  ils  exigeront  par  tout  ailleurs ,  &  fe- 
ront conflans  félon  la  fuppofîtion. 

855.  La  Suite  croiflante  des  Rm  peut  fe  terminer  par  ^ 

(  dop  )  >  &  alors  elle  efl  ou  fimplement  infinie  ^  auquel  cas  la 
îbmme  en  efl  finie  (  6op }  y  ou  infiniment  infinie  y  auquel  cas 
la  fomme  en  efl  infinie  (6^2).  Donc  dans  le  i"  cas  l'Or- 
donnée par  laquelle  la  Courbe  arrive  à  la  perpendicularité  efl 
finie  >  &  dans  le  2^  infinie.  Donc  dans  le  i"  cas  le  mouve- 
ment vertical  par  lequel  la  Courbe  efl  arrivée  à  la  perpendi- 
cularité efl  fini  y  &  dans  le  2^  infini. 

8  y4.  Dans  la  perpendicularité  MR  ==  Pp  étant  nul  par 
rapport  àJfiw(8yo),le  côté  de  la  Courbe  efl  toujours  ==a 
R  nié  Donc  quand  la  Suite  fe  termine  par  -i-  ^  la  Courbe  qui 

n  eft  perpendiculaire  que  par  fon  dernier  côté  =  Rm  y  ne 
Teft  que  dans  une  étendue  de  l'ordre  de  -^,  &  cela  >  foit  que 

fon  cours  vertical  foit  fini  ou  infini. 
jyiférent       g^j.^  J'examine  d'abord  le  cas  où  ce  cours  efl  infini,^ 
clt^e  ^ant  parce  que  la  Courbe  n'a  alors  qu'une  variation  fans  change- 
tmcotfTs  in-  ment ,  ce  qui  eft  plus  fîmple. 

u^p^ndf"      Puifque  la  Courbe  a  eu  un  cours  vertical  infini  y  &  qu  elle 
tiéiarité  fans  ^•çQ^  perpendiculaire  que  par  un  côté  ==  -^  (85*4) ,  elle  a 

fil^fc  A'  donc  eu  une  infinité  d'infinités  de  côtés  obliquçs  auxquels  ont 
fjmftotifmi.  par 
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TOt  conféquent  répondu  une  infinité  d'infinités  de  Fp ,  c  eft- 
a-dire  un  axe  infini  y  &  par  conféquent  le  mouvement  hori- 
fontal  de  la  Courbe  eft  alors  infini  auffi-bien  que  le  vertical. 

8^5.  Donc  elle  n'a  point  d'Afymptote  (  80 1  ). 

8  ;7*  En  même  temps  il  faut,  à  caufe  de  la  perpendicu- 
larité  >  que  le  dernier  de  la  Suite  infiniment  infinie  &  conf- 

tante  des  Pp  foit  nul  par  rapport  \Rm  ==  -^ ,  donc  il  faut 
que  ce  dernier  Pp  foit  i=  o ,  ou  au^moins  = 


00 


8  y  8.  Il  ne  doit  pas  être  d'un  ordre  inférieur  à-^^  j  puif- 

que  la  perpendicularité  qui  fe  fait  par  un  lim  ==  -^  n'en 

exige  pas  davantage. 

S$^.  Et  même  fi  la  Suite  des  Rwi  toujours  terminée  par 

un  R;;?  de  Tordre  potentiel  de  -i-,  l'étoit  par  un  Rm  d'un 
ordre  radical  fupérieur,tel  que  -^  ou  -^-^  &c.  le  dernier 


00  00 


pp  pourroit  être  =  -55-  >  car  -^  eft  nul  par  rapport  à  — ^. 


00 


%6o.  Si  la  Suite  croiflTante  des  Rm  fe  termine  par  i 
<  (Ji  o  )  >  la  Courbe  eft  perpendiculaire  par  un  côté  fini,  &  par 
conféquent  ligne  droite  finie.  Si  la  Suite  des  Rm  avoit  été 
{implement  infinie,  la  Courbe  deviendroît  donc  ligne  droite 
après  un  cours  Fini  déterminable ,  ce  qui  ne  fe  peut.  Donc 
dans  ce  cas  le  cours  vertical  de  la  Courbe  eft  néceffairement 
infini  j  ou  la  Suite  des  R  m  infiniment  infinie. 

8  (J I  •  Puifque  Ip  (îernier  côté  eft-  =  R  m  ==  i ,  &  la  Suite 
des  R  m  infiniment  infinie ,  il  y  a  eu  avant  ce  dernier  côté  , 
feul  perpendiculaire ,  une  infinité  d'infinités  de  côtés  obli-. 
ques,  ou  un  axe  ou  mouvement  horifontal  infini.  * 

8(5^2.  Donc  il  n'y  a  point  encore  d'Afymptotifme. 

S6^.  Donc  auffi  le  dernier  Pp  ne  doit  être  que  ^. 

8^4.  Si  la  Suite  des  Rmk  termine  par  00,  la  Courbe 
a  un  côté  perpendiculaire  ==oc>&  par  conféquent  eft  ligne 
droite  pendant  un  cours  infini.  Le  dernier  R  m  ==  00  eft 
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équivalent  à  une  infinité  d'infinités  àc  Rm  croifTans 

qui  feraient  tous  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite  ;  &  par 
conféquent  dans  ce  cas  la  Suite  des*K»i  doit  être  conçue 
comme  infiniment  infinie  >  mais  formée  de  Rm  y  dont  une 
infinité  d'infinités  feront  une  ligne  droite  infinie  y  Ô^tous  ces 
Rm^k  caufe  de  leur  pofition ,  n'auront  point  de  Pp  corref- 
pondans.  Donc  il  n'y  aura  qu'un  nombre  fini  d'infinités  de 
Rm  vers  l'origine  de  cette  Suite ,  qui  puifTent  avoir  des  Pp 
correfpondans ,  ou ,  ce*qui  eft  le  môme ,  l'axe  ou  le  mou ve-? 
nient  horifontal  ne  fera  que  fini. 

8  5 y.  Donc  il  y  aura  Afymptotifme. 

$66.  Un  feul  Pp  =  -^  répondra  à  la  ligne  droite  in- 
finie ==  R  m. 

S  67.  La  Courbe  ne  fera  courbe  que  pendant  un  cours 
Fini  indéterminablet 

Ce  ne  font  là  que  les  art.  7pp ,  800 ,  &c.  renverfés ,  mais 
dont  le  renverfement  pouvoit  avoir  quelque  difficulté. 

S6S.  Puifque  dans  le  cas  de  Rm  =  00  j  la  Courbe  n'eft 
courbe  que  pendant  un  cours  Fini  indéterminable,  on  peut 
concevoir  ii  ^ ,  qui  efl  toujours  par  fa  nature  la  différence  de 
deux  Ordonnées  infiniment  proches  y  comme  la  dififérence 
de  l'Ordonnée  finie  qui  termine  ce  cours  Fini  indétermina- 
ble ,  &  de  rinfinie  qui  la  fuit,  &  qui  efl,  après  une  étendue 
finie ,  la  Courbe  même  devenue  ligne  droite  infinie. 

869.  De  tout  cela  il  fuit  que  quand  la  Courbe  arrive  à  la 
perpendicularité  par  un  cours  infini ,  elle  n'a  point  d'Afymp- 
tote  tant  que  Rm  n'efl  que  d'un  ordre  au  defTus  de  Pp 
{S6oyS6i,  852),  &  qu'elle  n'en  a  une  que  quand  Rm  tOi 
de  deux  ordres  au  defTus  de  P/?  (  8  5^ ,  8  5y  )  ;  car  alors  R  m 

870.  Et  comme  afin  qu'une  Courbe  qui  arrive  au  parai- 
lélifme  par  un  cours  infini  ait  une  Afymptote ,  il  faut  que  R  m 
foit  au  moins  =  -^  {799 y  800,  808  ) ,  Pp  étant  tou- 
jours néceffairement  ==  -^j,  il  faut  que  pour  l'Afymptotifme 
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parallèle  ou  perpendiculaire,  il  faut  que  Km  io\t  au  moins 
de  deux  ordres  au  deflbus  ou  au  deffus  de  Pp.  Et  en  effet 
rAfymptotifme  confifte  en  ce  que  des  deux  mouvemens  de 
la  Courbe ,  l'horifontal  &  le  vertical  y  Tun  efl  infini ,  Pautre 
fini.  Les  Pp  font  les  parties  infiniment  petites  de  fun,  &  les 
R  m  les  parties  infiniment  petites  de  fautre»  Il  faut  donc  que 
celui  des  deux  qui  doit  être  infini ,  ait  une  infinité  d'infinités 
de  ces  parties  qui  exiftent ,  tandis  que  Tautre  n'en  aura  qu'un 
nombre  Amplement  infini ,  ou  une  infinité  d'infinités  qui 
feront  infiniment*  moindres  que  celles  du  premier.  Or  il  eft 
fur  que  cela  eft  ainfi,  quand  la  Suite  des  Kmk  termine  par 
une  grandeur  qui  eft  de  deux,  ordres  au  deffus  de  celle  qui 
termme  la  Suite  des  Pp ,  ou  au  contraire. 

871.  Dans  rAfymptotifme  parallèle  on  conçoit  naturel- 
lement une  infinité  d'infinités  de  Ppz=  —  y&c  un  nombre 

Amplement  infini  de  Rm  ==  -^ ,  &  une  infinité  d'infinités 
de  Rm=  -^  terminée  par  un  dernier  R  m  =;=  -—  pour  le 

moins.  Mais  comme  la  Courbe  eft  parallèle  ou  ligne  droite 
tant  que  durent  les  Rm  =  -i-  ou  ==  -^ ,  on  peut  aufli 

concevoir  que  les  R  m  n  exiftent  plus ,  que  leur  Suite  eft  fim- 
plement  infinie ,  &  que  par  conféquent  il  y  a  une  infinité 
d'infinités  de  P/?  fans  /?  w  correfpondans.  Au  contraire  dans 
rAfymptotifme  perpendiculaire  il  eft  plus  naturel  de  conce- 
voir y  félon  les  art.  8  54  &  8  55 ,  qu'à  un  feul  -R  m  ==  00 
répond  un  P/?  =  -^.  Mais  auffi  comme  Rm  =  oc  eft  équi- 
valent à  une  infinité  d'infinités  de  li  m  ==  -i- ,  ou  à  une  in- 
finité  de  K  m  ==  i ,  on  peut  concevoir  qu'à  chacun  .de  ces 
Km  ==  I  répond  un  Pp  ==:  -i-^  y  ce  qui  n'empêche  point 
que  ces  RmnQ  foient  tous  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite  1 
&  le  nombre  infini  des  Pp  =  — 4  ^^^  répondront  à  ce  nom- 
bre infini  de  /? m  =  i,  ne  feront  qu un  Pp^-^,  tel  qu'on 
Ta  trouvé  d'abord. 

872.  Cette  idée  d*une  infinité  de  Pp  =  -\  ne  détruit 
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F  oint  la  fuppofition  des  Pp  conftans  y  puifqu*elle  n  a  lîeu  qu'à 
extrémité  du  cours  de  la  Courbe ,  où  Ppy  nul  par  rapport  à 
Rm^  peut  être  conçu dun  ordre  dlnfinimem  petit  inférieuc 

à^(8p&8y2). 

87  3.  Dans  rAfymptotifme  parallèle ,  rAfymptote  eft  pa- 
rallèle à  Taxe,  &  perpendiculaire  dans  rAfymptotifme  per- 
pendiculaire^ &  nécefTairemeilt  infinie  dans  les  deux  cas. 
Donc  fi  une  Courbe  a  une  Afymptote ,  il  faut  que  cette 
Afymptote  puifle  être  prife  de  manière  qu'elle  repréfente  ce- 
lui des  deux  mouvemens  de  la  Courbe  qui  fera  infini* 
Cas  oh  u     874.  IVJaintenant  fi  la  Courbe  arrive  a  la  perpendicularî- 
vH  u  7^'"  ^^  P^^  ^^  cours  Fini  déterminable ,  auquel  cas  elle  n  eft  per- 
fZ'^un7J!its  P^"^iculaire  que  par  un  côté  ==  R  m  =='^  >  il  feut  voir  ce 

^ê\^ 7^'*d  ^^ P^"^ arri ver* 

vmplxl%H  I^  ^ft  fô^  d  abord,  que  puifqu^elle  eft  arrivée  par  un  premier 
^ûMinue  d$  cours  à  un  Terme  qui  eft  la  perpendicularité ,  elle  ne  peut 
^ndZt^  Il  P^"^  ^^^5  ^^  fécond  cours  que  tendre  au  paraliélifme.  Donc 
tsraliiii/me.  Ics  R  m  qui  étoicnt  croifians  y  deviendront  décroiflans  >  & 

par  conféquent  la  Suite  des  Rm  qû  arrivée  à  urt  plus  grand  ^ 

ou  à  un  Terme  arbitraire  de  grandeur. 
Cas  oh  u     875'.  La  Courbe  peut  ou  redefcendre  vers  fon  axci  ou 

Courbe reaef^  ^^^^:  j 

fini  par  «^^  Continuer  de  monter. 

nbroufe^         Si  elle  rcdcfccnd ,  le  côté  Mm  ou  elle  eft  arrivée  y  étant 


ment. 


entièrement  perpendiculaire ,  ou  vertical ,  ou  montant ,  U  ne 
'  ®*  •  peut  être  Terme  moyen  entre  un  cours  montant  &  un  des- 
cendant ,.  donc  il  refte  qu'il  foit  Terme  commun  ;  &  il  ne 
peut  letre,  à  moins  qu*il  ne  foit  en  même  temps  montant  & 
defcendant,  &  il  ne  peut  encore  Têtre ,  à  moins  que  Tonne 
conçoive  un  rebrouflfement,  moyennant  lequel  il  y  aura  un 
autre  côté  m  ,u  defcendam ,  exaftement  pofé  le  long  de  Mm 
montant,  de  forte  que  Mm  àc  m/4f  feront  phyfiquement  un 
lèul  côté  qui  fera  en  même  temps  montant  &  defcendant,  & 
ar  conféquent  Terme  commun  entre  le  cours  montant  & 
e  defcendant. 
875..  Il  eft  également  poflible  que  la  branche  rebrouilante 


r. 
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WfcB  foit  pofée  comme  dans  la  Figure ,  de  forte  que  la  Cour- 
be continuera  d'à  vanter  de  ^  vers  5  ^  ou  que  cette  branche  $ 
foit  intérieure ,  foit  extérieure  à  la  branche  direfte  A  Mm  y 
retourne  de  m  vers  A, 

877.  Mais  de  quelque  manière  que  ce  foit,  la  Courbe 
arrivée  à  la  perpendicularité  par  le  côté  Mm ,  ne  peut  redet 
cendre  vers  fon  axe  fans  un  rebrouffement ,  parce  qu'il  lui 
iàut  alors  un  Terme  commun.  . 

878.  Puifque  la  Courbe  redefcend ,  fes  Ordonnées  font 
décroiflantes ,  &  puifqu  elle  tend  au  parallélifme  (874)  y  leurs 
différences  K  m  font  décroifTantes  auflS.  Dolic  la  Courbe  efi: 
convexe  vers  fon  axe  dans  fon  fécond  cours,  comme  dans  le 
premier. 

87p.  Si  la  Courbe  continue  de  monter^  (es  Ordonnées    cm  A  ts 
continuent  d'être  croiflàntes,  &  leurs  différences  Rm  ^oni^^^'J^^J^I^ 
décroiflantes  (878) ,  donc  elle  eft  concave  vers  fon  axe  dans^^^r*»*  i»^ 
fon  fécond  cours,  donc  elle  a  paflé  de  la  convexité  à  la  conca-  ^^^^ 
vite  vers  le  même  axe. 

880.  Ce  paflage  doit  fe  faire  avec  inflexion  (82J),  fi, 
félon  le  raifonnement  de  fart.  8  3p ,  la  Courbe  eft  véritable- 
ment concave  &  convexe  vers  un  même  axe  ,  c*eft-à-dire , 
vers  quelque  axe  qu'on  puifle  lui  donner,  comme  Teft  la 
Courbe  de  la  Fig.  m.  Mais  fi  elle  eft  comme  la  Courbe  de 
la  Fig.  Vf ,  qui  étant  rapportée  à  un  axe  perpendiculaire  à  AB^ 
eft  toujours  concave  vers  cet  axe ,  alors  de  IS  branche  A  M 
con\(pxe  vers  ABj  elle  pafle  à  la  branche  mCconcave  vers 
le  même  AB  parle  côté  perpendiculaire  iWiw^fans  y  avoir 
d'inflexion,  &  ce  côté  Mm  eft  un  Terme  moyen  entre  les 
côtés  du  premier  cours  qui  montoient  de  A  vers  Af ,  &  ceux 
du  fécond  qui  montent  de  m  vers  C,  parce  qail  ne  monte 
ni  de  yf  vers  Af  ^  ni  de  w  vers  C 

881.  Si  la  Courbe  arrivée  h  la  perpendicularité ,  redef^ 
cepd  comme  dans  la  Fig.  v,  l'Ordonnée  qui  répond  au  point 
M  y  eft  plus  grande  que  toutes  celles  qui  l'ont  précédée  dans 
le  1^^  cours,  &  que  toutes  celles  qui  la  fuivenc  dans  le  2^. 
C'eft  lamême  chofe  pour  les  deux  autres  cas  de  Fart.  SjS, 

Il        « 
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mais  ce  n  eft  que  dans  le  i"  des  trois  que  POrdonnée  >  qui 
répond  au  point  M^  eft  appellée  une  plus  grande  Ordonnée  > 
parce  que  dans  les  deux  derniers  Taxe  finit  fous  le  point  M, 
&  que  les  Ordonnées  rebrouffent  fur  Taxe  de  M  vers  y^.  Or 
qu'une  Ordonnée  foit  la  plus  grande  de  toutes  j  parce  qu  elle 
eft  la  dernière  d'un  cours  auquel  Taxe  a  y  pour  ainfi  dire  ^ 
manqué^  cela  n'a  rien  de  fîngulier  par  rapport  aux  Ordonnées^ 
ni  qui  leur  appartienne  ^  à  proprement  parler.  Mais  quand 
elles  viennent  à  décroître^  en  allant  toujours  en  avant  (ur 
i'axe  ^  ou  de  y^  vers  B  ^  c'eft  quelque  chofe  qui  leur  appartient 
plus  particulièrement* 

SS2.  Quand  la  Courbe  continue  de  monter^  foit  fans 
inflexion  ^  fpit  avec  inflexion ,  il  n'y  a  point  là  de  plus  grande 
Ordonnée* 

883.  Quand  la  Courbe  redefcend,  il  y  a  un  rebrouflfe-i 
ment  perpendiculaire  (  877  )  y  c'eft-à-dire,  deux  côtés  perpen- 
diculaires Mmy  m  fiy  exadement  pofés  le  long  l'un  de  Tautre^ 
&  égaux  j  puifqu^ils  font  un  même  Terme  commun.  Donc 
à  ces  deux  cotés  répondent  trois  Ordonnées  qui  j  à  caufe  de 
la  perpendicularité  des  côtés  ^  (ont  fans  Pp  qui  les  féparenti 
&  font  par  conféquent  infiniment  plus  proches  que  toutes 
les  autres  confécûtives  qui  font  inflniment  proches  y  ôc  en 
même  temps  à  caufe  de  l'égalité  des  côtés  =  Rmj  elles  ont 
des  différences  égales^  &  à  caufe  du  rebrouffement  elles  font 
en  contre-progreflion  arithmétique  y  ou  comme  i  ^  2  ^  i* 

884.  Il  en  va  de  même  de  l'inflexion  perpendiculaire  j  à 
cela  près  que  les  trois  Ordonnées  y  qui  y  répondent ,  infini- 
ment plus  proches  que  toutes  les  autres  >  font  en  progreflion 
arithmétique  y  ou  comme  i  ^  2,3. 

885'.  Quant  au  cas  die  la  Fig.  vi ,  rien  ne  détermine  né- 
ceflTairement  le  côté  perpendiculaire  Mm  à  être  égal ,  ni  à 
R  m  qui  le  précède ,  ni  à  celui  qui  le  fuit.  Et  par  conféquent 
il  n'y  a  point  là  trois  Ordonnées  qui  foient  néceflairement  en 
progreflion  ou  contre-progreffîon  arithmétique. 
casphU  SS6.  Si  la  Courbe ,  au  heu  d'arriver  au  Terme  naturel  de 
»#T»^»T/4  ^^  obliquité  décroiffame,  ou  à  la  perpendicularité  y  n'arrive  j^ 
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comme  elle  peut ,  qu'à  un  Terme  arbitraire  y  il  n^y  a  qu'à  t^rpiniieui^^. 
appliquer,  là  tout  ce  qui  a  été  dit  fur  le  Terme  arbitraire  de  "jfj^ J^f, 
Tobliquité  croiflante  dans  les  art.  %2g  y  &c.  854^  car  des /t«  r^m^  «r- 
côtés  obliques  font  toujours  la  même  chofe ,  foît  qu'ils  foient  ^'^^^'>^  h^h  ' 
plus  ou  moins  obliques  que  tous  les  précédens. 

88>  Donc  une  Courbe  d'une  obliquité , foit  croiflante, 
foit  décroifTante,  qui  n'arrive  point  au  Terme  naturel  de  cf  tte 
obliquité  y  c'e(l*à-dire  ^  au  parallélifme  ou  à  la  perpendicula- 
rite  y  arrive  au  Terme  arbitraire ,  c'eft-à-dire ,  à  deux  côtés 
.  égaux  y  plus  obliques  que  les  précédens  y  &  moins  que  les 
fui  vans  y  ou  au  contraire  y  &  cette  égalité  des  côtés  emporte 
l'inflexion  ou  le  rebrouflement. 

8  88.  Il  eil:  clair ^  par  tout  ce  qui  a  été  dit,  que  ce  qui  cas  oh  u 
emporte  dans  ce  cas  l'inflexion  ou  le  rebrouflement^  &  confé-  ^^'"'^'  ^"''" 
quemment  l'égalité  de  deux  côtés,  c'eft  qu'un  fécond  cours  court]nfinii 
fuccede  au  premier,  ou  qu'il  fe  lait  un  changement.  Donc  fl  ^^  Ttrmtmr^ 
cette  raifon  cefle  y  c'eft-à-dire ,  fi  la  variation  eft  infinie  fans  hil^utti croif- 
changement  y  ou  sUl  n'y  a  qu'un  cours,  la  Courbe  pourra >»''*<>«  ^^ 
n'arriver  par  un  cours  infini  qu'à  un  Terme  arbitraire  d'obli-  ^Ahmiltif- 
quité ,  qui  ne  fera  qu'un  feul  côté  plus  ou  moins  oblique  que  tn^- 
ceux  de  la  Suite  infiniment  infinie  qui  auront  précédé. 

8  %^.  En  ce  cas  cette  Suite  infiniment  infinie  de  côtés 
obliques  demande  néceflairement  deux  Suites  pareilles^  Tuner 

de  Ff ,  Pautre  de  /t  w  ,  tous  de  l'ordre  de —,  &  par  confé^ 

^uent  les  deux  mouvemens  de  la  Courbe ,  l'horifontal  ôc  le 
yertical ,  feront  infinis. 

890.  Donc  elle  n'aura  point  d'Afymptote  ni  parallèle  nt 
perpendiculaire  à  ion  axe  (801). 

8pi.  Tant  que  la  Courbe  A  Mm  naura  que  des  côtés  Fi^.  IR 
obliques  à  l'axe  AB ,  les  points  T  où  chaque  côté  Mm  pro- 
.  longé  rencontre  Taxe ,  feront  toujours  à  une  diftance  finie  du 
point  A  y  origine  de  la  Courbe  fur  l'axe.  Car  fi  le  point  T 
pouvoir  êtrp  infiniment  éloigné  de  yf ,  les  lignes  MT  in  AT 
feroient  parallèles  (  69  5  ),  &  par  conféquent  le  côté  Mm  pa- 
rallèle à  l'axe ,  ce  qui  eft  contre  la  fuppofition»  Donc  fi  la 
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Courbe  A  Mm  y  dont  les  côtés  font  toujours  plus  obliques  > 
n'arrive  par  un  cours  infini  qu'à  un  côté  plus  obKque  que 
tous  les  précédens  ,  ce  côté  y  quoiqu'infiniment  éloigné  y 
étant  prolongé  jufqu'à  Taxe,  ne  tombe  que  fur  un  point  T 
î  finiment  diftant  de  A.  Donc  la  ligne  AT  cQ:  finie. 

8p2.  Donc  tous  les  côtés  de  la  Courbe  prolongés  ne  font 
tombés  que  fur  des  points  entre  A  6cTy  toujours  plus  pro- 
ches de  T,  à  mefure  que  ces  côtés  étoient  plus  çbliques.  Et 
il  eft  clair  que  deux  points  où  tombent  deux  côtés  confécu- 
tifs  prolongés  >  font  infiniment  proches  ^  &  que  leur  diflance 
cft  au  moins  de  Tordre  de  '^. 

8pj,  Le  mouvement  de  la  Courbe  >  ou,  ce  qui  eft  la 
même  chofe  >  de  tous  fcs  côtés  pris  enfemble  >  étant  donc  in- 
fini de  A  vers  B  par  la  fuppofition  y  le  mouvement  de  ces 
mêmes  côtés  prolongés  jufqu'à  Taxe  n  eft  que,  fini  de  A  vers  T. 
Or  l'effence  de  TAfymptotifme  eft  que  de  deux  mouvemens 
correfpondans ,  l'un  foit  infini ,  tandis  que  l'autre  n  eft  que 
fini  (80 1).  Donc  il  y  a  là  un  Afymptotifme ,  &  il  confifte 
en  ce  que  la  ligne  TM  qui  fera  fur  l'axe  un  angle  aigu  déter- 
minable  ATMyfhvz  telle  que  la  Courbe  ne  pourra  arriver  que 
par  un  cours  infini  à  avoir  un  côté  y  qui  étant  prolongé  y  foit 
cette  TM.  Donc  TM  fera  Afymptote  de  la  Courbe. 

8p4.  La  ligne  AT  étant  finie  ,  ne  pourra  fournir  aux 
points  T  qu'une  infinité  de  diftances  de  Tordre  de  -^.  Or  il 

y  a  une  infinité  d'infinités  de  côtés  ;  donc  il  n  y  en  aura  qu  urf 
nombre  infini  qui  prolongés  puiflent  tomber  fur  des  points  Ty 
dont  la  diftance  foit  ==  ^,  &  il  eft  vifible  que  ce  feront 

ceux  qui  feront  vers  Torigine  de  la  Courbe.  Quant  au  nombre 
infiniment  infini  des  autres ,  ils  ne  tomberont  tous  que  fur  le 
piême  dernier  point  T^  ou ,  cequi  revient  au  même ,  ils  n  au- 
ront fur  ATquQ  des  diftances  d'un  ordre  inférieur  à  -i-.  Donc 

la  Courbe  y  pendant  un  cours  infini  y  fe  confondra  avec  fon 
Afymptote  TMy  ou  fera  ligne  droite ,  ôc  ne  fera  courbe  que         1 
jpendant  on  cours  Fini  indéterminable ,  ce  qu'on  a  déjà  yû 

êttQ 
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être  une  propriété  inféparable  de  rAfymptotifme. 

%9$.  Puifque  la  Courbe^  pendant  un  cours  infini^  fera 
une  ligne  droite  oblique  à  Taxe ,  elle  aura,  les  Pp  étant  conf- 
tans  y  une  infinité  d'infinités  de  71  w  de  Tordre  de  ^  tous 

égaux ,  &  les  R  m  n  auront  été  décroiflans  que  pendant  le 
cours  Fini  indéterminable ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  les 
Rm  ayant  toujours,  à  caufe  de  lobliquité  perpétuelle ,  un 
rapport  fini  aux  Pp^Ce  rapport  ne  fera  variable  que  pendant 
un  cours  Fini  indéterminable  de  la  Courbe ,  &  confiant  pen- 
dant un  cours  infini ,  ou  du  moins  infiniment  moins  variable. 

8p5.  Donc  quand  la  Courbe  arrive  par  un  conrs  infini 
à  un  Terme  arbitraire  d'obliquité  croiflante ,  ce  Terme  eft 
une  ligne  droite  infinie ,  au  lieu  qu  il  n  en  eft  qu'une  infini- 
ment petite  >  quand  la  Courbe  arrive  à  ce  Terme  par  un 
cours  fini.         • 

897,  Si  Ton  fuppofe  que  la  Courbe  arrive  par  un  cours 
infini  à  un  Terme  arbitraire  d'obliquité  décroiflante ,  ce  fe- 
ra entièrement  la  même  chofe  ;  à  cela  près  que  la  Courbe 
fera  convexe  vers  fon  axe.  Il  ne  fitut  que  rapporter  la  Cour- 
be A  Mm  à  un  axe  tiré  au  point  y4  perpendiculairement  à  Fie.  II. 
A B,  6c  tous  les  mêmes  raifonnemens  reviendront. 

-  85)8*  Donc  toute  Courbe  qui  arrive  par  un  cours  infini 
à  un  Terme  arbitraire  d'obliquité ,  a  une  Afymptote  oblique 
à  fon  axe ,  6c  qui  fait  avec  cet  axe  l'angle  aigu ,  qui  eft  le^ 
Terme  arbitraire  de  Fobliquité  de  la  Courbe. 

8i)p.  Si  on  prend  cette  Afymptote  pour  axe  infini ,  ou 
pour  ordonnée  infinie  de  la  Courbe ,  alors  on  retombe  dans 
le  cas  de  l'Afymptotifme  parallèle  ou  perpendiculaire. 

poo.  Le  caraûere  général  de  TAfymptotifme  eft  que  le 
cours  de  la  Courbe  étant  infini ,  le  dernier  R  m  ait  un  rap- 
port fini  2Mpp,  correfpondant ,  ce  qui  arrive  dans  PAfynap- 
totifme  oblique  (  8p  y  ) ,  ou  que  R  m,  foit  de  deux  ordres  au 
defibus  ou  aq  deflus  de  Pp  y  ce  qui  arrive  dans  TAfymp- 
totifine  parallèle  ou  perpendiculaire  (870). 

5>o  I .  Réciproquement  û  le  cours  de  la  Courbe  étant  infi- 
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ni ,  le  dernier  Ai»  a  un  rapport  fini  au  Pp  correfpondant  y  îl 
y  a  un  Àfymptorifme  oblique,  &  fi  -Ri»  eft  de  deux  ordres  au 
defius  ou  au  deflbus  de  P/? ,  il  y  a  Afymptotifme  perpendi- 
culaire ou  parallèle  ;  perpendiculaire  dans  le  i^^  cas ,  pa^ 
rallele  dans  le  2^. 
§iui  Pangie  5^02.  Voilà  tout  cç  quî  regarde  toutes  les  pofitions  poflî* 
de  contingent  y[^^  j^  ^  Courbc  par  rapport  à  un  axe  $  &  Ion  n  a  vu  au- 

fni!  '  '^'eun  cas  où  Tangle  de  contingence  de  deux  côtés  confécu- 
ùfs  pût  être  fini  ;  mais  il  y  a  plus  y  il  refulce  de  tout  ce  qui 
SI  été  dit ,  qu'il  ne  peut  Têtre ,  &  c'eft  là  ce  qui  a  été  laûffé 
comme  «n  fijfpens  dans  lart,  747. 

Je  fuppofç  que  le  premier  des  deux  côtés  qui  feront  entre 
eux  l'angle  de  contingence  fini  y  foit  oblique  &  montant ,  àc 
d'uue  telle  obliquité  que  le  côté  fiiivant  ne  puifle  faire  avec 
lui  l'angle  de  contingence  déterminé  fans  rçdefcendre  vers 
l'axe,  car  tout  cela  pourra  toujours  être  par  rapport  à  quelque 
axe  que  je  donnerai  à  .la  Courbe  i  elle  montera  donc  par 
ce  premier  côté,  &  redefcendra  par  le  fuîvant ,  fans  avoir 
pané  par  aucun  Terme ,  ni  moyen,  ni  commun ,  ce  quî  eft 
impoflîble ,  &  contraire  à  la  douceur  infinie  qui  fait  reffen- 
ce  de  la  variation  dçs  Courbes.  Dorx  l'angle  de  contingen- 
ce fini  eft  îmDoflîble. 

903.  De  plus  l'angle  de  contingence  fini  feroît  aigu^  puif- 
qu  il  feroit  le  dernier  d'une  Suite  infinie  d'angles  aigus  infi- 
niment petits.  Ce  feroît  donc  lin  aîgu  toujours  plus  grand  ,, 
félon  que  la  Suite  d'angles ,  dont  il  feroit  la  dernière  gran- 
deur^ feroit  plus  croiffante ,  &  enfin  elle  pourroît  l'être  à  tel 
point ,  qu'il  feroit  le  plus  grand  de  tous  les  aigus ,  c*eft-à-di* 
le ,  droit  ;  &  par  conféquent  il  y  auroit  un  axe  par  rapport 
auquel  la  Courbe  arrivée  au  paraUélifme>  arriveroit  auffi-tôc 
après ,  &  dès  le  côté  fuivant  à  la  perpendicularité.  Or  deux 
.Termes  ne  peuvent  être  contigus  (582). 

P04.  On  peut  ajouter  enfin  que  fi  l'angle  de  contingence:: 
pouvoir  être  fini ,  la  variation  croiflante  qui  l'y  conduiroit  ^ 
pourroit  être  croiflante  de  moins  en  moins  ,  &  par  confé- 
quent arriver  à  l'Egalité ,  c'eft-à-dire ,  à  deux  angles  de  coa- 
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dngence  finis  ôc  égaux  confécutift.  En  ce  cas  il  y  auroit  un 
côté  de  la  Courbe  dont  les  deux  extrénûtés  feroient  les  fom- 
mets  de  ces  deux  angles  >  &  ces  angles  étant  finis  >  les  fom- 
mets  en  feroient  fenfîbles  &  déterminables,  &  par  conféquent 
la  grandeur  du  coté  le  feroit  aufii.  Or  il  eft  impofiîble  que  la 
grandeur  d'un  côté  infiniment  petit  foit  déterminable. 

poy.  Il  ne  refte  plus  prefentement  qu'à  examiner  ce  ^^^  iJl'^ZhLr^ 
appartient  à  la  courbure  des  Courbes.  des  courbes. 

Pour  cet  examen  il  faut  abandonner  la  fuppofltion  des  Pp 
conftans  %  &  prendre  Tùne  ou  l'autre  des  deux  fuppofiti<>ns 
de  Tart,  7  52,  qui  ont  toutes  deux  eflentiellement  rapport  à 
la  Courbure ,  car  il  faut  toujours  quelque  chofe  de  confiant 
(7  6^).  La  I  ^^  de  ct%  deux  fuppofitions,  qui  eft  celle  des  côtés 
conflans  >  eft  la  plus  aifée  dans  la  pratique^  &  nous  la  pré- 
férons. Donc  la  variation  de  la  courbure  fera  celle  des  angles 
de  contingence  DBC.  La  courbure  fera  croifTante,  fi  ces  an-» 
gles  croiflent  ^  décroiffante  >  s'ils  décroiffent ,  &  fuivra  le 
rapport  de  leurs  accroifTemens  ou  décroifTemens. 

906.  La  mefure  de  ces  angles  étant  leur  Sinus ,  qui  fera 

«ne  ligne  infiniment  petite  du  2^  ordre  (74i)>  la  mefure  de 

la  courbure  fera  donc  ce  Sinus  de  Tordre  de  ^. 

00 
P07.  Ce  Sinus  exiftè  >  &  par  conféquent  il  y  a  courbure  >    viffenns 

tant  que  les  côtés  font  enrr  eux  un  angle  de  contingence  in-  ^y^^^j^^tM^ 
finiment  petite  de  quelque  grandeur  qu'il  foit  dans  Pordre  de 
-i-  mais  ahs  qu'ils  ceflfent  d'en  faire  un ,  il  n  y  a  plus  de  cour- 
bure. Or  ils  ceffent  d'en  faire  un,  quand  ils  font  exaûement 
pofés  ou  bout  à  bout  en  ligne  droite  dans  l'inflexion,  ou  l'un 
fur  l'autre  dans  le  rebrouflemânt.  Donc  alors  la  courbure  elf 
nulle. 

po8.  Donc  alors  la  Courbe  qui  arrive  ou  à  l'inflexion  , 
ou  au  rebrouffement  >  y  eft  arrivée  par  une  courbure  tou- 
jours décroiffante. 

5>op.  La  Courbe  qui  a  une  Afymptote  quelcon(|ue ,  étant 
ligne  droite^  pendant  un  cours  infini  ,  elle  aura  pendant 
tout  ce  cours  une  courbure  nulle ,  &  par  conféquent  fa 

ppij 
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fa  courbure  précédente  aura  été  décroifTante. 

Ce  qm  fait     ^iq.  La  courburc  croiflante  devroit  aboutir  à  un  angle 

infinil[é*u$^^  Contingence  fini,  ce  qui  la  rendroit  infinie.  Mais  cet  an- 

c€s  oh  iUe  gle  eft  impoflible  (p02 ,  s>o  j  >  P04).  Donc  la  courbure  ne 

^fi'  peut  devenir  infinie  de  cette  manière.  Il  faut  donc  voir 

de  quelle  manière  elle  le  peut  devenir. 

Tout  côté  oblique  a  un  R  wa  &  un  P/?  de  Pordre  de  — 

qui  lui  répondent ,  &  il  eft  de  ce  même  ordre;  &  parce  qu 3 
eft  oblique  d  une  certaine  obliquité  néceflairement  détermi- 
né^,  il  a  un  certain  rapport  de  grandeur  déterminé  à  Rm  &  à 
Pf  qui  lui  répondent  ^  &  cela ,  quelque  fuppofition  qu  on 
fafie,  ou  des  /(  m ^  ou  des  Pp  y  ou  des  côtés  Mw  conftans. 
Quand  un  côté  eft  parallèle,  il  eft  néceflairement  égal  à  quel- 
que portion  de  l'axe  ^«nais  quand  il  eft  perpendiculaire,  il  n'a 
aucun  rapport  nécejHaire  de  grandeur  à  P/?,  mais  peut  être 
plus  granci  ou  plus  peut,  félon  telle  raifon  qu'on  voudra  (8  ip), 
c'eft-à-dire  j  dans  le  cas  qu'il  foit  plus  peut,  qu'il  peut  Fêtre 
plus  que  tous  les  Pp  qui  répondront  à  des  côtés  obliques , 
&  non  pas  plus  que  fon  Pp  correfpondant ,  car  il  n'en  a 
point ,  ou  n  en  a  qu'un  infiniment  petit  par  rapport  à  luL 

En  effet  on  a  vu  qu'un  côté  perpendiculaire  =  00  n'avoit 
qu  un  P;^  =  ^  (8  54  &  8  55),  ce  qui  marque  bien  que  la  gran- 
deur du  côté  perpendiculaire  ne  garde  aucun  rapport  avec 
celle  des  Pp ,  qui  font  de  Tordre  de  —  tant  qu'ils  exiftent. 

Donc  en  rcnverfànt  cet  exemple,  il  doit  être  poflible  auflî 
que  Pp  étant  zéro  abfolu  pour  un  côté  perpendiculaire ,  ce 

côté  foit  de  l'ordre  de  -i-j ,  puifque  rien  ne  Taffujettit  à  aucun 

00 
rapport  de  grandeur  à  P/?  >  &  qu'il  lui  fuffit  au  contraire 
de  n'en  avoir  point  qui  lui  réponde  (  82c  ). 

Et  comme  un  côté  perpendiculaire  eft  neceffairement  ou 
l'Origine  ou  le  Terme  d  un  cours ,  ce  ne  peut  être  qu'en  l'un 
ou  l'autre  de  ces  deux  points  qu'il  fe  trouvera  un  côté  ou  in- 
finiment plus  grand ,  ou  infiniment  plus  périt  que  les  Pp 
qui  feront*dans  tout  le  refte  du  cours. 

Donc  il  eft  poflible  qu'une  Courbe  commence  ou  termine 
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un  cours  par  un  côté  =  -^^  i  qui  fera  perpendiculaire. 

Après  ce  côté  y  s*il  eft  le  premier ,  en  viendra  néceflaîre- 
ment  un  fécond  oblique ,  &  de  Pordre  de  —  car  ce  n*eft 

que  la  perpendicularité  qui  difoenfe  les  côtés  y  pour  ainfi 
dire ,  d'être  de  cet  ordre.  C'eft  la  même  chofe  renverfée  >  (i 
ce  côté  =  -i-T  eft  le  dernier  du  cours. 


00 


On  peut  demander  pourquoi  à  loriginé de  la  Coutbe  > 
par  exemple  ,  car  cela  fufBt  pour  fixer  l'idée ,  le  côté  per- 
pendiculaire =  ~  i  &  le  fuivant  oblique  =  ^  ,  ne  font 

00 
pas  plutôt  conçus  comme  un  (eul  côté  oblique  y  puifque  le 

Ï)erpendiculaire  eft  nul  par  rapport  à  Toblique  y  ou  pourquoi 
e  perpendiculaire  &  Poblique  pris  enfemble  y  étant  ~  >  on 

ne  conçoit  pas  ce  -^omme  divifé  en  deux  parties  du  même 

ordre  y  dont  la  première  fera  perpendiculaire  ^  Ôc  la  fecon* 
de  oblique  y  puifque  la  diviiion  a  une  Courbe  en  les  côtés 
eft  entièrement  arbitraire. 

On  ne  peut  pas  prendre  les  deux  côtés  pour  un  feut 
oblique  y  puifqu'il  y  a  là  réellement  une  pofition  perpendi- 
culaire de  la  Courbe. 

On  ne  peut  pas  prendre  le  perpendiculaire  =5  -i-^  &  une 

00 
partie  de  Toblique  =-i-pour  un  même  côté  perpendiculai- 
re de  Tordre  de  -i- ,  puifque  s'il  eft  vrai  que  la  Courbe  com- 

xxjence  par  un  côté  =  -^  y  elle  fait  là  on  pas  infiniment 

00 

J)lus  petit  que  tous  ceux  qu  elle  fera  enfuite  ^  ou  >  ce  qui  eft 
a  même  chofe  y  fait  fon  premier  détour  infiniment  plutôt 
qu'elle  ne  fera  tous  les  autres  ;  or  c'eft  là  quelque  chofe  de 
réel  y  qui  vient  de  fa  nature  y  Ôc  qu'on  ne  lui  peut  ôter.  Et  en 

effet  il  faut  que  ce  premier  côtéc=-^^  quand  il  exiftera, 

00  . 

foit  néceffairç  par  l'Equation  de  la  Courbe.  ^  / 

Donc  enfin  un  premier  ou  dernier  côté  perpendiculaire^ 

s=,-i-  eft  poffible. 

00 

Or  en  ce  cas  la  courbure  de  la  Courbe  fera  infinie  y  car  (t 
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«lie  commence  par  lamelle  fe  détournera  après  un  pas  infini- 
ment plus  petitj  ou  infiniment  plutôt  que  par  tout  ailleurs  ;  ôc 
fi  elle  termine  un  cours  par  là  >  elle  ne  fera  après  un  détour 
ordinaire  >  qu'un  pas  infiniment  plus  petit  que  tous  les  autres. 

Donc  il  eft  pofTible  que  la  Courbe  ait  une  courbure  infi* 
nie  à  Torigine  ou  l'extrémité  d'un  cours. 

pu.  L'angle  de  contingence  fini  >  qui  devroit  être  le 
Terme  de  la  courbure  croiflante,  étant  impoflible,  c'eft  cette 
courÊure  infinie  faite  par  un  côté  =  -^  qui  prend  (a  place  j 

oo 

éi  dans  les  cas  pu  par  l'accroifTement  continuel  des  angles 
de  contingence  >  la  courbure  devroit  devenir  infinie  par  un 
angle  de  contingence  fini  ^  elle  ne  le  deviendra  que  pat  un 
côté  :=  -4*  Ain  fi  ce  cas  de  courbure  infinie  ne  fera  que 

fe  fubftituer  à  celui  où  Pangle  de  contingence  auroit  du  être 
fini  ^  &  cela  ne  troublera  en  rien  la  confidération  de  la  cour* 
bure  fondée  fur  les  angles  en  tous  les  autres  cas. 

pu*  Cette  courbure  infinie  ne  peut  avoir  rien  de  fenfî- 
ble>  ni  qui  frappe  les  yeux,  car  quelque  exaélement  qu*une 
Courbe  fut  tracée  ou  décrite  y  il  feroit  toujours  impoffible 
d'y  reconnoître  aucune   grandeur  -^  >  éc  encore  moins 

s»  ~  j  ou  la  différence  de  -i-  à 

00  ^  ^  00 

^13.  La  courbure  infinie  qui  demande  un  côté  ==  -^ 

n  eft  pas  contirairé  à  la  fuppofirion  des  côtés  conftans  de 
Tordre  de  -i- ,  comme  les  Pp  nuls ,  ou  de  Tordre  de  -~ 

dans  la  perpendicularité ,  ne  font  point  contraires  à  la  fup- 
pofirion des  Pp  conftans.  Les  railonnemens  des  art.  8yr. 
Se  S  s 2.  reviennent  ici,  &  les  Mm  ne  peuvent  non  plus 
^e les P/?, être  de  l'ordre  de  -^  qu'à  1  origine  ou  à  l'ex- 

trémité  d'un  cours. 

5)14.  Quand  on  appelle  infinie  la  courbure  qui  fe  fait 
par  un  côté  =  -i^ ,  on  fuppofe  que  la  courbure  ordinaire  > 

00 

ou  qui  fe  fiiit  par  des  côtés  de  l'ordre  de  -^  ,  &  dont  l/ss 


00 

I 

00  ' 
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angles  de  contingence  font  de  cet  ordre^  eft  finie;  par  confé- 
quent  la  courbure  qui  fe  feroit  par  un  côté  =x=  —  feroit 

infinie  du  %^  ordre  y  &  ainfi  de  fuite  ^  les  angles  de  contin- 
gence étant  toujours  de  Tordre  de  -^. 

p  I  y.  Il  n'eft  point  néceflaire  pour  la  courbure  infinie  , 
que  le  côté  par  lequel  elle  fefâit  foiti==  — i^ ,  il  fuffît  qu  il 

foit  de  cet  ordre  comme  — ^  ou  -V^  &c-  car  il  fera  toa- 

00  00 

jours  infiniment  petit  par  rapport  à  -^» 

pi 5.  Et  parla  même  raifon  fi  les  côtés  obliques  éroîenc 
feulement  >  par  ejc^ — ^    'v  ,  il  fuffiioit  que  le  côté  perpen- 

00 


diculaire  par  lequel  fe  feroit  la  courbure  infinie  fut 

En  général  le  raifonnement  qu'on  a  fait  fur  la  courbure  in- 
finie y  ne  demande  autre  chofe  >  fioon  que  le  côté  >  par  lequel 
elle  fe  fait  ^  foit  infiniment  petit  par  rapport  aux  côtés  obli- 
ques ^  de  quelque  manière  qu  il  le  foit. 

p  1 7»  Ce  qui  fait  la  courbure  infinie  *€ft  réel ,  c^eft  un' 
côté  qui  par  la  nature  de  la  Courbe  tf  eflr  que  de  Pordre  de 
-i-  y  tandis  que  tous  les  autres  fonr  de  Pordre  jie  -^.  Nous^ 

lavons  fuppofé  perpendiculaire  pourmieux  faire  appercevoic 
que  même  dans  la  fuppofition  des  côtés  conflans  il  potivoit 
être  ==  -^.  Mais  un  côté  perpendiculaire  par  rapport  à  utr 

axe  y  fera  parallèle  >  ou  oblique  par  rapport  à  un  autre  y  ain(£ 
la  perpendicularitédu  côté  n  eil  point  nécefTaire  pour  la  cour- 
jbure  infinie.  Tout  ce  qui  reâe  c£e  néceflaire  y  c  eft  que  le  côté 
par  lequel  elle  fe  fait  y  commence  ou  finiffe  un  cours  >  car 
une  Courbe  rapportée  à  difFérens  axes  y  ne  fait  que  changer 
ÎQS  pofîtions  parallèles  en  perpendiculaires ,  (à  concavité  eni 
convexité  >  ou  au  contraire  y  mais  it&  difFérens  cours  ou  va^ 
xiations  commencent  &  finiffent  toujours  aux  mêmes  points*. 
S 1-8.  Donc  la  courbure  infinie  peut  fe  faire  par  un  côté' 
paraUele  y  car  il  commence  ou  finijc  néceiTaireœent  un  cours»- 
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p  ip.  Tout  ce  qu'exige  la  nature  da  côté  parallèle  f  c  eft 
qu'il  y  ait  un  Pp  égal  qui  lui  réponde  (ans  Km  correfpon- 
dant.  De-là  il  a  fuivi  que  tant  qu  on  a  fuppofê  que  les  côtés 
ne  pouvoient  être  que  de  Tordre  de  -^ ,  le  côté  parallèle  en 

étoit  auffi ,  &  ==  Pp  ==  -—  fuppofé  alors  confiant.  Mais  ici 

où  le  côté  parallèle  eft  ==  ~  >  il  faut  que  Pp  foit  auffi  égal 
à  ce  même  JU , 


00 


P20.  La  courbure  infinie  ne  peut  fe  faire  par  un  côté 
oblique  que  quand  ce  côté  oblique  commencera  ou  termi- 
nera un  cours.  Prenons  le  cas  où  il  le  termine  y  qui  eft  le 
plus  naturel.  Un  côté  oblique  ne  termine  un  cours  que  quand 
il  efl  Terme  arbitraire  d  obliquité  croifTante  ou  décroiffiinte, 
&  alors  ce  côté  oblique  eft  double  ^  6c  il  y  a  inflexion  ou 
rebroufTement  (  825^  &  84^  ).  Donc  la  courbure  infinie  qui 
termine  un  cours  ^  ne  peut  fe  faire  par  un  côté  oblique  fans 
inflexion  ou  rebroufTement. 

p2i.  Donc  la  courbure  qui  eft  toujours  nulle  dans  Tin- 
flexion  ,  quand  les  côtés  y  font  de  Tordre  de  ^ ,  &  dans  le 

rebroufTement  j  quand  les  côtés  étant  de  cet  ordre  »  y  font 
eaaâement  pofés  lun  fur  l'autre  j  peut  être  infinie  dans  ces 
mêmes  points  ^  &  ce  fera  quand  les  deux  côtés  égaux  y  feront 
de  l'orclre  de  •-^,  ayant  été  par-tout  ailleurs  ==  —.  Ils  ne 

font  entr  eux  >  à  caufe  de  la  pofîtion  que  leur  donne  Finfle-'' 
xion  5  ou  le  rebipufTement^  qu'un  angle  de  contingence  nul; 
mais  cet  angle  nul  ne  rend  pas  alors  la  courbuse  nulle  ^  car  il 
fe  fait  dans  une  étendue  de  l'ordre  de  -—  >  &  cette  étendue 
rend  la  courbure  infinie.  ^ 

P22.  Il  eft  clair  que  cela  eft  général  pour  les  inflexions 
ou  rebroufTemens  ^  tant  parallèles  >  ou  perpendiculaires  > 
qu'obliques. 

P2  j.  La  courbure  infinie  peut  fe  faire  à  l'origine  d'une 
Courbe  par  un  côté  oblique  fimple  =  ^  ;  car  elle  s'y  peut 

faire  par  un  côté  perpendiculaire  fimple  ^  qui  deviendra  obli- 
que quand  la  CQurbe  fera  rapportée  à  un  ^utre  axe,  C'eft  aiofi 

qu  un© 
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iqa\me  Courbe  peut  avoir  à  fon  origine  un  côté  fimple  obli- 
que = -35-  >  niais  elle  ne  peut  pas  de  même  avoir  pour  Terme 

<I'obIiquité  croifTante  ou  décroiflante  un  côté  fimple  oblique. 

P24.  L'inflexion ,  qui  eft  un  Terme  ou  paflage  de  la 
concavité  à  la  convexité  y  ou  réciproquement,  &  le  rebrouC- 
fement^  qui  eft  le  Terme  d  un  cours  dired,  &  l'Origine  d'un 
rebroufiant ,  font  toujours  compliqués  avec  un  Terme  de 
courbure  croifTante  ou  décroiflante ,  &  ce  Terme  eft  une 
courbure  ou  nulle  y  ou  infinie. 

pay.  Donc  auffi  le  Terme  arbitraire  d'obliquité,  qui  eft 
toujours  compliqué  avec  Imflexion  ou  le  rebrouflement,  eft 
pareillement  compliqué  avec  un  Terme  de  courbure. 

92.6.  L'Inflexion  &  le  rcbrouflement ,  où  la  courbure 
eft  nulle ,  &  qui  fe  foftt  par  deux  côtés  égaux  de  Tordre  de 
~ ,  ont  de  plus  ces  deux  côtés  égaux  y  qui  font  un  Terme  > 

de  forte  que  les  Pp  ayant  été  fuppofés  conftans ,  la  Courbe 
a  dii^dans  fon  cours  précédent,tenarc  à  cette  égalité  de  côtés, 
c'eft-à-dire  y  que  fes  côtés  n'ont  pu  croître  ou  décroître  que 
de  moins  en  moins.  Il  y  aura  donc  dans  toute  inflexion  ou 
rebrouflement  de  cette  efpece  une  complication  de  quatre 
Termes  différens ,  i  '^.  D'inflexion ,  ou  de  rebrouflement. 
2?.  De  pofîtion  parallèle,  ou  perpendiculaire ,  ou  la  plus  ou 
la  moins  oblique  de  toutes  par  rapport  à  Taxe.  3^.  D  égalité 
des  deux  côtés.  4°.  De  courbure  nulle. 

^27.  Si  l'inflexion  ou  le  rebrouflement  font  accompa- 
'gnés  de  courbure  infinie  >  les  deux  i  "•  Termes  de  Tart.  pré- 
cédent fubfîftent,  &  le  4"*  fe  change  en  une  courbure  infinie. 
Pour  le  3°%  il  n  eft  plus  queftion  de  confidérer  les  deux  côtés 

égaux  de  l'ordre  de  -— ,  les  Pf  étant  conftans  y  car  ces  côtés 

de  Tordre  de  —i  ne  répondent  à  aucun  Pp  qui  foit  de  Tordre 

de  -55- ,  mais  parce  que  ces  côtés  font  deux  y  &  ==  -^ ,  ils 

marquent  non  feulement  une  courbure  infinie ,  mais  une  éga- 
lité de  courbure  infinie.  Us  tienijeAt  la  place  de  deux  angles 
de  contingence  finis  égaux  &  confécutifs^auxquels  la  courbu:: 
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re  cf  oilTante  feroit  arrivée  ^  en  croifTant  toujours  de  moins  cri 
moins  >  H  des  angles  finis  avoient  été  poflibles.  Il  y  a  donc 
encore  ici  quatre  Termes  compliqués. 

pa8.  Une  Courbe  qui  fe  termine  par  un  côté  de  Tordre 
de  -35*  comme  tous  les  autres ,  ne  peut  avoir  à  fon  extrémité 
une  courbure  infinie  :  mais  elle  en  peut  avoir  une  nuUe^ parce 
que  ce  côté  pourra  faire  avec  le  précédent  un  angle  de  con- 
tingence nul  ^  &  ces  deux  côtés  ^  pofés  bout  à  bout  en  ligne 
droite  ^  ne  produiront  point  d'inflexion  à  l'extrémité  d'un 
cours  infini  où  la  Courbe  fe  termine. 

S>2p.  Quant  à  la  Courbe  qui  fe  termîneroît  par  un  côté 
==  I  (  85o  ) ,  il  eft  bien  vifible  que  fa  courbure  eft  nulle  à 
cette  extrémité ,  puifqu'elle  y  devient  ligne  droite  finie.  A 
plus  forte  raifon ,  la  Courbe  qui  a  une  Afymptote. 

5)30.  Donc  la  Courbe  peut  avoir  à  fon  extrémité  une 
courbure  nulle  y  parce  qu  elle  y  fera  ligne  droite  pendant  une 
étendue  infiniment  petite  >  mais  plus  grande  que  partout 
ailleurs  (  p  28  ) ,  ou  qu'elle  y  fera  droite  finie  >  ou  infinie. 

P3I.  Comme  il  n'y  a  point  de  Terme  naturel  auquel  un 
arbitraire  ne  puiffe  être  fubftitué  y  il  faut  qu'il  y  ait  un  Terme 
arbitraire  de  courbure  croifiànte  ou  décroiflante  >  &  ce  fera 
un  angle  de  contingence  plus  grand  ou  plus  petit  que  les 
précédens ,  &  fuivi  par  des  angles  plus  petits  ou  plus  grands. 
IlnefefaitlàaucunecompHcationnéceflaired^autresTermes» 
,  P52.  Rien  n'empêche  qu'une  Courbe  n'arrive  par  un 
cours  infini  à  un  fimple  Terme  arbitraire  de  courbure  :  mais 
en  ce  cas  il  eft  vifible  qu'elle  ne  doit  pas  avoir  d' Afymptote^ 
ni  même  un  dernier  côté  =  i.  Ce  ne  peut  donc  être  que 
dans  le  cas  où  elle  aura  un  dernier  côté  ==  -35 ,  car  il  fera 
poffible  qu'il  fafTe  encore  un  angle  de  contingence  avec  le 
précédent ,  foit  plus  grand ,  foit  plus  petit  <juc  les  angles 
précédens. 
orétre  des  953,  Tout  ce  quî  appartient  aux  variations  &  aux  chan- 
2cS7/  gemens  des  Courbes  ayant  été  examiné /il  eft  aifé  de  voir 
quel  ordre  peuvent  garder  entr'eux  les  changemens  i  quand 
il  y  en  à* 
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Une  Courbe  ne  peut  aller  du  parallélifme  au  patallélirme  > 
ni  de  la  perpendicularité  à  la  perpendicularité ,  ni  en  général 
<i'un  Terme  quelconque  à  un  autre  de  même  eipece  ^  parce 
que'deux  Termes  de  même  elpece  ne  peuvent  ^tre  confé- 
cutifs  (  58 1 }  ^  ou  ^  ce  qui  eft  le  même  y  une  Courbe  arrivée 
à  un  Terme  ne  peut  tendre  dans  la  variation  fuivante  qu'à 
un  Terme  contraire  y  foit  naturel»  foit  arbitraire. 

p  34.  Une  Courbe  peut  aller  d  un  Terme  naturel  de  (a  po- 
fkion  par  rapport  à  Taxe  à  un  autre  Terme  naturel  contraire^ 
c  eft-à-dire  y4xtt  alternativement  parallèle  Ôc  perpendiculaire 
tant  de  fois  qu'on  voudra. 

P3  j.  Une  Courbe  peut  aller  d'une  Inflexion  à  une  Infle- 
xion y  pourvu  que  dans  la  i'^  la  courbure  ayant  été  nulle  ou 
infinie ,  &  pareillement  le  Terme  d'obliquité  ayant  été  celui 
d  une  obliquité  croiiTante  ou  décroiflante  {926),  cette  cour- 
bure &  ce  Terme  foient  dans. la  i*^*  Inflexion  contraires  à 
ce  qu'ils  étoient  ;  cela  peut  arriver  alternativement  autant  de 
fois  qu  on  voudra. 

p  35.  Il  en  faut  dire  autant  des  Rebrouffemens. 
P37.  Jufquici  nous  n'avons  confidéré  que  les  Courbes 
qui  commen<;oient  par  s'élever  au  deflus  de  leur  axe  :  mais 
elles  peuvent  aufli  avoir  leur  origine  à  un  point  qui  foit  au 
deflus  de  cet  axe  >  ôc  defcendre  vers  lui.  Cette  nouvelle  fup- 
pofition  ne  changera  rien  à  tout  ce  qui  a  été  dit  y  finon  que 
ce  qui  étoit  montant  fera  defcendant ,  une  Ordonnée  la  plus 
grande  de  deux  variations  confécutives  fera  la  plus  petite^&c« 
mais  tous  les  raifonnemens  demeureront  les  mêmes. 

P38.  Une  Courbe  peut  même  defcendre  au  deflbus  de 
fon  axe  y  &  cela  ne  change  encore  rien.  Seulement  fi  les  Or- 
données tirées  au  deflTus  de  l'axe  ou  fupérieures  ont  été  qua- 
lifiées de  pofitives  y  les  inférieures  feront  négatives.  Il  Êiut 
appliquer  ici  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  les  articles  7 1  p  ^  ôcc. 

939»  Après  que  l'on  a  yû  tout  ce  qui  peut  arriver  aux  ^^f^**^7f! 
Courbes  en  général  y  il  ne  refte  plus  qu  à  voir  comment  on  courbes  giê^ 
peut  déterminer  géométriquement  tout  ce  qui  doit  arriyer  à  '"^/'l'^^f'  * 

Qqi) 
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une  Courbe  félon  fa  nature  particulière ,  c  eft-à-<iire  >  felott 
la  Loi  ou  l'Equation  qui  la  réglera. 

Nous  avons  fuppofé  d'abord  dans  les  art.  j6i  y  &c.  76^  ^ 
que  cette  Equation  confiftoit  toujours  dans  quelque  rapport 
perpétuel  des  Abfcifles  aux  Ordonnées  affeâées  ou  condi- 
tionnées d'une  certaine  manière.  Mais  comme  on  a  vu  dans 
toute  la  fuite  que  les  Courbes  ne  (ont  compofées  que  de 
grandeurs  infiniment  petites  j  ou  réfultent  de  la  combinaifon 
jde  différentes  grandeurs  de  cette  e(pece>  il  efl  vifible  que  leur 
nature  particulière  fera  déterminée^  quand  on  aura  déterminé 
ie  rapport  de  quelques-unes  de  ces  grandeurs  ^  par  ex.  des 
Rm  aux  P/?^  fans  avoir  déterminé  celui  des  AP  aux  PM^ 
jCela  revient  à  Tart^  6Sj. 

Si  le  rapport  perpétuel  qui  doit  faire  Teflence  de  la  Courbe 
eft  établi  entre  des  grandeurs  infiniment  petites  9  il  fe  peut 
également  qu'il  s'enfuive  ou  ne  s'enfuive  pas  de  là  un  rapport 
perpétuel  entre  les  Abfciffes  &  les  Ordonnées.  Dans  le  i^^ 
cas  ^  il  a  été  inutile ,  du  moins  à  parler  en  général ,  mais  non 
pas  impoffiblej  de  régler  la  Courbe  par  cette  forte  de  rapport^ 
&  on  la  peut  ramener  à  une  Equation  qui  exprime  le  rapport 
des  AbfcifTes  aux  Ordonnées  ;  dans  le  2^  cas ,  la  Courbe  n'a 
pu  avoir  d'autre  Equation  ^  &  il  n'y  a  point  de  rapport  per-^ 
pétuel  entre  fes  AbfcifTes  &  feî  Ordonnées. 

Dans  le  i"cas ,  la  Courbe  efl  appellée^^^^w^m'^ii^,  parce 
que  le  rapport  entre  fes  AbfciiTes  &  fes  Ordonnées ,  qui  ne 
font  que  des  lignes  droites ,  étant  perpétuel  >  on  peutla  con- 
rioître  ôc  la  décrire  eatous  fes  points  par  le  moyen  de  ces 
droites  qu'on  peut  tirer  ou  déterminer  géométriquement. 

Mais  dans  le  2^  cas^  la  Courbe  efl  appellée  méchaniquff 
parce  que  fon  effence  ne  confifle  que  dans  un  rapport  d'In- 
finiment petits  qui  ne  peuvent  être  déterminés  >  &  que  les 
AbfcifTes  &  les  Ordonnées  n'ayant  pas  un  rapport  perpétuel , 
on  ne  peut  déterminer  géométriquement  une  AbfcifTe  &  une 
Ordonnée  quelconques. 

P40.  On  voit  par  la  nature  des  Courbes  méchaniques^ 
^  pour  les  connoître  il  &ut  une  Théorie  &.  un  Calculde. 
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Infiniment  petits  >  mais  que  les  géométriques  en  doivent  être 
plus  indépendantes» 

En  effet ,  x  exprimant  toujours  une  AbfcifTe  9  6c  y  une 
Ordonnée  indéterminée  >  il  y  a  certaines  chofes  que  la  feule 
Algèbre  ordinaire  donne  à  la  première  vue  de  l'Equation 
d'une  Courbe  géométrique.  Par  exemple  y  fi  cette  équation 
eûax  =s=yy  >  ou  i  x  =yy  r  ou  x  '==='yy  y  Toit  en  prenant  la 
grandeur confbnte  a  ==  i  y  foit  en  la  foufentendant^  on  voit 
que  cette  Courbe^qui  efl  laParabole  ^  a  des  Ordonnées  négar 
tives  égales  aux  poficives  correfpondantes  :  car  foit  que  cha^ 

que  Ordonnée  ibit  î=  ^  ^  ou  = y  ^  o»  a  toujours  le 

quarré  yy ,  &  jc  ^=iyy.  Donc  elle  a  des  Ordonnées  au  defTus 
&  au  cTefTous  de  Taxe  indéterminé  x  ^  égales  chacune  à  cha* 
cune*  On  voit  aufli  qu'elle  n  a  point  d'AbfcifTes  négatives  ; 

ou  == X  >  c*eft-à-dire ,  prifes  à  la  gauche  du  point  de 

Taxe  où  l'on  aura  fixé  l'origine  de  fon  cours  vers  la  droite  ; 

car  l'équation  feroit  —  x  = y  y  y  or  elle  deviendroit 

imaginaire  >  puifque yy  ne  peut  être  un  quarré  réel.  Un 

point  étant  donc  fixé  pour  origine  de  l'axe ,  la  Parabole  n  a 
fon  cours  qu'à  la  droite  ou  à  la  gauche  de  ce  point  ^  mais  elle 
a  un  cours  égal  tant  au  defTus  qu'au  defTous  de  l'axe. 

Si  l'on  prend  la: i^^  Parabole  cubique yquïcftaax  =y^ i 

ou  X  ==y^  9  on  voit  que  l'équation x  == y^  eft  la 

même  5  &  par  conféquent  que  cette  Parabole  peut  avoir  des 
Abfcîfres  négatives  en  même  temps  que  des  Ordonnées  né^ 
gatives^  aufli-bien  que  des  AbfcifTes  pofitives  en  même  temps 
que  àts  Ordonnées  pofitives  >  mais  non  les  unes  pofitives  ^ 
&  les  autres  négatives  en  même  temps  y  &  par  conféquent 
qu'à  la  droite  du  point  de  fon  origine  elle  aura  feulement  des 
Ordonnées  au  deflus  de  l'axe  ^  &  à  la  gauche  des  Ordonnées 
lèulement  au  deffous. 

De  même  dans  la  2,^  Parabole  cubique^  x?'  =^=^5  ^  on  voit 

que  x^  efl  aufïî-bien  quarré  de x  que  de  jc  ,  &  que  par 

conféquent  la  Coutbe  a  des  AbfcifTes  négatives^  mais  que 

l'équation  ne  peut  pas  être  —  x^  ==  — ^^J>parce  que oc^ 

ieroit  un  quarré  imaginaire^  &  par  conféquent  que  la  Courba 
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n^a  point  d'Ordonnées  négatives  ;  d'où  il  fuit  qu  elle  a  fon 
cours  tant  à  la  droite  qu'à  la  gauche  du  point  de  fon  origine  , 
mais  toujours  au  defliis  de  1  axe. 

On  verra  pareillement  par  la  feule  équation  d  une  Courbe 
géométrique  j  fi  elle  aura  des  Ordonnées  ^  &  par  conféquent 
des  portions  imaginaires^  ou  des  vuides  (  58o  )  >  combien  elle 
aura  de  Branches>car  elle  en  aura  autant  que  les  Ordonnéesjr^ 
élevées  à  une  certaine  puifiance  déterminée  par  l'équation 
•de  la  Courbe  >  auront  de  valeurs  ou  racines  réelles  y  &  quel- 
4jues  autres  chofes  qui  font  connues  par  l'Algèbre. 

Mais  il  y  a  toujours  dans  la  connoifiance  des  Courbes  ; 
mênje  géométriques  >  un  grand  nombre  de  chofes  qui  de* 
mandent  la  Théorie  de  l'Infiniment  grand  ou  petite  du  moins 
pour  être  connues  d'une  manière  générale  &  commune  à 
toutes  les  Courbes ,  &  en  même  temps  immédiatement  tirée 
du  fond  de  leur  nature.  Il  faut  donc  aufli  avoir  l'Art  de  cal- 
culer les  Infinis  qui  entrent  dans  les  Courbes  ^  &  fur-tout  les 
Infiniment  petits  ^  parce  que^  comme  nous  l'avons  vû^  les 
différences  infiniment  petites  des  grandeurs  finies  qui  y  en- 
trent ,  font  ce  qu'il  y  a  de  plus  important  à  confidérer.  Par 
cette  même  raifon ,  ce  Calcul  s'appelle  Différentiel. 

Il  confifte  à  trouver  quel  eft  l'infiniment  petit  d'une  gran- 
deur finie  quelconque  complexe  ou  incompiexe^  condition- 
née comme  l'on  voudra.  Je  fuppofe  ces  Règles  connues^  & 
elles  le  font  effeaivement  de  tous  les  Géomètres.  Ces  Infini- 
ment petits  étant  déterminés  y  on  opère  fur  eux  comme  nous 
avons  fait  dans  tout  cet  Ouvrage.  11  n'efl  plus  queftion  pré- 
fentement  que  de  fiiire  voir  comment  par  le  Calcul  différen- 
tiel on  peut  déterminer  tout  ce  qui  appartient  à  la  connoif* 
fance  des  Courbes  fans  exception  y  &  cela ,  en  ne  faifant  que 
fuivre  les  conféquences  néceffaires  qui  naiflent  de  tout  ce  qui 
a  été  établi  jufqu'ici. 
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Règles  générales  pour  déterminer  par  le  Calcul  Différent 
tiel  tout  ce  qui  appartient  au  cours  d^une  Courbe  rap--        ^ 
porté  à  un  Axe. 

P4I.  T    ^Inde'termine'e  AP  étant  appellée  jc  ,  &  PM  Fic-  H; 
I  ^  correfpondante^>  RmcûdyyàcPp^dxyôc  Mm 

Vdx*  H-  'df.  Ainfi  dx  &  dy  font  Elémens  auffî-bien  que 


Différences  de  ^  &  dej^  ;  c'eft-à-dire ,  que  non  feulement  dx 

&  dy  font  les  grandeurs  de  Tordre  de  -^^  dont  x^y  croif^ 

ient  à  chaque  pas  infiniment  petit  de  la  Courbe^  mais  encore 
que  chaque  dx  ôc  chaque  dy  eft  un  nombre  de  fois  infini    . 
dans  X  ou  dans^  finis  ^  &  le  même  nombre  de  fois^  puifqu  à 
chaque  dx  répond  un  dy. 

P42.  Je  fuppofe  dans  toute  cette  Seâion  les  Pp  ou  dx 
conftans. 

Si  Ton  prend  trois  Ordonnées  infinimejit  proches^  corref*  Fig,  Viir 
pondantes  aux  deux  côtés  confécutifs  Mm  y  mfij  ai  leurs 
différences  Rm^r/iy  &  qu  on  veuille  avcrir  la  différence  de 
ces  différences  y  il  faut  prolonger  le  côté  Mm  cnp  jufqu^  la 
rencontre  de  r/i  prolongée ,  moyennant  quoi  /Mp  efl  la  diffé- 
rence de  Km  6c  de  rfi.  Or  /ip  efl  en  même  temps  la  bafe 
de  l'angle  de  contingence /? m /4.  D'ailleurs  Rmàcr/i  étant 
toutes  deux  dyy  leur  différence  ^  ou  la  différence  a'^^des  trois 
Ordonnées  eft  ^^^^^ égale  à  la  bafe  de  l'angle  de  contingence» 

P43.  ddy  efl  la  différence  infiniment  petite  par  rapport 
zr/A  ==-  dy  y  dont  r  ^  a  décru  dans  la  Figwe  ^  &  efl  en  même 
temps  élémçnt  de  r  f4  =  dyy  comme  ^y  efl  élément  &  diffé- 
rence de^.  Il  eaiàut  dire  autant  de  ddx  à  l'égard  à/tdxy^ 
dx  n'efl  pas  confiant  y  car  une  grandeur  qui  ne  croit  ni  ne 
décroît^n  a  point  de  différence,  c'cfl-à-dire,  de  grandeur  infi- 
niment petite  par  rapport  à  elle  y  dont  elle  croiffe  oudécroif& 
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à  chaque  inftant.  On  pourroit  lui  concevoir  un  élément  infî-« 
xiinient  petit  ^  mais  cela  feroit^inutile. 

5)44,  Si  ddy  eft  variable ,  comme  il  eft  très-poffible  & 
ordinaire  qu'il  le  foit ,  il  aura  encore  un  d ddy  pour  élément 
&  pour  différence,  ce  qui  peut  aller  fi  loin  qu'on  voudra. 

P4y,  De-là  il  fuit  (412)  que  ddy  &  dy^  font  du  même  or-* 

'dre,  c'eft"à-dire,  de  Tordre  de  -^  >  dddy  &  ^'  du  3""%  &c. 
On  a  déjà  vu  (  740  )  que  la  bafe  de  Tangle  de  contingence 
=  ddy  (p42  )  étoit  de  l'ordre  de  -^. 

5)45,  L'Equation  d'une  Courbe  renfermant  toute  (on 
effence,  le  Principe  général  &  invariable  de  toute  la  Théorie 
des  Courbes  eft  y  que  toutes  les  diverfes  fuppofitions  que  Ton 
peut  faire  fur  les  grandeurs  indéterminées  qui  entrent  dans 
l'équation ,  en  leur  confervant  le  rapport  prefcrit  par  Féqua- 
tion^  font  autant  de  modifications  ou  affeàfions  qui  appartien- 
nent à  la  Courbe  j  &  qu  elle  doit  avoir.  Ainfi  fi  l'équation 
permet  qu'une  grandeur  indéterminée  qu'elle  renferme  (bit 
luppofée  d  une  certaine  valeur  finici  ou  infinie  >  ou  infiniment 
petite  y  tout  ce  qui  s'en  enfuivra  appartiendra  à  la  Courbe  j  ôc 
€n  fera  quelque  modification. 

P47-  Quand  une  Courbe  peut  avoir  ou  a:  ou  jf,  ou  l'un 
&  l'autre  £=  oc  >  ou  de  cet  ordre ,  fon  cours  eft  infini. 

P48.  Si  X  étant  ==  00,^  n  eft  que  fini,  ou  au  contraire  i 
la  Courbe  a  un  Afymptote* 

P4P.  Par  la  raifon  contraire  il  n'y  auroit  point  d'Afympto- 
te ,  lorfque  x  ècy  peuvent  être  l'un  &  l'autre  =  00  >  n  ce 
n  étoit  qu'une  Courbe  d'un  cours  infini  y  ôc  qui  fe  termine 
par  être  oblique  à  fon  axe  y^x  ==  00 ,  &^  ==  00  ^  ôc  a  tou- 
jours cependant  une  Afymptote  (  888 ,  Ôcc.  poi).  Donc  afin 
qu'une  Courbe  qui  a  x  àcy  =  00,  n'ait  point cl^ Afymptote, 
il  faut  qu'elle  fe  termine  par  être  parallèle  ou  perpendiculaire 
à  fon  axe. 
TLegUfour      9$o,.  Et  comme  une  Courbe  qui  au  bout  d'un  cours  în^ 
^^''T t»tf   ^"^  ^^  parallèle  à  fon  axe ,  &  a  une  Afymptote^  a  fon  dernier 
V^fbeTun  Ây  de  deux  otdces  au  moins  au  deffous  de  dx  (  800  ôc  808  )  1 

ôc 
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&  que  celle  qui  eft  perpendiculaire  ^  &  a  pareillement  une  ecurs  infini  s 
Afy mptote ,  a  fon  dernier  dy  =3  oc  (  8  (J4  ôc  8  5;  ) ,  il  s'en- ^^"^^  -J^^.Jj^ 
fuit  cette  Règle  générale.  ^  pas. 

Toute  Courbe  qui  a  un  cours  infini  3  &  fe  termine  par 
être  oblique  à  fon  axe  >  ou  ie  termine  par  être  parallèle  >  6c 
a  en  même  temps  dy  de  deux  ordres  au  deflbus  de  dx,  ou  fe 
termine  par  être  perpendiculaire  >  &  a  en  même  temps  dy 
==  00  9  a  une  Afy  mptote.  Et  hors  de-là  elle  a  un  cours  infini 
fans  Afymptote. 

Exemple    I. 

p  j  I .  Soit  rHyperbole  rapportée  à  fon  premier  axe  >  ou    ExempU 
axe  traverfant  ^  dont  a  eft  la  moitié  >  b  étant  la  moitié  du  fe-  f^lJ^^râp^ 
cond.  Son  équation  eft^^^ .  xx  — r  ^^  î  :  bb  .aa  y  les  x  portée  à  fis 
étant  comptés  du  centre  de  l'Hyperbole.  Or  on  voit  que  x^^^* 
&  y  peuvent  être  tous  deux  infinis  ^  &  alors  j;*  .x*::b*.a*, 
ouy  .xizè.ûyôc  par  conféquent  y  &  x  infinis  ont  un  rap- 
port fini.  D'ailleurs  la  même  équation  donne  félon  le  Calcul 
différentiel  jdy.dxiib^x.a^yy  &  par  conféquent  x  &cy 
étant  infinis  ydy&cdx  ont  un  rapport  fini^v^ionc  la  Courbe 
eft  oblique  à  fon  axe  au  bout  d'un  cours  infini  ^  donc  elle  a 
une  Afymptote. 

9yz.  Cette  Afymptote  eft  oblique  à  Paxe  (888,  &c. 
5>oiJ. 

553.  Le  rapport  -^  ==  i  ==  -j ,  qui  eft  à  Textrémité 

de  la  Courbe ,  détermine  l'angle  de  cette  Afymptote  fur  Taxe. 
Si  a  =  bj  ce  qui  rend  l'Hyperbole  équilatere  >  cet  angle  eft 
de  4;. 

Exemple    IL 

554.  Soit  la  Logarithmique  oh  dy  *  dx  ::y  .  a.  Si  vansUJLê- 

y==QOj  donc  dx  étant  toujours  ==  -^- ,  iy  eft  =  i.  Donc 

dans  cette  fuppofîrion  de^  =£00,  la  Courbe  n'a  point  d'A- 
fymptote ,  c*eft-à-dire ,  que  quand  elle  a  un  cours  infini  ver- 
tical >  elle  en  a  aufli  un  horifontal ,  ou  un  axe  infini. 

Rr 


\ 
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p; ;•  Sijy=:  J^,  dx  étant  toujours  ==  -^ >  dy  cû. 

^^  &  il  n  y  a  point  encore  d'Afymptote  ,  mais  auffi  on 

n'a  rien  fuppofé  qui  donne  un  cours  infini  à  la  Courbe.  Que 
fi  on  fuppofe^  =3  — ^  >  ce  que  l'équation  permet^  dy  devient 

=  --Î-J  y  dx  étant  toujours  s=  -^ ,  &  la  Courbe  a  un  cours 


infini  à  caufe  de  dy^  {797)  >  &  une  Afymptote  parallèle  à 
Taxe  à  caufe  de  dy^  inférieur  de  deux  ordres  à  dx. 

9^6.  Donc  la  Logarithmique ^  rapportée  au  même  axe; 
n'a  point  d' Afymptote  ducôté  où  fon  cours  vertical  eft  croit 
iànt  y  &  elle  en  a  une  du  côté  où  fon  cours  verdcal  eft  dé-; 
croiffant ,  &  cette  Afymptote  eft  Taxe  même. 

9 $7.  On  peut  aufli-bien  dans  la  Logarithmique  fuppofer 


^  que  =  -4"  i  &  enfin  on  peut  le  fuppofer  d'un 

ordre  fi  bas  qu'on  voudra  y  ce  qui  rendra  toujours  dy  de 
Tordre  immédiatement  inférieur ,  &  de  tant  d'ordres  qu'on 
aura  voulu  au  deflbus  de  ^:v^  &  par  conféquent  la  Logarith- 
mique en  auroit  toujours  d'autant  plus ,  s'il  fe  pouvoit  y  une 
Afymptote;  mais  du  moins  elle  en  fera  toujours  d'autant  plus 
exaâement  &  plus  rigoureufement  parallèle ,  &  confondue 
avec  fon  axe.  Et  enfin  elle  fe  terminera  par^  =  — ^j ,  &  par 

dy=z 


00  00^1 


9y8.  Lorfque^  ==  oc , d[^ eft  =  1  (pj4)^  &^==oo 
eft  la  fomme  de  la  Suite  des  dyy  qui  étant  infiniment  infinie 
&  terminée  par  i^  devroit  avoir  une  fomme  de  l'ordre  de  00% 
fi  les  dy  y  dont  elle  eft  originairement  formée ,  avoient  des 
rapports  déterminables  (  î49  &  6  3  3  ) ,  mais  ils  n'en  ont  pas. 
Car  dans  la  Logarithmique  les  dx  étant  conftans  y  ou  les 
AbfcifTes  en  progrefïîon  arithmérique^les  Ordonnées  font  en 
progreffion  géométrique,  &  par  conféquent  leurs  diflférences 
dy  font  en  même  progreffion.  Donc  cette  Courbe  étant  prife 
du  côté  que  fon  cours  vertical  eft  croiflant ,  &  une  première 
Ordonnée  ==  i  étant  déterminée  y  la  Suite  de  fes  Ordotinées 
eft  la  progreffion  géométrique  infinie  comprife  entre  i  ôc  00  > 
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c^eft-à-dire ,  -^  i .  00  ^  .  00  ^ ,  &a  00 ,  compofée  de 
grandeurs  >  dont  les  rapportsfont  tous  indéterminables.  Ces 
grandeurs  ayant  des  différences  finies  >  &  ne  repréfentant  que 
des  Ordonnées  de  la  Courbe  >  qui  ont  entr'elles  des  diftances 
finies  j  il  ùnity  pour  avoir  les  Ordonnées  infiniment  proches  $ 

concevoir  entre  i  &  00  ^  une  infinité  de  moyens  géomé- 

I  X 

triques ,  de  même  entre  00  ^  &  00  ôô"  ^  &c.  &  ces  moyens 
géométriques  en  nombre  infiniment  infini  ont  des  rapports 
encore  plus  indéterminables,  &  toutes  ces  grandeurs  enfem- 
ble  font  la  Suite  infiniment  infinie  des  7  en  progreffion  géo- 
métrique^ à  laquelle  répond  une  Suite  pareille  de  dy^  dont  par 
conféquent  tous  les  rapports  font  toujours  indéterminable?» 
Cela  confirme  les  Théories  de  la  Seû.  vu. 

9  T  ?•  Quand  on  peut  déterminer  fur  Paxe  d'une  Courbe  Towquûi  in 
fes  Ordonnées  diftântes  d'une  diftance  finie ,  fi  petite  qu  on  LùgMtithmi' 
voudra  >  cette  Courbe  peut  être  décrite  par  f  oints  ^  qui  feront  fJ^J/jj/J, 
les  extrémités  de  ces  Ordonnées  >  car  quoique  finiment  dif- 
tântes^ elles  pourront  l'être  fi  peu,  qu'elles  feront  fenfiblement 
la  Courbe.  Mais  les  Ordonnées  finiment  diftântes  de  la  Lo- 

Z  X 

garithmîque  étant  -ff- 1 .  00  ^ .  00^  >  &c.  grandeurs  finies 
abfolument  indéterminables,  la  Logarithmique  ne  peut  être 
décrite  même  par  points.  De-là  vient  à  priori  que  fa  defcrip- 
tion  eft  mife  au  nombre  des  Problèmes  impofiibles  ^  ou  non 
encore  réfolus. 

p  60.  C  eft  principalement  dans  les  Courbes  méchaniques ,    ^xtmfU 
comme  la  Logarithmique ,  dans  l'équation  defquelles  x  ^y^^lj^^"^' 
n'entrent  pas  tous  deux,  que  la  Règle  de  fart,  pyo  ^outfis^Jfymf^ 
TAfymptotifme  peut  être  utile,  car  pour  les  géométriques  on  ^^'^'• 
voit  tout  d'un  coup  fi  çlles  ont  une  Afymptote ,  puifque  x 
&  y  étant  dans  leur  équation ,  il  n'y  aura  que  l'un  ou  l'autre . 
qui  puifle  devenir  ==  00 ,  à  moins  qu'elles  ne  fe  terminent 
par  être  obliques  à  l'axe.  Cependant  pour  faire  mieux  voir  que 
dy  ==  ^  ou  ==  00  eft  toujours  lié  avec  PAfymptotifnie  , 

Rr  i] 
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nous  en  allons  donner  encore  quelques  exemples  dans  dcî 
Courbes  géométriques,  quoique  cette  confidération  ny  foît 
pas  abfolument  néceflaire  pour  juger  derAfymptotifme,mais 
elle  fervira  à  faire  voir  ce  que  fignifient  ces  valeurs  extrêmes 
de  dy  y  dont  il  femble  qu  on  a  négligé  jufqu  ici  de  rechercher 
leffet. 

Exemple    IIL 

Soit  l'Hyperbole  entre  fes  Afymptotes ^ab  =  xjlyeft 


Si  X câ oo ^ djf  =? ""^^  ^>  Donc  ày^=>^ pour  Tordre. 
Si^  ==s;0O>  ce  qui  emporte  ;c=i/;if==^>  tfy  eft=a 
-  ^^Ax^"^        'yj __ ç^^  Q^ fupprime  le — dontceooeÛ 
^e£lé>  parce  qu'il  ne  Êtit  rien  à  Tordre» 

Exemple    IV* 
D«iii  u       p^i.  Dans  la  Conchoïde  prife  comme  elle  Teft>  p.  6<. 
de  \An.  des  M.  petits ,  dy  =  *'^-^*'^^*  Donc  fi  * = Jx  , 

•^         xxV  ^•'•'^xx 

«y  ==  -; —  =  — 7-r  =  T"  =  oo.  Donc  la 

Conchoïde  a  un  cours  infini  dans  le  fens  des  y  >  &  d'ailleurs 
elle  a  un  cours  feulement  fini  dans  le  fens  des  jc,  puifque  x 
ne  peut  être  plus  grand  que  a.  Donc  elle  a  une  Afymptotc 

Exemple    V* 
Dans  me      $62^  Dans  la  Courbe  axx  ==  xxy  Hf-  aay  (  p.  (f 5  &  64i 


Courbe  ^*        •     -,  '  i     dx 

Mn.  des  int  de  1  An.  des  Inf.  petits  )  dy  =  ^^  *    ,>  Donc  fi  x  ==  00  ^  iy 

"^ .  Donc  dy  t=  -î-j  eft  de  trois  ordres 


au  deffous  de  dx^  Donc  la  Courbe  a  une  Afyroptote* 


> 
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Exemple    VL 
$f6s.  On  verra  aifément  que  la  Parabole  ordinaire  ax    jysusJétfM 
y  y  n  a  point  d' Afymptote  >  car  dy  ==:  —  y  ai  y  étant 

mdx 


oo,  dycû  ==  — ^  ==  -i-j >  &  par  conféquçnt  n'eft que 

d'un  ordre  au  defibus  de  dx. 

Mais  dans  la  i"  Parabole  cubique  a"-  x=^y^  >  &  où  pat 

fconféquent  dy  £==  ^— ^  ^y  =  oo  rend  dy  =  ^^ ,  &  pat 

conféquent  de  deux  ordres  au  deffous  de  dx  ;  donc  il  devroit 
y  avoir  une  Afymptote  félon  la  Règle ,  cependant  îl  eft  biéri 
iûr  qu'il  n'y  en  a  point. 

L'erreur  vient  de  ce  que^,  fuppofée  infinie  >  na  pas  été 
bien  caraâérifée  ou  bien  exprimée.  On  voit  par  l'équation 
^*  X  =j'S  que  X  &Ly  ne  peuvent  devenir  infinis  qu'enfemble, 
&  fuppofant  a*  =  i ,  on  a  donc  oo  ==  00%  ce  qui  ne  fe  peut 
en  mettant  le  même  Infini  dans  les  deux  membres  de  Féqua- 
tion.  Il  faut  donc  entendre  par  00^  un  Infini  moindre  qdeoo> 
qui  foit  élevé  au  cube.  Soit  cet  Infini  oC«  Donc  00  =5  oC'  > 

ce  qui  fe  peut.  Donc  00  ^  ===  oC  ==>  infini.  Donc  dans 

l'Infini,^» =00  T.  Donc  dy  =ilJil^=^ 1 — r=^^ 

Qr  00^  eft  de  Tordre  de  oo* ,  donc  dy  ==  ~neft  qu« 

3.00 

1de  Tordre  de  ~  >  &  par  conféquent  tfeft  que  de  Tordre 

s 

potentiel  immédiatement  inférieur  à  celui  d^dx. 

^64.  Il  ne  s'eft  point  gliflé  d'erreur  dans  les  exemples 

Îrécédens  >  &ute  de  cette  attention  de  bien  caraâérifer  les 
nfinis,  parce  que  x  &cy  n'y  devenoient  pas  infinis  en  même 
temps,  &  que  ce  n'eft  qu'en  ce  cas-là  qu'il  faut  confidérer  leur 
différent  caraâere.  Mais  de-là  naît  la  Remarque  générale,  que 
quand  deux  ou  plufieurs  grandeurs>qui  ont  rapport  enfemble;^ 

Kr  iiî 
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deviennent  en  même  temps  infinies  ^  ou ,  ce  qui  eft  une  fuite 
néceflaire  du  même  raifonnement ,  infiniment  petites  ^  il  faut 
en  juger  >  non  par  le  càraâtere  vague  &  indéterminé  d'Infini- 
ment grand  ou  petit ,  qu'elles  prennent ,  mais  par  le  caraâere 
particulier  que  leur  donne  la  néceflité  de  leur  rapport;  Ôc  cela 
fait  voir  Tufage  de  ces  difFérens  ordres  potentiels  ôc  radicaux 
àont  nous  avons  tant  parlé. 

Sans  cette  Théorie  des  Infinis  radicaux^  ort  trouveroit  une 
diffic^ulté' infurmontable  dans  l'équation  même  de  la  Parabole 
ordinaire,  où  -77  ^•^.  x»  Car  comment  concevoir  que  y 
&  x^  crôiffant  toujours  enfemble,  &  ne  devenant  infinis  qu'en 
même  temps  j  il  arrive  cependant ,  quand  ils  le  deviennent  > 
queyfoit  infiniment  moindre  que  :vf  Cette  difficulté  difpa-» 
roît  entièrement,  quand  on  voit,  félon  l'art,  précédent,  qu  on 
ne  peut  avoir  00  ^i=s  oc^ ,  mais  feulement  ==  oC^ ,  ce  qui 

donne^  infini  =  00  ^ ,  &  la  proportion  -7^  ^  •  ^  •  ^ ,  changée 

en—  KOC^.oo. 
ntgU  paur  .  96 y .  De  toute  la  Seâîon  précédente  réfulte  la  Règle  gé- 
^lwT«»«  pérale  pour  le  parallélifme  &  la  perpendicularité ,  que  dans 
courbiMrrivilc  parallélifme  df  e(l  nul  >  ôc  dans  la  perpendicularité ,  infini 
MH  psraïuiif  par  rapport  kdx  y&cce  qu'on  a  déjà  vu  montre  affez  que  le 
Çi^endtcula-  calcul  différentiel  doit  donner  auffi-tôt  ce  rapport,  ôc  les  cas 
rite,  où  il  arrive.  Car  le  rapport  de  dy  2l  dx  ayant  été  tiré  de 

Téquation  de  la  Courbe  géométrique ,  ou  étant  donné  par 

celle  de:  la  méchanique ,  On  voit  auffi-tôt  s'il  peut ,  ôc  dans 

quels  cas  il  peut  devenir  nul  ou  infini. 

Voyons  d'abord ,  félon  l'ordre  que  nous  avons  toujours 

fuivi,  les  cas  où  la  Courbe  arrive  au  parallélifme  ou  à  la  per* 

{)çndicularité  par  un  cours  infini,  ôc  premièrement  le  paral- 
élifiiie.  dx  y  lubfîfte  toujours  tel  qu'il  a  été  par-tout  ailleurs , 
c'eft-à-dire ,  de  Tordre  de  -^ ,  ôc  égal  au  même  — ,  Ôc  ^y  eft 

nul  par  rapport  h,dx.  Donc  dy  eft  de  Tordre  de  -^  >  ou 

d^un  ordre  inférieur.  On  vient  de  voir  que  s'il  eft  d^un  ordre 
inférieur  à  — ^ ,  la  Courbe  a  une  Afymptote.  Donc  il  ne  refte 
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3  examiner  que  le  cas  où  la  Courbe  arrive  au  parallélifine  par 
un  cours  infini  (ans  avoir  d'Afymptote, 

£n  ce  cas  >  je  dis  qu'il  n  eft  point  nécefTaire  que  dy ,  nul) 
par  rapport  z  dxy  foit  =  -ij ,  mais  qu'il  fuffit  qu'il  foit  de 

cet  ordre  ^  ou ,  ce  qui  eft  le  même  ,  qu'il  foit  de  quelque 
ordre  radical  compris  entre  —  &  ^>  de  forte  que  dy  pour- 

ra  fe  trouver  indifféremment  dans  tout  l'intervalle  compris 
depuis  -!-  exclufivement  jufqu  à  -^  inclufîvement. 

Cela  eft  clair  par  foi-même  ;  car  dy  devant  être  de  Tordre 
de  -^  >  il  en  fera  néceflairement  félon  la  Théorie  des  ordres 

potentiels  ôc  radicaux  y  s'il  eft  de  quelque  ordre  radical  com- 
pris entre  «^  ôc  -^ .  Mais  on  va  le^  voir  encore  par  dej 


00  co 

exemples. 


Exemple    L 


S>6S.  Dans  la  Parabole  ordinaire  ou  du  2^  degré,  où  dy.'  exemples 
dx::  i.  zy^  on  voit  d'abord  que  la  fuppofition  de  y  ==  po  rluéilLlVue 
rend  dy  nul  par  rapport  à  dx  ==  -^.  Il  femble  auflî  que  dy  ie$  premières 

1       •  ?    «  I  -1         Paraboles  iê 

devienne  :£=  -^  «  parce  que  i  eft  d  un  ordre  potentiel  au  ^^^^ue  degri 
deflous  de  2y  ==  200,  Mais  cela  n^eft  pas  ainfi.  trimitâ  it^ 

niment  éloi^ 

Car  j!  infini  eft  ==:  00*  (p(î4).  Donc  alors  dy  ==  -^ui^mlZi 

..  Donc  dy..  dx  ix  ^  •  ^  iioo/"""' 


COXiOO  •       100  i  00 

aoo  *.  Or  il  s'en  faut  un  ordre  radical  que  00  *  ne  foit 

00  *  ==  00*.  Donc  dy  ,  quoique  nul  par  rapport  h,  dx^Sc 
de  l'ordre  de  -^  par  rapport  au  Fini  >  eft  cependant  d'un 

ordre  radical  au  deifus  de  -^  ^  ôc  n'eft  que  de  cet  ordre  au 

defTous  de  dx. 

Exemple    IL 

967.  Dans  la  i"  Parabole  du  }°^  degr^^  x  ^=^f  ,  dy^i 
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l  extrémité  eft  ==  -^  (p(J5).  Donc  il  eft  encore  duri 

3 

î  00 

ordre  radical  au  deflus  de  -~  =  — i- ,  mais  il  eft  de  deux 

T  00* 

00 

ordres  radicaux  au  deflbus  de  ^a;  =  -^  =  ^i-, 

00  f 

00 

Exemple    IIL 

$6S.  De  même  dans  la  i"  Parabole  du  4™^  degré  ,- 
X  == J''^  y  le  dernier  ^^  eft  ==  ~r  d'un  ordre  radical  au 

400 
deflus  de  —:  «  &  de  trois  ordres  radicaux  au  deflbus  de  dx^ 

p5p.  Les  derniers  ^^  de  chaque  1"  Parabole  de  chaque 

degré  étant  —4  y  -H >  "^^  (5^^  1  P<^7  >  9^^  )  y  on  voit 

13  4 

200  3  00         400 

aflez  ^  &  on  peut  s'en  aflurer  encore  par  une  plus  longue 
induâion  y  que  n  étant  le  degré  de  la  Parabole  >  le  dernier  dy 
de  la  i"  Parabole  de  chaque  degré  fera  — \;r:rr  D'où  il 

»oo     • 

fuit  que  le  dernier  dy  dune  i^^  Parabole  quelconque  fera 
toujours  de  Tordre  de  —^  y  &  jamais  =^  —  y  tant  que  n 

fera  fini  >  car  lexpofant  *Z— i  ne  fera  jamais  c=  rz.  Or  il  eft 

aifé  de  voir  que  n  fera  toujours  fini  y  ou  qu  une  Parabole  d'un 
degré  infini  eft  impoffible. 

5)70,  Plus  n  eft  grand,  plus  1  eft  petit  par  rapport  à  »> 

ou  plus  i2JZIi  approche  d'être = 2.  Donc  plus  le  degré  d'une 

I*'  Parabole  eft  élevé ,  plus  le  parallélifine  qu'elle  a  à  fon 

extrémité  approche  de  fe  faire  par  un  dy  ==  -^5^5  c'eft-à-dire^^ 

qu'elle  en  eft  d'autant  plus  parallèle  à  fon  axe. 

Exemple    IV. 
Exm^Ut      §7i*  Au  lieu  des  Paraboles  précédentes  qui  étoient  les 


\ 
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i"'  de  chaque  degré ,  c  eft-à-dire  ,  celles  oti  x  n  a  qiiuncyjans  h  ps:^ 
Himenfion,  je  prens  maintenant  les  dernières >  c'eft-à-diretT^^^f'^^^** 

U\iA'r\.r'  *'^  dernières 

celles  onxd,  toutes  les  dimenlions  horlmis  une,  Ti^ahoUs  de 

Soit  donc  :v*  =^  S  féconde  ou  dernière  Parabole  cubique  >  ^^^v^^  ^^s^^ 

ont  a  lemr  eX" 

dy=^^^^.  Uéquanon;c*  =  y^  portée  dans  Flnfini adonne  ^^^?!i!f>  P^ 

^  3jr*    .         ^  .  «^    r  '  rmllehfme 

oo  GLy  ===  oo  ^  Donc  le  dernier  dy  = ».==s:crM^r^ 


00 


lOp 


T 


00* 


^  de  deux  ordres  radicaux  au  defTus  de  - 

Exemple    V.. 
571..  De  même  dans  la  ti^  &  dernière  Parabole  du  4"** 


àogié,  AT*  =y^^  dy 


3  x^dx 


^y 


j- ,  àiy  infini  étant 


oo^jlq 


dernier  dy  eft 


,00  »)^  -î- 


400 


9. 

4 


îOO 


î 
4. 


400 


9 

4 


loo* 


9^ 

4 


4 
400 


5)7 3  •  En  général  le  dernier  dy  de  la  dernière  Parabole 
'de  chaque  degré  n  eft  -^7^,  >  d'où  il  fuît  encore  qu'il  eft 


n 


•  00 


toujours  de  Tordre  de  -~  ^  mais  jamais 
fant"+' 


09 

eft  toujours  s=3 1 


90 


i-j ,  car  Pexpo- 


I 

n 


+  1 


974.  Plus  »  eft  grand ,  plus  ~-  approche  dTêtre  =5 1  ; 
&  par  conféquent  le  dernier  dy  d'être  =  J- ,  ou  de  cet: 

ordre  >  auquel  cas  il  n  y  auroit  plus  de  parallélifme.  Donc 

f)lus  le  degré  de  ces  dernières  Paraboles  eft  grand,  moins  à 
eur  extrémité  elles  font  parallèles ,  ce  qui  eft  le  contraire  des 
1  '« Paraboles  (970). 
^y$.  Le  deniier  dy  dune  1"  Parabole  eft  au  dernier  dy 

Sf 
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de  la  dernière  Parabole   du  même  degré  :: 

■■  *'^'    >  ou  i  en  ne  confidérant  que  Tordre ^  :  :      „ _ ,  , 

•00     •  oo     * 


,^,-.0O     "    •  OO     ^    .  D'oà il  fuît  que  le  dernier  Jy 

'  d'une  I  "  Parabole  eft  d'autant  d'ordres  radicaux  au  deflbus  du 

dernier  djf  d'une  dernière  du  même  degré  qu'il  y  a  d'umtés 

depuis  n  -+-  i  jufqu  à  2  n 1  ^  les  deux  dy  étant  toujours 

compris  dans  l'intervalle  qui  efl  entre  ~  &  — ^  ^  ou ,  ce  qui 

eft  le  mêmCj  la  i'^^  Parabole  eft  infiniment  plus  parallèle  que 
la  dernière ,  &  infiniment  plus  parallèle  félon  le  rapport  de 
deux  difi^érens  ordres  radicaux  compris  dans  le  même  inter- 
valle potentiel» 

Exemple    VL 

TsTêUii^mê  A75.  Dans  le  3"*  &  a^"^  degré  il  nV  a  que  deux  Parabo- 
moyennes  de  1^^ ,  mais  daus  le  5  ""^  il  commence  a  y  en  avoir  de  moyen^ 
fh^Mê  Aigri,  nés  >  &  il  y  en  a  deux  dans  ce  degré» 

La  i"  de  ces  moyenties  eft  o^  ==^^  ^dy  5==  -yér^  &  Iç 
•îkmier  ày 


T 


La  1^  des  moyennes  eft  x^^==if .  ^  c=lfl^,  &  lè 


dernier  dy 


s 


D*oii  il  fuît  qu'aucune  de  ces  Paraboles  n*a  un  dernier  i^ 


00% 


9 


quoiqu'elles  l'aient  toutes  de  cet  ordre* 


^77.  Les  derniers  dy  des  quatre  Paraboles  du  j™  degré 
étant  -L.(p(jp)«i-.,  ^  (p7(î)  &  -^  (P73)  >  oa 


s  s  s  s 

3[oit  que  les  t/^  des  deux  Paraboles  moyennes  remplilTent 
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^intervalle  que  kiiToient  entr  eiix  ceux  des  deux  extrêmes  % 
d'où  rofl  voit  qu'il  en  ira  de  même  pour  les  Paraboles  des 
degrés  plus  élevés  y  ôc  que  i  étant  toujours  le  numérateur  de 
la  fradion  qui  exprimera  le  dernier  dy  de  la  i"  Parabole 
d'un  degré  quelconque ,  &  »  —  i  le  numérateur  de  celle  qui 
exprimera  le  dernier  dy  de  la  dernière  Parabole  y  les  numéra< 
teurs  des  dy  des  Paraboles  moyennes  feront  les  nombres  na« 

turek  qui  feront  entre  i  Ôc  » 1 ,  c^eft-à-dire  y  feront  en 

progrellîon  arithmétique  ^  auffî-bien  que  les  expofans  de  00 
qui  fera  dans  lès  dénominateurs. 

978^  Dans  un  même  4egré  le  parallélifme  des  différentes 
Paraboles  difpofées  félon  leur  ordre  y  à  commencer  par  celle 
où  X  n'a  qu'une  dimenfion>  ira  toujours  en  diminuant  depuis 
cette  l'Vjufqua  la  dernière. 

$79.  D  un  degré  à  celui  qui  efl  immédiatement  fupérîeur  i 

{)ar  ex.  du  5"°^  au  'S^y  la  x^  Parabole  du  f  fera  moins  parai- 
ele  que  celle  du  6  (  pyo  )  >  &  la  dernière  Parabole  du  )  fera 
plus  parallèle  que  celle  du^  (^74). 

p8o.  Donc  en  général  la  plus  petite  différence  déterminée 
quipuiffe  être  entre  deux  ordres  radicaux^  ou  entre  un  radical 

&  un  potentiel  y  comme  celle  qui  feroit  entre  00  rs;  & 


100 

100  ^ 


&  toute  autre  plus  petite  à  l'indéfini  >  fuffit  pour 
rendre  dy  nul  par  rapport  à  dx  y  autant  qu'il  le  doit  être  dans 
leparallélifme,  qui  n  efl  point  accompagné  d'Afymptotifme* 
£t  dès  que  dy  tombe  au  deffous  de  -^  >  ou  efl  diaérent  de 

'dx  de  plus  qu*un  ordre  potentiel  ^  il  y  â  parallélifme  avec 
Afymptotifine,  parce  que  le  moindre  abaiffement  de  dy  au 
deflbus  de  -i^  aoit  fufnre  aufli  pour  cela. 

p8i.  Maintenant  examinons  les  cas  oti  la  Courbe  arrive  p^titminâ^ 
h  la  perpendicularité  par  un  cours  infini*  pendicJIrTtl 

dx  y  c&  toujours  nul  par  rapport  à  dy.  On  a  vu  que  d^scomhs  à 
lorfque  la  Courbe  a  une  Afymptote ,  dy  efl:  toujours  ==  00 ,  Jf  ^„J„7w^^^ 
&  par  conféquent  dx  y  toujours  fupppfé  == —,  efl  de  deux  ihiinh. 

ordres  potentiels  au  deffous  de  dy.  Lorfque  le  dernier  dy  de 

Sf  ij 


oo 
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la  Courbe  eft  =  i ,  elle  n  a  point  d'Afymptote ,  ai  dxi=sJ^ 

eft  d'un  ordre  potentiel  au  deflbus  de  dj^.  Jufques-là  il  n'y  a 
nulle  difficulté.  Mais  quand  le  dernier  dy  eft  dfe  Tordre  de 
,  ce  qui  eft  poffible  (8^4),  auquel  cas  il  eft  vifible  que  la 

Courbe  n'a  point  d'Afymptote  >  il  s'agit  de  (avoir  comment 
dx  devient  nul  par  rapport  à  dy. 

Cela  ne  peut  être  que  de  deux  manières* 

Ou  dx  n'exiftera  plus ,  félon  l'idée  de  Tart.  8  f  i; 

Ou  il  exiftera  encore  ^  mais  infiniment  moindre  que  ^/; 

Le  i^'  cas  paroît  d'abord  le  feul  poflible.  Alors  dx  ==  oj 

En  cas  que  le  1^  le  foît ,  il  faut  ^  puifque  dj  eft  de  Tordre 
de  ^ ,  &  que  dx  exifte ,  &  par  conféquent  eft  =  -^j  que 

dj  foit  de  quelque  ordre  radical  du  même  ordre  potentiel 
que  -^  par  rapport  au  Fini  y  mais  fupérieur  à  -î- ,  6c  cet  ordre 

fera  en  général  -^ ,  n  étant  moindre  que  m ,  de  forte  que 
dvfeniidx  ::  —î— ._L-:too  "•  t=00.00  "•  ,  &  d au- 


m 
00  »  00  m 


tant  d'ordres  radicaux  au  delTus  de  dx  que  m  aura  d'unités  de 
plus  que  ^. 

Or  je  dis  que  cette  2^*"  manière  eft  poflSblcr 
'  Le  paraîlélifme  pu  la  perpendicularité  d  une  Courbe  Cont 
réellement  la  même  chofe ,  puifque  Tun  devient  Tautre  pat 
une  fimple  tranfpolîtion  d'axe  qui  n  eft  rien  de  réel  par  rap- 
port à  la  Courbe ,  &  n'y  change  rien  de  ce  qui  étoit  abfolir* 
Au  cas  où  une  Courbe  eft  parallèle,  &  a  une  .^Tymptote ,  Se 
où  djf  eft  de  deux  ordres  potentiels  au  defTous  dedxy  répond 
celui  où  une  Courbe  eft  perpendiculaire  &  a  une  Afymptot^ 
&  où  dy  ===  co  eft  de  deux  ordres  potentiels  au  de/Tus  de 
dx  =  — .  Au  cas  où  une  Courbe  eft  parallèle  fans  avoà: 

d'Afymptote,  &  a  un  dernier  dy  =  dy*  y  &  par  conféquent 
d  un  ordre  potentiel  au  defTous  de  dx  ^  répond  celui  où  une 
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Courbe  perpendiculaire/ans  avoir  d^Afymptote,a  un  dernier 
dy  ==  I  ,  &  par  conféquent  d  un  ordre  porentiel  au  defTus 
die  dx  =-^,  Donc  auiC  cas  où  des  Courbes  parallèles  fans 

Afymptote  ont  des  dy  nuls  par  rapport  ^dxy  quoiqu'ils  ne 
foient  que  de  quelques  ordres  radicaux  au  deflbus ,  &  non 
d^un  ordre  potentiel  entier  y  doivent  répondre  ceux  où  à^% 
Courbes  perpendiculaires  fans  Afymptote  auront  des  dy  in- 
finis par  rapport  à  ^^  =  -^9  quoiqu'ils  ne  foient  que  de 

quelques  ordres  radicaux  >  6c  non  dun  ordre  potentiel  au 
defTus  àtdx. 

Il  eft  vrai  que  dans  le  paralléllfme  les  dy  qui  ne  feront  aur 
deflbus  de  dx  que  de  quelques  ordres  radicaux  >  feront  en 
même  temps ,  par  rapport  au  Fini ,  du  i^  ordre  potentiel  > 
dx  étant  du  i">  &  que  dans  la  perpendicularité  les  dj  qui 
feront  de  quelques  ordres  radicaux  au  deflus  de  dx  ==  -i-  ^ 

feront  du  même  ordre  potentiel  que  ^  par  rapport  au  fini  > 

mais  c^far  rapport  au  fini  fignifie  feulement  que  ces  difFé- 
xences  d'ordres  radicaux  nous  échappent,  &  cela  n'empêche 
pas  que  réellement  &  abfolument  dy  qui  fera  d  un  ordre  radi- 
cal au  deflus  de  dxy  ne  foit  autant  infini  par  rapport  k  dx  , 
qu'il  eft  infiniment  petit  ou  nul  par  rapport  à  ce  même  dx^ 
quand  il  eft  dun  ordre  radical  au  deflbus ,  &  que  fi  dans  le 
st^  cas  la  petitefle  infinie  par  rapport  à  dx  fufiit  pour  le  parai-* 
lélifme ,  fa  grandeur  infinie  par  rapport  à  dx  clans  le  1*'  cas 
ne  doive  fuffire  pour  la  perpendicularité. 

$%2.  dx  peut  n  exifter  plus  dans  la  perpendicularité ,  &' 
alors  il  eft  ==  o  ,  ou  ==  -^ ,  ou  à  tel  Infiniment  petit  qu  on 

voudra  d'un  ordre  plus  bas.  Mais  s'il  exifte  j  il  ne  peut  jamais 
être  d  un  ordre  plus  élevé  que  -^,  non  pas  même  plus  grand 

que  -^  y  parce  qu  il  a  été  fuppofé  conftant.  Donc  toute  fup- 

pofîtion  qui  rendra  dx  pîus  gîfiina  que  -^ferâ  mipoflibler 

Donc  fi  une  Courbe  étant  arrivée  à  la  perpendicularité  pac 
un  cours  infini^  la  fuppoficion  de  dy  =  i  j  rend'  dx  plus 

grand  que  -^>  il  n'efi  point  vrai  que  le  dçrnier  dy  de  cettf 

~  Sfiij 
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Courbe  foît  =  i  %  mais  feulement  de  Tordre  de—^  &  c  eil 

alors  qu'il  faut  voir  de  laquelle  des  deux  manières  de  1  art. 
wécédent  dx  e(t  nul  par  rapport  kdy^  car  il  eft  vifible  que 
les  deux  ne  peuvent  pas  êtce  enfemble.  Donc  en  ce  cas  fi  la 
fuppofition  de  dx  ==  ^  tombe  dans  Timpolfible  >  la  per- 

pendicularité  fe  fait  de  la  a"^""  manière. 

Exemple    L 

Exemples  5^83.  Si  on  tranfpofe  Taxe  de  la  Parabole  ordinaire  >  ce 
^^.^'V'rrqui  la  rendra  perpendiculaire  à  fon  extrémité,  au  lieu  qu  elle 
'«  ;rL/>wy  ^toit  parallèle  >  &  changera  les  x  en^ ,  &  les  jr  en  Xj  ?équa- 
ParabûUs  de tion fcta jf  ==  Af* | d'où fuit dy  ==  2^^^ ou dy »dx:i2X.U 
^Ui^fo[tf!  ^^  voit  d  abord  que  x  infini  rend  dy  infini  par  rapport 
ferpendicuia-^dx,  &  par  conféquenton  voit ,mais  feulement  d'une  vue 
Trli/Sler^  générale  &  confiife ,  que  la  Courbe  arrive  à  la  perpendicula^ 
rit*é  par  un  cours  infini. 

Ici  ic  infini  eft  =  00  *  (p^4). 

Si  dy  ==a  I ,  ce  qui  ne  paroît  point  împofTible  à  la  feule 

vue  de  Téquation ,  donc  200*  (sat)  .  i  ::  i  (dy). 


{dx)^&cdx  feroit  d'un  ordre  radical  au  deffus  de  -^ ,  ce  qui 

eft  împoffible  (p82).  Donc  dy  eft  de  Tordre  de  -i-.  Donc 

la  Courbe  eft  dans  le  cas  que  dxy  foit  nul  par  rapport  à  df 
de  îune  des  deux  manières  de  l'art,  p  8 1  • 

giJATi —  ^->donc^(ri[y).-^(^);:2QO^(2^)>i> 

i 
donc  dy  =  î^  ==3  ^.  Mais  il  étoit  dans  tout  le  cours 

00* 
delà  Courbe  de  Tordre  de  -^^  Donc  il  étoît  ce  qu'il  feroit 


devenu  à  Textrémité  ::  00» .  oo^  Donc  à  Textrémité  du 
cours  il  feroit  moindre  d'un  ordre  radical  y  ou  feroit  décru,  ce 
qui  eft  impoflible  dans  une  Courbe  qui  va  à  la  perpendiculari* 
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té.  Donc  dx  fubfifteA  la  perpendicularké  fe  fait  de  la  fécon- 
de manière. 

£t  comme  dx  exiftant  eft  confiant  ^  c'eft  à  lui  à  régler  la 

grandeur  de  iy.  Donc  i.20O^(2x)  ::J^{dx).  ^(dyj^ 


00 

00 


Donc  la  perpendicularité  fe  Êiit  par  un  dj^  qui  cûk  dx 

5  :  co .  00  »  y  c'eft-à-dire  >  du  même  ordre  potentiel  par  rap-' 
port  au  fini^  mais  élevé  dun  ordre  radicaL 

Exemple    IL 

5)  84.  Si  l'on  rend  perpendiculaire  à  fon  extrémité  la  i'* 
Parabole  cubique  par  la  tranfpofition  de  Taxe  y  Téquation  fera 
y  =  x^  f  d  où  fuit  dy  ===  ^x^'dx  y  ou  dy .  dx  :  :  sx*  •  i* 

On  trouvera  y  en  faifànt  les  ntêmes  raifonnemens  que  dans 
Tart.  précédent. 

Que  dy  ne  peut  être  ==  i>  parce  que  dx  devîendroît 

H  infiniment  plus  grand  que  — 


00 
a  00' 


Que  dy  étant  donc  de  Tordre  de  -^'ydx  ne  peut  être 
'—  y  parce  que  dy  feroit  ==  -fj  d  un  ordre  au  deflbus 


00 
de  -î- 
Et  qu'enfin  dx  étant  ==5  —ydy  fera  ==  -i^i  ^  pa^ 


00' 


Conféquent  Perdre  de  dx  à  celui  dc^y  îî  OO  t  .  00  "^ ,  ou7/;c^ 
de  deux  ordres  radicaux  au  deffous  de  dy  y  quoiqu'ils  foient 
tous  deux  du  même  ordre  potentiel  par  rapport  au  fini; 

5)85.  On  voit  affez  par-là  que  n  étant  le  degré  des  Para* 
boks  y  le  dernier  dy  des  t"*  Paraboles  de  chaque  degré  renr 

idues  perpendiculaires  à  leur  extrémité  >.  fera  — V>  oUr>  eo- 


00 


iiégiigeant  le  coefficient  n  y  — ^  >  &  cpe  f^tr^onféquent  49^ 
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étant  toujours  =  -^>  dx  &l  dy  de  cette  extrémité  per- 

00  " 

'  t  n 

pendiculaîre  feront  toujours  ::  oo'îr  ,  oo  »  ,  c'eft-à-dire , 
que  dx  &  dj^  étant  toujours  par  rapport  au  fini  de  Tordre 

potentiel  do— y  dxkv^  d  autant  d'ordres  radicaux  au  deflbus 

de  djf  que  I  aura  d  unités  moins  que  n^ 

$S6.  Puifque  la  perpendicularité  confîfte  dans  le  rapport 
infini  de  d^zdx  y  plus  ce  rapport  fera  grand,  plus  la  perpen- 
dicularité fera  grande.  Or  plus  n  ell  grand  ^  plus  le  rapport 

îde  oo  "  à  oo  "  ,  ou  de^^  à  dx  (p8y)  eft  grand.  Donc 
plus  k  degré  eft  élevée  plus  les  i'"  Paraboles  de  chaque  de- 
gré font  perpendiculaires  à  leur  extrémité,  ce  qui  doit  être 
en  effet ,  puilqu'elles  en  étoient  d  autant  plus  parallèles ,  lorf 
qu  elles  étoient  parallèles  (pyo  )  y  &  que  le  parallélifme  &  I4 
perpjendicularité  m  fpnt  réellement  quie  la  même  chofe» 

r 

Exemple    III. 

Exetf^Us      ipgy.  Soit  la  2^*  Parabole  cubique j^*  ==s  ;v*  rendue  per- 

WivS^^^  ^  ^<^^  extrémité. 

des  dernières     Oti  ttouvcra  y  ctï  fui vant  Ics  raifonnemens  des  deux  Exem:i 

^ha'^tl^de  '^l?^^^  précédens>  que  fon  dernier  dj  eft 

tranjpofées  ,  i  oo' 

ferpendicuU^     pS8r  En  général  le  dernier  dy  de  la  dernière  Parabole  de 

iMfmul  chaque  degré ,  ainfî  rendue  perpendiculaire  à  fon  extrémité, 

eft 2 — ;j:r-,  ou  — jtr-x  •  ^'^^  ^  ^^^  ^^  ^J  ^^^  ces 


I  X  00    "  00 


dernières  Paraboles  étant  toujours  de  Tordre  de  — i^ ,  il 


00 


approche  dWant  plus  de  n  être  que  de  Tordre  de— i;;-  ou 

de  Tordre  d^âx  que  n  eft  plus  grand ,  6c  que  par  confé- 
quent  le  rapport  infini  de  dy  kdx^ou  la  perpendicularité 

eft 
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neft  toujours  d'autant  moindre  que  ces  dernières  Paraboles  font 
d-un  degré  plus  élevée  ce  qui  revient  à  lart.  P74. 

Il  eft  aife  d  appliquer  aux  Paraboles  moyennes ,  rendues 
perpendiculaires  a  leurextrémité>  ce  qui  en  a  été  dit  dans  les 
art.  976^  &c.  p8o ,  lorfqu  elles  étoient  parallèles. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  fur  ces  Paraboles  parallèles 
ou  perpendiculaires  à  leur  extrémité ,  pourroit  fe  démontrer 
par  un  calcul  général  ^  &  (ans  les  tentatives  que  nous  avons 
&ites  ;  mais  nous  avons  cru  que  ces  tentatives  mêmes ,  quoi- 
que moins  élégantes  ^  feroient  mieux  entrer  dans  la  nature  de 
la  choie  ^  ôc  dans  les  principes  eflentiels. 

5>  8  9.  Maintenant  examinons  le  parallélifine  &  la  perpen-   Détermina 
dicularité  à  1  origine  des  Courbes.  îS^f^S'l 

Pour  avoir  le  point  de  cette  origine/il  faut  fuppofer  x  =0,  u  perpendi- 
ou  y  ce  qui  eft  le  même  ^  ==  dx  ;  car  l'étendue  de  Taxe  à  la-  ^«^f''*'^  ^^ 
quelle  la  Courbe  fe  rapporte  èft  nuUe^quand  la  Courbe  com-  ciurtiu 
mence  à  s'y  rapporter ,  ou  commence  fou  cours. 

Si  la  fuppofition  de  x  2==  dx  tendj^  =  o  ==3  dy^noU'&vt^ 
lement  la  Courbe  ne  commence  à  fe  rapporter  à  Taxe  qu'au 
point  où  X  ==  dx  y  mais  elle  part  de  Taxe  en  ce  point-là.  .  , 

Si  X  =t/;tfTend^  finie ,  la  Courbe  ne  part  point  d'un  point 
de  l'axe  y  mais  d'un  point  élevé  au-deffus. 

Si  X = dx  rend  j/  ==  00  ^  ce  n  eft  pas  là  proprement  une 
origine  de  la  Courbe  y  puifqu  au  point  où  x  =  dx ,  répond 
un  cours  vertical  infini ,  par  où  il  n  eft  pas  naturel  de  conce-\ 
voir  que  la  Courbe  ait  commencé.  Ainfî  dans  l'Hyperbole 
entre  fes  Alytnptotes  y  ab  =  xy  y  la  fijppofition  de  x  =  dx 
rend  j>  ==  00.  En  ce  cas  on  fixe  arbitrairement  l'origine  de 
la  Courbe  à  quelque  point  où  x  fera  fini  y  afin  d'avoir  une  y 
finie.  Dans  l'Hyperbole  y  par  exemple ,  fi  x  =  ayj  ==  b  , 
6c  la  Courbe  à  fon  origine  a  un  point  élevé  au-deifus  de 
Taxe  de  la  quantité  b. 

Si  X  n  entre  point  dans  Téquation  de  la  Courbe^  j^  y  en- 
trera ^  &  en  le  fuppofant  ==  ^  ^  on  aura  le  point  de  fon  ori- 
gme>6c  où  elle  part  de  fon  axe.  Ainfi  dans  la  Logarithmique  ^ 
oxï  dy.  dx  ::y.  a  y  on  a  une  origine  de  la  Courbe  >ea 

Tt 


^^o         Elemens  de  la  Ge'ome'trie 
fuppofant  j  ==  dy.  Ce  n'eft  pas  cependant  une  origine  abfo* 
lue  y  car  on  peut  fuppofer  y  de  tel  ordre  d'Infiniment  petit 
qu'on  voudra  (  p  f  7  )• 

« 

ppo.  Il  faut  juger  dû  parallélifme  ou  de  la  perpendicula- 
xité  à  Porigine  d'une  Courbe ,  comme  on  en  a  jug^  à  foa 
extrémité  infiniment  éloignée.  Le  rapport  dedj^dx  ayant 
été  tiré  de  l'équation  de  la  Courbe  géométrique ,  ou  donné^ 
par  celle  de  la  méchanique ,  il  doit  devenir  nul  >  ou  infini  : 
mais  parce  qu'il  s'agit  de  l'origine  de  la  Courbe ,  il  faut  que  x 
foît  =  dx/ècy=dy  j  s'ils  peuvent  l'être  tous  deux ,  ou  du 
moins  Tun  des  deux^  après  quoi  on  voit  de  quel  Ordre  font 
dy  &Ldxy  l'un  par  rapport  à  l'autre ,  ce  qui  eil  la  détermina- 
tion précife  du  rapport. 

pp  r .  Dans  le  parallélifme  y  dx  étant  néicefTaîrement  == 
—  >  c'eft  lui  qui  doit  régler  la  valeur  dont  deviendra  dy.  Et 

fi  l'origine  de  la  Courbe  a  donné^  ==  ^  ^  il  faut  prendre 
garde  qu'alors  ce  dy  eft  uneOrdomiée  infiniment  petite ,  & 
non  la  différence  de  deux  Ordonnées^comme  il  reft  par-tout 
ailleurs ,.  &  que  le  parallélifme  confiflant  en  deux  Ordonnées 
égales  ,  il  y  a  donc  alors  deux  Ordonnées  ==  dy  ^  qui  ont 
leur  différence  infiniment  plus  petite  que  ces  dy^oix  ==  ddy. 

Exemple    !• 

^^  Exemples ^  _pp2.  Si  Gii  tranfpofc  l'axe  de  la  Parabole  ordinaire  y  ou 
uiifJedTvo^^^  ^^  degré,  on  a  dy.  dx  :\*2X.  i  (5)83  )>  d'où  l'on  voit 
ngin€desprenz\jS£\-tQt  quc  fi  X  =:  dx  y  ce  qui  détermine  Toriginc  de  la 
hlusde^cT^  Courbe  y  dy  t^  nul  par  rapport  à  ^^  ^  &  par  conféquent  la 
que  degré     Coutbe  parallèle  à  fon  origine. 

'Pfmjhe  ,  ^^  3;  Puifque  dy  ==  zdxdx  =  tidx''  y  dy  eft  du  2^  ordre 
/«'«/tfwi  tfrwy:  d'Infiniment  petit.  Et  parce  que  le  dy  de  cette  équatipn  eft 
f^f*  toujours  une  différence ,  il  faut  concevoir  à  l'origine  de  la 

Courbe ,  où  elle  eft  parallele^deux  Ordonnées  égales  de  l'or- 
dre de  -^ ,  ou  ==  dy  y  dont  la  différence  eft  ===  — ^  ==  ddy 

{S9^y  Donc  l'équation  ou  l'analogie  eft  devenue  ddy^  die 
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Exemple    IL 

PP4*  Si  on  ttanfpofe  Taxe  de  la  i^"^  Parabole  cubique  i 
on  ^  dy.  dx  :  :  3x \  i  (^S^^y.  D*où  fuit  à  Porigine,  dy.  dx 
:  :  sdx^.  i  y  &  par  conféquent  le  parallélifme.  Donc  >  félon  le 
Taifonnemenr  de  fart,  précédent  ^  l'analogie  devient  ^^4^. W:c 
:  :  $dx\  I ,  c'eft-à-dire,  que  la  différence  des  deux  Ordon- 
nées égales  &  de  Tordre  de  -^  qui  caufent  le  parallélifme  à 

l'origine  de  la  Courbe  >  eft  de  Tordre  de  ^  ^  &  que  par 

<:onféquent  cette  Courbe  à  fon  origine  eu  plus  parallèle  que 
la  Parabole  du  2^  degré,  de  même  quelle  eft  plus  perpendi- 
culaire à  fon  extrémité  (9S6). 

S>S^$.  En  général  les  i^""*  Paraboles  de  chaque  degré  au- 
ront toujours  par  la  tranfpofîtion  de  Taxe  le  dj  de  Torigine 
==  -i- ,  n  étant  le  degré. 

ppd.  Il  n'y  a  point  d'inconvénient  que  la  Suite  des  dj^ , 
qui  doivent  dans  tout  le  cours  de  ces  Courbes  être  de  Tordre 
de  —  1  commence  par  dy^  =  -i-  ,  ou  dy^  ==  — i- ,  &c.  car 

elle  auroît  pu  commencer  par  o ,  c'eft-à-dire  >  par  la  diffé- 
rence abfolument  nulle  de  deux  Ordonnées  abfolument  éga- 
les, à  plus  forte  raifon  peut-elle  commencer  par  un  dj  plus 
grand. 

Exemple   II L 

PP7.  Dans  la  2^^  Parabole  cubique  5  dont  Taxe  eft  tranf-^   zxmpUs 
pofé,  dj.  dx  :  :  jxS  27.  D'où  fuit  le  parallélifme  à  ^'<^^^g^^^*ff^rJl^Jl^^^ 

ppS.  De  cette  analogie  fuit  >  en  négligeant  les  coëfiiciens^ ri^i^i^  des  ier- 
df  =  dx'  i  &  parce  que  /^a:  eft  =  ~L  •  df = — ^, .  Donc  »''/''  /''r^ 

dy  ==  -^.  Donc  dj  n  eft  ici  que  d'un  ordre  radical  au-def-^**'  /""^r*' 

^  -^  -^  ^  tmnjpûfees  y 

00  furttlléltfme 

fous  de  dx  =  — ~.  toHjoHTs  di- 

00" 

S^çç.  De  même  dans  la  dernière  Parabole  tranfpofée  du 
^mc  degré  ^  /'  =  x"^  ydj.  dx  :  :  ^xK  5^^.  D'où  fuit  le  dy  de 

Ttij 
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rorigîne  » —    'y  Et  en  général  dans  la  dernière  Parabole  de 


5 

00 


ichaque  degré  le  dy  de  lorigine  eft c=  — — ,  d^où  il  fuit 


»~x 


que  ces  Paraboles  feront  toujours  à  leur  origine  d'autant 
moins  parallèles  que  le  degré  fera  plus  élevé.  Il  eft  aifé  de 
voir  le  rapport  de  cet  art*  aux  art.  ^74  &  i)  8  7. 
T>itermins^      looo.  Il  refte  à  voir  les  Courbes  perpendiculaires  à  leur 

^^  ^^  ^ t^- Ortainc^ 

mdtculatttâ  o.  _    .      _     .  .      _  .       ^ 


00 
00> 


4es  Courbes       dy  j  cft  infini  par  rapport  b,  dx  f  qui  eft  ou  zéro  ^  ou  de 
À  hur  oriiine.  quelque  Ordre  inférieur  a-^.  Donc  après  avoir  fait  la  fup- 

pofîtion  qui  détermine  Torigine  de  la  Courbe ,  il  faut  tou- 
jours fuppofer  dy  ==  —  >  &  Téquation  donne  enfuite  ce  que 

devient  dx^ 

Exemple    L 

HxmfUs  looi.  Soit  la  Parabole  ordinaire  où  dy.  dx  ::  1.  ^yi 
fwJicuuîhé  ^"  voit  que  la  fuppofitîon  de^  =  dy  y  qui  détermine  1  ori- 
de  Vorigine  gine  de  la  Courbe ,  rend  dy  infini  par  rapport  z.  dx  y  &  par 
TârîZul''de  conféquent  la  Courbe  perpendiculaire  yàidxx=.  -i-.  Ou , 

t^^nJ^Hit  ^  ^^  v^^^  '^^^^  compte  des  coëfEciens  >  f  dx 

rite  toujours.  '  t^  t  t 

^^futui.  Exemple    IL. 

ïoo:2^.  Dans  la  i»'^  Parabole  cubique  où  dy.  dx  :  :  n  grj^., 
dx  à  l'origine  eft  ==  -i-^.  Et  en  général  dans  toutes  les  i"* 

Paraboles  dx  à  l'origine  eft  ==  -1_  ;  d'où  il  fuit  qu  elles  y 

00  " 

font  toujours  d'autant  plus  perpendiculaires  que  leut degré 
eft  plus  élevée 

£  X  E   Mr  P  LE     III«. 

^£*#w^i^        1 00  j.  Dans  la  2^<^  Parabole  cubique  y  dy.  dx  :  :  qlx.  5>*  > 
pZic^dZ'é  ^  ^  l'<^^^îgine  dx^  =  ^^ ,  puifque  ^7  ==»  ^  (  1 000  ) ,  donc. 

de  r origine      ^y.  ^ » 
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X  00^.  De  même  dans  la  dernière  Parabole  du  4"^^  degré>  r^r^iMês  dk 
où dy.  dx  :  :  3A^^  4>5 ,  dx  de  lorigine  eft  =  — ^.    Et  en ^^^^^^J^i^^^ 


00  rtte  toujours 


général  le  dx  de  Torigine  de  la  dernière  Parabole  de  chaque  ^icrQijfMtc 
degré  eft  ==  — V;r  ^  d  où  il  fuit  que  dx  eft  toujours ,  pac 


rapport  au  fini ,  de  Tordre  de  -1.  ,  &  toujours  d'un  ordre 

radical  feulement  au-deffous  à^dy  y  que  le  rapport  infini  de 
dyz,dxQ^  d'autant  moindre  que  le  degré  n  de  ces  Para-^ 
boles  eft  plus  élevé  y  &  que  par  conféquent  elles  en  font  à 
leur  origine  d'autant  moins  perpendiculaires. 

looj.  Puifque  dans  les  i^^^  Paraboles  de  chaque  degré 
tranfpofées^  le  dy  de  Torigine  eft  ==  —^  {99 S)  y  que  dans 

les  dernières  Paraboles  tranfpofées  de  même  ^  il  eft  s=:  — ^— . 


00 


»— *'' 


(999)  >  q^e  dans  les  i  ^^^  &  dernières  Paraboles  prifes  à  lor^ 
dinaire>  le  dx  de  Torigine  eft  =  --i_  ,.  ou  ==  — i-^  (  looa 


00» 


00«""" 

&  1004)^ il  eft  aifé  déjuger  que  dans  les  degrés  qui  au- 
lont  des  Paraboles  moyennes ,  ces  dy  ou  dx  feront  des  —  i 

où  00  ayant  toujours  n  pour  numérateur  de  fonexpofant^ 
les  dénominateîurs  feront  la  Suite  des  nombres  naturels  qui 
feront  entre  1  &  n  —  i.  Ainfi  dans  le  ^^^  degré  le  dy  ou 

dx  des  deux  Paraboles  extrêmes  étant-5j-5=====:-~  & 


ceux  des  deux  Paraboles  moy  emies  feront  -i-  & 


00  OCX' 


00  00 


1 006.  Nous  avons  vu  tout  ce  qui  appartient  à  la  pofi-    x<^ft  Jî^ 
tîon  des  Courbes  par  rapport  à  un  axe  y  tant  à  leur  extrémité  ^^J^l^ 
qu'à  leur  origine  ^  c  efi-à-aire^  dans  les  cas  extrêmes  où  elles ^«iif#^ ,  i^^/iv 
vont  dans  l'Infini^  ou  tombent  dans  Tlnfiniment  petit,  & ^*jf* /'«^ 
ces  cas  font  ceux  qui  par  eux-mêmes  peuvent  avoir  le  plus  9xtr$ms^. 
de  difficulté.^  Reftent  ceux  où  le  cours  de  la  Courbe  n'étant 

.Tiiii 


I 
1 
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f)ris  que  fini ,  il  s'agit  de  trouver  fa  pofition  par  rapport  à 
axe ,  en  quelque  point  que  ce  foit  j  ou ,  ce  qui  eft  le  même> 
de  tirer  fa  Tangente  à  un  point  quelconque ,  ou  >  ce  qui  eft 
encore  le  même ,  de  déterminer  Tétendue  de  la  Soutangentc 
fur  Taxe.  Cela  eft  compris ,  &  même  les  cas  extrêmes ,  dans 

la  Formule  générale  des  Soutangentes  -^ ,  préfentement  fi 

connue  par  le  Livre  des  Infiniment  petits  j  &  par  Tufage  que 
les  Géomètres  en  font  tous  les  jours.  Il  feroit  inutile  d'en 
faire  de  nouvelles  applications  aux  cas  où  il  ne  s'agit  que  dd 
tirer  des  Tangentes  à  un  point  quelconque  d'une  Courbe  pris 
dans  un  cours  fini.  Je  confidérerai  feulement  les  Soutangen* 
tes  dans  les  cas  extrêmes  j  où  l'on  fe  contente  de  voir  en 
gros  que  la  Courbe  fe  perd  dans  l'infiniment  grand  ou  petite 
(ans  rechercher  les  variétés  de  ces  Infinis. 
FiG.  IL  ^"  ^^^^  quelconque  Mm  étant  prolongé  jufqu'à  Taxe  en 
Ty  ce  qui  fait  la  Tangente  A/Tau  point  M  y  la  ligne  PT, 
comprife  entre  le  point  T  &c  P  d'où  part  l'Ordonnée  PM 
correfpondante  à  Mm ,  eft  la  Soutangente  ^  6c  il  eft  très-faci- 
lement démontré  que  Rm  {dy).  MR  =  Pp{dx)::  PM  {y  ) 

.  PT  (y'  )•  I^o^c  ï^  principe  fondamental  delà  Théorie 

des  Soutangentes  eft  que  le  rapport  de  ^  à  ^  eft  le  même 
que  celui  de  l'Ordonnée  à  la  Soutangente. 

Donc  dans  le  parallélifme ,  dy  étant  nul  par  rapport  à  dx 
ou  dx  infini  par  rapport  kdj^h  Soutangente  eft  infinie  par 
rapport  à  TOrdonnée.  Et  dans  la  perpendicularité ,  dy  étant 
infini  par  rapport  à  dx ,  l'Ordonnée  eft  infinie  par  rapport  à 
la  Soutangente  ^  6c  on  le  verra  à  l'œil  >  fi  on  veut  ^  par  des 
Figures. 

Voyons  d'abord  les  Soutangentes  dans  le  parallélifine  ^  6c 
premièrement  celles  de  l'extrémité  des  Courbes* 

Exemple   L 

1 007.  Si  Ton  cherche  quelle  eft  la  Soutangente  de  la  Pa- 
âZTes^!^ç\f,  rabole  ordinaire  à  fon  extrémité^  où  félon  les  idées  ordinaires 
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y  ==  OO  à  caufe  de  l'extrémité  ^  dy  ==  -^^  ^àidx  =  -L  ïfanm  dam 

caufe  du  parallélifme  s  on  aura  ~^=oo  x  -î-.divifé  par--i-  ,  à  textrémitt 

"  Ti  •  ^parallèle  des 

&  par  conféquent  la  Soutangente  ==  oo*^.  Il  eft  bien  \i2li premiers  jpj- 
qu'elle  doit  être  infinie ,  mais  pourquoi  du  2^  ordre  ?         r^bQ^s. 

On  comprend  bien  qu'une  partie  de  cette  Soutangente 
étant  Taxe  même  tiré  depuis  l'extrémité  du  cours  de  la  Courbe 
jufqu'à  fon  origine  y  la  Soutangente  eft  déjà  infinie  ^  quand 
elle  vient  à  l'origine  de  la  Courbe ,  &  que  de-là  elle  doit  en- 
core avoir  une  étendue  infinie  9  ce  qui  la  rend  un  plus  grand 
Infini  que  fi  y  comme  la  Soutangente  du  point  où  le  Cercle 
eft  parallèle  à  (on  axe ,  elle  n  étoit  que  finie  y  lorfqu'^elle  vien- 
droit  à  lorigine  de  la  Courbe  :  mais  la  Soutangente  de  la 
Parabole  ne  doit  pas  être  pour  cela  d'un  ordre  fupérieur. 
Auilî  n'en  eft >  elle  pas  ^  6c  1  erreur  eft  venue  des  Infinis  mal 
caraâérifés. 

A  l'extrémité  de  la  Parabole  j  ===  00*  (p  C^)  y  àx  ==  ~ 
à  caufe  du  parallélifme ,  &  <ôr  =  -i-^  (  955  )•  Donc  yJl 

X  dy 


00*  X  -i-  divifé  par  -V>  =  "^  divifépar-^ 

xQO  00  ^CO 


7  =  2  OO» 

00 


Et  en  effet  la  Soutangente  de  la  Parabole  eft  par-tout 
ax  y  ai  par  conféquent  dans  Tlnfini  =x=  aoo. 

II  eft  vrai  qu'en  appliquant  à  l'Infini  la  Formule  de  la  Sou- 
tangente de  la  Parabole  =  2:x ,  on  l'eût  trouvée  d'abord  = 
J200  :  mais  cela  ne  fe  fût  plus  trouvé  en  appliquant  immé- 
diatement à  l'extrémité  de  la  Parabole  la  Formule  générale 

^  «  ÔC  l'on  feroit  tombé  dans  une  difficultés. 
d]  ^ 

Exemple   IL 


100  8.  Dans  toutes  les  i'"  Paraboles  jf  infini  eft 


■ 
i 
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r 


00 
«00      » 


rallélifme  de  rextrémité.  Donc  ydx  =  00  '  x  -^  s=3  -22^ 

00  00 

m— t 


0  '-■ 

00     »  00    *  «00 

«00 


1  —  p 
00 


1009.  Donc  dans  toutes  les  i^^^  Paraboles  la  Soutane 
gente  de  Textrémité  éft  toujours  de  Tordre  de  00  ^  &  tou^ 
jours  d'autant  plus  grande  que  le  degré  des  Paraboles  éR  plus 
élevé.  Cela  répond  à  ce  que  les  Paraboles  font  d'autant  plus 
parallèles  à  leur  extrémité  que  leur  degré  eft  plus  élevé  (P70); 
Car  fi  le  parallélifme  rend  la  Soutangente  infinie  y  un  plus 
grand  parallélifme  la  doit  rendre  un  plus  grand  Infini.  Et 
comme  le  paraliélifine  croifTantde  ces  Paraboles  eft  renfermé 
dans  un  feul  ordre  potentiel  (^70  )  y  aufli  leurs  Soutangentes 
croiiTantes  font  renfermées  toutes  dans  le  (èul  ordre  de  oo* 

Exemple    II L 

Sêuisnientes     ioio#  Dans  toutes  les  dernières  Paraboles  >jf  infbl  eu 

infinUs  dé"  i>-*-i 

ZflTreui^  00  -  .  ^;.  ==.  -^  {97 i  )Udx^^  Donc 

ûrjr$  À  PêX-  n  qq      • 

trémité  f^  ^    •-*'  «  — t 

talUlle  dis        j  oo     *  f  a    vifjr  t        i*    •/*/  »•»  ' 

Jirnhns  p^-J^^AT  =;— 35— == -^,  &^—  =s  —j-divifepar  .qq-t 


«00       »  n<M 


»— 1  X    00   • 

Par  exemple ,  la  Soutangente  de  la  dernière  Parabole  dvt 
5°^^  degré  à  fon  extrémité  eft  î^* 

ton.  Donc  dans  toutes  ces  Paraboles  les  Soutangentes 

infinies 
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infinies  de  rextrémité  font  d'autant  moindres  que  le  degré 
des  Paraboles  eft  plus  élevé  ;  ce  qui  répond  à  ce  qu'elles  en 
font  d'autant  moins  parallèles  (^74  ).  Il  ne  faut  qu'appliquer 
ici  Parc,  loop  renverfé. 

1 0 1 2.  Il  fera  aifé  de  trouver  les  Soutangentes  des  Para- 
boles moyennes.  Et  en  général  la  Soutangente  d'aucune  Pa- 
rabole ne  paflera  l'ordre  de  00. 

10 15.  Lorfqu'une  Courbe  qui  va  en  s'élevant  au  deflus  soutfmginm 
de  fon  axe  par  un  cours  infini ,  &  eft  parallèle  à  fon  extrémi- J^^J'^^^^^^^^ 
té ,  a  une  Afymptote ,  elle  a  donc  une  dernière  Ordonnée  à  rextrémùi 
finie,  &  dy^  d'un  ordre  inférieur  à  celui  de  -5^7  (  800 ,  à^cJ^l^jj^j;  ^^ 
8o;9).  Soit  dy  =  -!-•  Donc  alors  dy  (^^\  dx  (—\  ::  ifymftmquts^ 

•^  00*  -^VgoV  V^/  qM  s  élèvent 

(j').  -^  ==00^  VT"/'  ^^^^  ^^  Soutangente  eft  un  Infimr4«#. 

du  2^  ordre.  Et  comme  ce  raifonnement  eft  général  >  &  que 
les  Courbes  parallèles  à  leur  extrémité  &  qui  ont  une  Afymp- 
tote ^peuvent  avoir  un  dernier  ii^  d'un  ordre  d'Infiniment 
petit  fi  bas  qu'on  voudra  (  808  ôc  8op  )  ^  la  Soutangente  en 
général  fera  de  l'ordre  de  00' ^  n  plus  grand  que  1  exprimant 
te  nombre  d'ordres  dont  dy  eft  au  deffous  de  dx. 

Exemple    IV- 
1014.  Dans  la  Courbe  de  l'art.  ^62 ,  x  ==  00  rend/ 

a,  &  d>  eft  alors  ^^.  Donc ^  := -^  divifé  par  ^ 

=s  ^^^^  ==  ^y  Soutangente  du  3°^  ordre  d'Infini,  parce 

que  dy  étoît  de  trois  ordres  au  deffous  de  dx^ 

10  j  ;•  Le  parallélifme  qui  fe  fait  par  dy^  étant  infiniment 
plus  grand  que  celui  qui  fe  fait  par  dy*  y  &  toujours  ainfi  de 
fuite ,  parce  que  dy*  eft  infini  par  rapport  zdy^  ^  &c.  les  Sou- 
tangentes qui  répondent  à  ces  parallélifmes  font  auffi  infini- 
ment plus  grandes  félon  la  même  raifon  y  ce  qui  fait  une  ana^- 
Jogie  parfaite  avec  Tart.  loop. 

\oi6.  On  voit  affez  par  l'art,  i o 1 3 ,  6c  par  l'Exemple  qui 
le  fiiit  y  qu  une  Courbe  <^ui  auroit  à  fon  extrémité  par^ele 

Vu 
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une  Soutangente  de  l'ordre  de  oo*  >  auroit  auflî  une  Afyrop* 

tote ,  &  par  conféquent  qu  il  n  y  a  que  les  Courbes  à  Afymp- 

totes  qui  à  leur  extrémité  parallèle  aient  des  Soutangentes 

d'un  ordre  fupérieur  à  oo. 

soHtangeniis      1017.  Si  une  Courbe  qui  defcend  vers  fon  axe^  vient  à 

^trlmité  ^ta-  ^^  joindre ,  &  lui  eft  parallèle  à  fon  extrémité ,  ou ,  ce  qui  eft 

raïuu  des    le  même  ,  à  un  dernier  côté  qui  foit  une  partie  infiniment 

courbis  ^qut  pç^-ife  jg  Qç^  j^xe ,  fes  deux  dernières  Ordonnées  font  nécef- 

tiennent jotn-  r  .  •  1     i>       1         1  1  1        1      i^       1 

dre  leur  Mxe  fairement  au  moins  de  1  ordre  de  -^  ^  ôc  leur  dji  de  1  ordre 

p0T  un    CâUTS 

fini  0»  infini,  immédiatement  inférieur,  C'eiï  fa  valeur  tirée  de  l'équation 
différennelle  qui  règle  celle  dçj^  correfpondant ,  puifqu  il  eft 
toujours  de  l'ordre  immédiatement  fupérieur. 
^  Si  <ij-  =  ■^. ,  donc  dy(^^yd^(^^y.:y  (^)  . . 

Si  ^j"='~>'  ^°"=  ^y  (^)  •  ''*  (à-)  ">  C-^)  •  ' 

Et  il  eft  daîr  qu  il  en  ira  toujours  de  même ,  &  que  quel- 
que valeur  qu^ait  dy ,  la  Soutangente  fera  toujours  finie  j  au 
lieu  qu'elle  eft  toujours  infinie  dans  le  parallélifme  des  Cour- 
bes qui  s^élevent  au  deffus  de  leur  axe ,  foit  Animent ,  foit 
infiniment.  Il  faut  entendre  par  i  y  toujours  égal  à  la  Soutan- 
gente, l'unité  indéterminée,  c'eft-à-dire,  feulement  une  gran- 
deur finie  plus  grande  ou  plus  petite  >  félon  les  conditions  de 
chaque  Courbe  particulière. 

ICI 8*  La  Soutangente  i  eft  toujours  infinie  par  rapport 
à  l'Ordonnée  >  qui  eft  -i-  *  ou  -i- ,  &c. 

10 1 p.  Si  dy  ==:  -^  >  la  Courbe  n'a  point  d*Afymptote^ 

&  la  Soutangente  n'eft  que  d^un  ordre  au  deffus  de  l'Ordon- 
née =  -i-.  Mais  fi  dy  ==  —- ,  ou  inférieur  ^  la  Courbe  a 

oo  "^  00  ' 

Hne  Afymptotc  qui  eft  fon  axe,  &  la  Soutangente  eft  d'autant 
d'ordres  au  deffus  de  l'Ordonnée  ===  — î-  ou  -^  •  &c.  qu'il 

oo*         ooî  '  •■■ 

y  a  d'ordres ,  dont  dy  eft  au  deffous  de  dx ,  ce  qui  fait  voit 
L'analogie  parfaite  de  cet  art.  avec  l'art.  1013». 
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Exemple    V. 

1 020.  Soit  THyperbole  entre  (es  Afymptotes  ^  où  lorfque 
X  ==  00  9  ce  qui  la  rend  parallèle^  dy  eft  ==  --^  (9^0). 

Doncy==-T^.  Donc^== -22-==;i. 

Exemple    VL 

1 02 1 •  De  même  dans  la  Logarithmique  ^  tm  dy  .  dx  :: 
y  é  a,  en  fuppofent  dy  =  -^  pour  donner  à  la  Courbe  un 

cours  infini  {9SS)>^  p^^^  conféquent  j^  =  -4>  ^^  ^  ^^ 

Soutangenre  ==  1  ^  &  cet  i  eft  =œ^  par  la  nature  de  la  Lo- 
garithmique >  dont  la  Soutangente  eft  conftante  &  ==  a. 

1022.  Si  dans  cette  Courbe  on  navoit  (uppofé  dy  que 
c=  — î-j ,  ce  qui  étoit  poflîble ,  on  n  auroit  eu  la  Soutangente 

=  il  niip  d'nn  ordrp  au  defTus  de  l'Ordonnée  == 

QO 


c=  I  =  ^ï  que  d'un  ordre  au  deffus  de  l'Ordonnée  ==  —  j 

mais  auflî  la  Courbe  ainfi  prife  ^  n  auroit  pas  eu  un  cours 
infini ,  ni  une  Afymptote. 

1023.  Pour  fe  repréfenter  nettement  ces  Soutangente* 
finies  de  Textrémité  de  PHyperbole  &  de  la  Logarithmique 
du  côté  qu'elles  deviennent  parallèles  j  il  faut  concevoir  que 
fi  CGS  Courbes  font  tracées  a  la  droite  du  point  qu'on  leur  a 
donné  pour  origine ,  leurs  Tangentes  &  par  conféquent  leurs 
Soutangentes  font  toujours  à  la  droite  du  poinf  de  la  Courbe 
auquel  elles  appartiennent  ^  6c  par  conféquent  lorfque  ces 
Courbes  font  devenues  parallèles  ou  confondues  avec  Taxe  à 
l'extrémité  de  cet  axe  infini  ,  il  faut  concevoir  encore  au 
de-là  une  ligne  finie  ou  prolongement  fini  de  Taxe,  qui  eft 
la  Soutangente ,  &  en  même  temps  la  Tangente ,  comme  il 
eft  aifé  de  le  voir.  Ainfi  la  Tangente  de  ces  Courbes  à  leur 
extrémité  n'eft  pas  Taxe  infini  ou  TAfymptote^  ce  qu'on  au- 
roit pu  s'imaginer,  car  cette  extrémité  étant  pofée  ou  conçue, 
l'âxe  infini  eft  à  fa  gauche ,  &  la  Tangente  ou  Soutangente 
doit  être  à  la  droite,  &  c  eft  efFedivement  une  ligne  finie  qui 
y  eft.  Il  en  ira  de  même  des  autres  Courbes  confondue* 

Vuij 
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avec  leur  axe  au  bout  d  un  cours  infini  ;  &  il  eft  aifé  de  voir 

que  la  raifon  effentielle  en  eft  que  par  la  fuppofition  préfente 

elles  defcendent  vers  leur  axe ,  &  s'inclinent  toujours  vers 

cet  axe ,  puifqu'elles  tendent  au  parallélifme. 

SùutMngentes      1024.  Si  une  Courbe  à  fon  origine  eft  parallèle  à  fon 

f^oliz/X^^^^  ou  confondue  avec  une  portion  infiniment  petite  de  cet 

des  Courbes,  axc,^  fera  au  moins  ==:  -^y^dywi  moins  ==  -i- ,  &  ce 

cas  eft  entièrement  le  même  que  celui  de  Tart.  i  o  1 7 ,  &  en 
effet  il  doit  l'être ,  puifque  ce  n'eft  que  le  même  parallélifme 
oui  fe  fait  à  Torigine  ou  à  Textrémité  d'un  cours.  Toute  la 
oifférence  des  deux  cas  eft  que  dans  le  premier  dy  d'un  ordre 
inférieur  a  -i—  marque  un  Afymptotifme ,  parce  qu'il  s'agit 

de  l'extrémité  d'un  cours  infini  y  &  ici  il  n  en  marque  point , 
parce  qu'il  s'agit  de  l'origine  d'un  cours.  Donc  ici  comme  là 
la  Soutangente  eft  finie. 

Exemple    VIL 

lo^j:.  Dans  toutes  les  T"  Paraboles  rendues  à  leur  orî- 
jgîne  parallèles  à  leur  axe  >  le  dy  de  l'origine  eft  ==  — î-; 

(pi?;),doncj^===--^,(ioi7),donc;^^A;==-^^ 

—  >  &^-r-==  I. 
^n^  dv 


00»  ^         dy 

^    Exemple    VIIL 

1025.  Dans  toutes  les  dernières  Paraboles  rendues  à  leur 
origine  parallèles  à  leur  axe  j  le  dy  de  l'origine  eft 


00 


n 


(pp8 ) ,  Aoncy  =  — -rir^n  (  1017)  == — i-^,  àovicydx 
— ^  X -i.  ==:  — i— ,  donc-?:iî 


00  »  dy 


U 


00"""'  00»-' 


1 027.  Puifque  les  Soutangentes  des  Paraboles  extrenaes 
rendues  parallèles  à  leur  origine  font  finies,  il  eft  aifé  de  juger 
que  celles  de$  Paraboles  moyennes  le  fecont  auffi. 
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1028.  Dans  les  i"*  Paraboles ,  les^  de  l'origine  étant  soutangmes 

■^(102;),  plus  le  degré  n  de  la  Parabole  eft  élevé ,  fZ'fJ^Je 


00  ^^^  -     . 

plusj^  =  — ^rrr  eft  dun  ordre  inférieur  à  la  Sou  tangente  pLJm!!^^^ 

toujours  finie  ^  ou  plus  la  ooutangente  infinie  >  par  rapport  a  toujonts  d^un 
rOrdonnée,  eft  d'un  ordre  élevé  au  deflTus  de  l'Ordonnée.  Et  'J^^^^  f^^^ 
en  effet  cela  doit  être  >  puifque  ces  Paraboles  à  leur  origine  fou  àu^s 
font  d'autant  plus  parallèles  que  n  eft  plus  grand  (P7o)j  &  que  0''^«'»»<?« 
de  plus  le  parallélifme  qui  fe  fait  par  dy  eft  infiniment  plus  ^^|''^-*^'''**^ 
grand  que  celui  qui  fe  fait  par  dy*^  &  toujours  ainfî  de  fuite. 

1 02p.  Dans  les  dernières  Paraboles^  ==  — ~-  (1026* )£^^^T*f 

00"      *  gine  furulUU 

eft  dun  ordre  d'autant  moins  inférieur  à  la  Soutangente  finie ,  ^"  àtrmms 
que  n  eft  plus  grand ,  fit  cela  y  parce  que  ces  Paraboles  en  ^tTa^f^/éu 
font  auffi  d'autant  moins  parallèles  (  P74  ).  toujonts  d^U 

1030.  Voyons  maintenant  les  Soutangentes  dans  la  per-  ^î  '"^'^' 
pendicularité  >  &  premièrement  à  l'extrémité  du  cours  infini /m  à^lûtl 

des  Courbes.  Ordonnéu. 

y  fera  toujours :==  00.  d y  fera  ou  ==  -^  9  ou  ==  i  •  otf  Sùutangênus 

•^  '  "^  OQ  ^  de  r  extrémité 

a==  00  (  P 8  I  ).  tirftndicu^ 

Sidy=^^ybL  qu'en  même  temps  dx  exifte ,  ce  qui  eft  ^^^J'^dir' 
polfible  (  p 8 1  ) ,  la  Soutangente  eft  infinie  ;  c^tydx  =  oc peuv^t  'ém 

.  infiniment  f^/ 

Si  dy  ==:  I ,  la  Soutangente  eft  finie ,  car  ^!ji  =  ~  ===.i.  ^'^*'' 
Si  dy = oOi  la  Soutangente  eft  infiniment  petite  ^  car  dy 
'étznt=^y/'^t=:dx 


ày  00 

1031.  Il  paffe  pour  ronftant  que  la  Soutangente  eft  tou- 
jours nulle  clans  la  perpendicularité  y  &  la  première  des  trois 
Ï^ropofitions  précédentes  paroîtra  fort  paradoxe.  Mais  i^. 
4dee  commune  s  eft  établie  fur  ce  qu  effeSivement  à  Tori- 
gine  des  Courbes  >  ou  à  l'extrémité  d'un  cours  fini  >  la  Sou- 
tangente eft  nulle  dans  la  perpendicularité  ;  6c  ici  il  s'agit  de 

Vuiij 
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Textrémité  d'un  cours  infini.  2^.  La  grandeur  infiniment 
grande  ou  petite  de  la  Soutangente  dans  le  paralléiirme  o\i 
dans  la  perpendicularité  n'ell  point  abfolue^  mais  relative  à 
rOrdonnée ,  6c  on  va  voir  que  quand  la  Soutangente  eft  in- 
finie dans  la  perpendicularité,  elle  eft  infiniment  moindre  que 
rOrdonnée. 

Exemple    L 


Uirt  des  tr^'  —  ==  I  divîfé  par  --i-p  ====  00 


foutangéntei      1032.  Daus  les  i'"  Parabolcs  rendues  perpendiculaires 
infinies  &    à  leur  extrémité,  k  dernier  dy  eft  =  -—î —  (  98?  ).  Donc 

décroijfantes  "^  -L  '  ' 

th  l'rxtfiwiU  00  • 

ferftndUu^     vz/at 
Uire  des  f  ré- 
mérés P^r^f- 

fies.  Par  exemple,  dans  la  Parabole  ordinaire, la  Soutangente  de 

^  fon  extrémité  perpendiculaire  eft  00  * ,  l'Ordonnée  étant  00. 

1053.  Et  pour  faire  encore  mieux  voir  la  poffibilité  que 

cette  Soutangente  foit  infinie  malgré  la  perpendicularité , 

c'eft  que  malgré  la  perpendicularité  à  laquelle  tend  la  Courr 

be ,  les  Soutangentes  vont  toujours  en  croiflanr. 

Car  l'équation  de  la  Courbe  étant  ^  ==  x*y  d'où  fuit  dj 
2xdxi 

S\^  5=  I  y  donc  X  =  ly&cdy  'j=z  2dxy6c  ^—^  ===r' 
Siy  ==  2 ,  donc  x  =  v^2 ,  &  dy^==idx 2V^2 ,  &^ 


Oi  \  .  ^::V2  .  2  ,  donc  les  Soutangentes  vont  eo 

croiflant. 

On  trouvera  de  même  que  ^\y  =  3 ,  lâ  Soutangente  fera 

-L-.  Oi  1^.  J—  \i  11/3  •  \Vz^  &  tVx  eft  moindre  que 

\V2  y  ainfi  qu'on  le  verta  en  quarrant  ces  grandeurs.  Il  en 
ira  de  même  des  autres  valeurs  plus  grandes  qu'on  donnera 
^  j.  Donc  puifque  les  Soutangentes  (ont  croifTantes  malgré 
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la  perpendicularité  où  la  Courbe  tend,  il  eft  naturel  qu elles 
arrivent  àrinfini^  quand  la  Courbe  arriveàla  perpendiiculai-iii4 
Mais  en  même  temps  que  les  Sçut^ngentes  font  croiflant.es^ 
elles  font  toujours  plus  petites  par  rîipport  aux  Ordonnées» 
Par  ex,  la  Soutangente  ~-  çft  plus  petite  par  rapport  à  foa 

Ordonnée  2  y  que  la  Soutangente  f  ne  Teft  par  rapport  à  fon 
Ordonnée  i.  Car  -^ .  i  :  :  i .  2  \/2  %  ôc  7 . 1  :  :  1.2. 

De  même  ~r  eft  moindre  par  rapport  à  3  3  que  -f^  par 

rapport  à  2.  Car  ~r  •  3  -  3  •  ^v^3  ::  i .  2  \/3. 

1034.  En  pouffant  cette  idée  plus  loin ,  on  verra  que  (î 

y  ==  4^7^  =  I.  Et  comme  4  i=  2 ^"4,  on  trouvera  que 

les  Ordonnées  çro.îffant  comme  les  nombres  natyrels,  le  rap^ 

>ort  de  chaque  Soutangente  à  fon  Ordonnée  feracelui  de  i 

z  ==  1  v^i ,  de  I  à  z  v'z  ^  de  j[  5  2V'3  j  de  1  à  2V4 ^ .^» 

&  en  général  celui  de  i  à  2  v'y.  * 

103;.  Donc  le  rapport  de  la  derniece  Soytapgente  à  -Ja 

dernière  Ordonnée  =;=  00  ^  fera  celui  de  i  à  2Q0  *  j,  pu  en 

négligeant  le  coefficient  2  ^  celui  de  1  à  pQÎ.  Qr  j .«  qo> 

:  :  oc  î .  00  ;  &  l-Ordonnée  eft  ==oo.  Donc  la  Soutangente 

■ 

malgré  la  perpendicularité  eft  de  Tordre  de  00  * ,  .ce  qui 
revient  à  Tart.  1030,  par  une  voie  toute  différente» 

10^6.  Si  on  veut  avoir  non  feulement  Tordre,  niais.en- 
•core  la  grandeur  précife  de  cette  dernière  Soy tangente ,  il 

faut  la  prendre  ==  -2|-.  Et  en  effet  dans  Tart»  p8y  ^  qiji  a. 
produit  Tart.  103 1 ,  i/y  eft  ==  -^^^fic  «é  açft  QMjejj  ne 


confidérant  que  Tordre ,  qu  il  eft 


00 


00* 


1037.  Donc  les  dernictres  Soutsugeot^  4fi^  i^  Panh 

I        1        I 

ï  T  4 

.bolgs  ferpnt  ~  >  -t"  ^  ^^  &c.  jC>ft-à-d»e,.  tôuiows  d'ufi , 
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ordre  radical  inférieur  ^  ou  toujours  moins  infinies  ou  plus 
infiniment  petites  par  rapport  à  la  dernière  Ordonnée  tou- 
jours =  oo  >  &  en  même  temps  elles  feront  toujours  moin- 
dres dans  leur  ordre  y  ce  qui  vient  de  ce  que  ces  Paraboles 
font  toujours  à  leur  extrémité  plus  perpendiculaires  (  p8  5  ). 

Exemple    IL 

S9utangtnt€s      iP3S«  Dans  toutes  les  dernières  Paraboles  rendues  per-- 
croifantes  de  pcndiculakcs  à  Icur  extrémité  j  le  dernier  dy  eft  =  — ~. 

Pextrémité  ,  - 

perpendicur  ^ 

nieres  Para-  (  p  8  8  )  >  dottc^j^  ==  oo     »    ,  Soutangentc  infinie  toujours 

bûles  trMnfpû»  ^ 

fées.  d'un  ordre  radical  inférieur  à  oo. 

Par  ex.  dans  la  z^^  Parabole  cubique ,  la  dernière  Soutan^; 

gente  eft  de  Tordre  de  oo^  j  ôc  en  remettant  les  coëfficiexis 

finis  de  Fart.  p88 ,  fa  grandeur  eft  -^52-. 

1 05p.  Et  en  effet  fi  dans  cette  Parabole  on  prend  fîiccef- 
fivement j^  =  i ,  =  2 ,  ==  3 ,  on  aurj  pour  Soutangentes 

r  J        s.        ■%  iXl'        1X1*         2X;'      T^>     N    V 

.correfpondantes  j  === • .  — ^.  V  ou  .1  on  voit 

que  Texpreflion  générale , des  Soutangentes  de  cette  Fara*^ 


1 


bole  fera  ^^-^  >  &  que/ «étant  =  00 ,  la  Soutangente  fera 


iQO 


Tout  ce  qui  appartient  à  ces  Soutangentes  pourroit  être 
prouvé  par  un  calcul  général  >  tiré  de  l'équation  générale  des 
Paraboles. 

Il  feroit  inutile  de  s'arrêter  aux  réflexions  qui  naiffent  de-Ià; 
Elles  fe  préfentent  d'elles-mêmes. 

1040.  Les  Soutangentes  de  toutes  les  Paraboles  rendues 
parallèles  à  leur  origine^  Ôc  perpendiculaires  àieur  extrémité^ 

x;ommencent 
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commencent  donc  par  être  finies  (io3î&io3p)>ôi:  finif- 
fent  par  être  infinies  j  de  forte  qu  elles  forment  des  Suites 
toujours  croiflkntes  en  elles-mêmes  ^  mais  décroiifantes  par 
rapport  aux  Suites  des  Ordonnées  correfpondantes. 

1041.  Si  dans  la  Courbe  qui  arrive  à  la  perpendicularité  soutMngmtei 
par  un  cours  infini ,  le  dernier  dy  eft  ==  1 ,  la  Soutangente-^^^^^^ 

cft  finie  (1030)9  &  par  conféquent  infiniment  petite  p^t p^nMcuiaire 
rapport  à  l'Ordonnée ,  qui  ne  peut  être  qu^infinie,  puifque  laf  ^»/*»« 
Courbe  eft  arrivée  à  la  perpendicularité  par  un  cours  infini.     •  **'* 

ExempleIII. 

1 042.  Dans  la  Logarithmique  ,fi^=oo,d[y  =  i(pJ4). 
Donc  ~-^  =  L  Et  en  effet  la  Soutangente  de  cette  Courbe 

cft  confiante. 

1043.  Cefl  par  fa  nature  particulière  que  cette  Courbe  y 
devenue  perpendiculaire  à  (on  extrémité ,  a  une  Soutangente 
la  même  qu'elle  avoit  eue  partout  ailleurs  y  &  par  conféquent 
finie  >  mais  ce  n  efl  pas  par  fa  nature  particulière  qu'elle  en  a 
une  finie  9  &  par  conféquent  une  infinité  d'autres  Courbes 
auront  auflî  une  dernière  Soutangente  finie  9  pourvu  que  leur 
dernier  dy  foit  =  i  •  Et  comme  la  Suite  des  Soutangentes 
de  la  Logarithmique  ef!  compofée  de  grandeurs  toutes  égales^ 
mais  toujours  décroiffantes  par  rapport  aux  Ordonnées  >  les 
Suites  des  Soutangentes  de  ces  autres  Courbes  pourront  être 
croiflkntes  ou  décroiffantes  en  elles-mêmes  >  mais  toujours 
néceflUrement  décroiffantes  par  rapport  aux  Ordonnées. 

1 044.  Si  le  dernier  dy = 00  y  auquel  cas  feulement  une  soutMftgmet 
Courbe >  qui  arrive  à  la  perpendicularité ,  a  une  Afymptote ^^f^'j^^f #«- 

{8(J4&8(J;),  la  Soutangente  eft  =  ^  (1030).  On  oi'^lX^jV;^ 

verra  aifément  un  exemple  dans  THypcrbole^  du  côté  qu  elle  jj^^^'J^^^',^ 
devient  perpendiculaire.  ^<'^«^ 

104$*.  Dans  ces  Courbes  >  la  Suite  des  Soutangentes  ne 
peut  être  que  décroiffante  ^  taie  en  elle-même  que  par  rap->. 
port  aux  Ordonnées* 


* 
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1045.  En  raflembianc  tout  ce  qui  regarde  les  Courbes 
perpendiculaires  à  rextrémité  d^un  cours  infini ,  on  voit  que 
celles  qui  finiflent  par  dy  ==  00 ,  étant  infiniment  plus  per- 
pendiculaires que  celles  qui  finiflent  par  dy  ==  i ,  &  celles-ci 

infiniment  plus  que  celles  qui  finiflent  par  dy  =  —,  leurs 

Soutangentes  font  auflî  9  félon  cette  même  raifon  >  toujours 
infiniment  plus  petites» 
soutangeHu$     1 047.  H  ne  rcfte  plus  que  les  Soutangentes  des  Courbes 

de  toriiine  j*       1   •         \  1  •    • 

ferpendicu-^  perpendiculaires  a  leur  origine» 

cluthiiuu^     Alors  y  étant  :=  dy  y  y-  ==  dx.  Et  comme  dx  eft  ou 

mZfp^ethls.  zéro,  OU  de  quelque  ordre  inférieur  à  —,  la  Soutangente 

fera  toujours  abfolument  nulle,  ou  de  quelque  ordre  inférieur 
à  -—.  Il  feroit  inutile  d'en  rapporter  des  exemples.  Les  diffé- 
rentes Paraboles  prifes  à  lordinaîre  (iooi>  &c.  l'ooy)  en 
fourniront  de  toutes  les  Variétés  des  Soutangentes  infiniment 
petites  y  puifqu  elles  en  fourniflent  de  toutes  les  variétés  de 
dx  y  nul  par  rapport  à  dy. 

^£ni^^7$^^    .  ^^4'^*  Qp^^  aux  Courbes  obliques  à  leur  axe  à  Textré- 

•     Vextritmtt    ^^^^  ^'un  cours  infini,  comme  le  rapport  de  dx  à  dy  fera 

^^M'  ^jf  fini  à  caufe  de  lobliquité ,  &  que^  fera  ==  oo^  la  Soutan- 

»mts  infini,  gente  y^  fera  un  Infini  multiplié  &  divifé  par  deux^coëffi* 

ciens  finis. 

Exemple    IV.  # 

104P*  Soit  FHyperbole  rapportée  à  fon  premier  axe  2  a 

(p^i),  on  aura  à  l'extrémité iii  — J ^ ^■.. 

loyo.  Donc  fi  THyperboIe  eft  équjiatere  >  la  Soutangente 

eft  ^==y  =  00.  Mais  dans  ce  même  cas ,  y  infini  eft = ^•. 

^  Donc  la  Soutangente  eft =:e.  Cependant  il  eft  certain  quelle 

Bùutanzêntes  ^ft  plu^  grande  que  a:  de  ^  ^  mais  a  eft  une  grandeur  finie.  • 
âJf  r/'^-'      ï  o;  I .  Si  une  Courbe  à  f(!fh  origine  eft  oblique  à  fon  axe  j 
iïe  Ju^hII  ^  eft  clair  que  j^  étant  alors  =3  ^ ,  la  Soutangente  eft = lix. 
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iof2.  Venons  préfentement  à  la  confidération  des  plus  vétirmins-^ 
grandes  ou  pins  petites  Ordonnées  des  Courbes ,  quand  elles  ^'^^^  ^  ^ 
€n  ont  j  car  elles  n'en  ont  pas  toutes.  L'^pi^^p^ 

On  n  appelle  point  plus  grande  Ordonnée,  celle  qui  ter- "je  on^»- 
mine  le  cours  infini  d^une  Courbe  qui  n  a  qu'une  variation  ''^'* 
fans  changement,  &  qui  s'élève  toujours  au  deffus  de  fon  axe  j 
car  il  faut  bien  que  cette  dernière  Ordonnée  foit  la  plus 
grande  de  toutes ,  &  la  feule  fuppofition  de  Taxe  infini  la 
donne  aulfi-tôt  ;  de  plus ,  elle  n  eft  point  fuivie  par  des  Or- 
données plus  petites. 

On  n'appelle  point  non  plus  de  ce  nom  la  dernière  d  une 
Suite  croifTante  des  Ordonnées  d'un  cours  fini, quand  les  Or- 
données ne  continuent  pas  leur  cours  vers  un  même  côté 
(881),  car  quoiqu'il  y  ait  enfuite  de  plus  petites  Ordon- 
nées, l'axe  a  manqué ,  &  la  feule  fuppofition  de  l'axe  égal  à 
la  plus  grande^randeur  finie  qu'il  puiiTe  avoir  de  ce  côté-là^ 
donnera  cette  dernière  Ordonnée. 

C'eft  la  même  chofe  pour  la  plus  petite  Ordonnée ,  à  cela 
près  qu'alors  la  Courbe  defcend  vers  fon  axe. 

On  n'appelle  donc  plus  grande  ou  plus  petite  Ordonnée  5 
que  la  dernière  d'un  cours  fini  qui  continue  enfuite  à  s'étendre 
(ur  l'axe ,  toujours  vers  un  même  côté,  comme  dans  la  Fig.  v# 

Il  eft  împolîible  qu'il  y  ait  une  plus  grande  Ordonnée  ainfi 
coridldonnée ,  à  moins  que  la  Courbe  qui  fe  fera  élevée  par 
rapport  à  fon  axe ,  ne  redcfcende  enfuite ,  en  continuant  fon 
cours  vers  un  même  côté.  Or  il  eft  impoflîble  qu'une  Courbe, 
qui  s'eft  élevée  par  rapport  à  fon  axe ,  redefcende  fans  pafler 
par  un  Terme  ou  par  un  côté  qui  ne  foit  ni  montant  m  def- 
cendant,  ou  qui  foit  montant  &  defcendant  en  même  temps. 

Si  c'eft  le  i" ,  la  Courbe  paffe  par  un  côté  parallèle. 

Si  c'eft  le  2^ ,  la  Courbe  peut  pafler  par  un  côté  oblique  j 
qui  fera  en  même  temps  montant  &  defcendant  (875  ,  &c. 
887).  Mais  ce  côté  fera  néceffairement  rebrouflant,  de  forte 
que  le  cours  des  Ordonnées  rebrouflera  aufli ,  ôc  par  cônfé- 
quent  il  n'y  aura  point  de  plus  grande  Ordonnée. 

Mais  fi  le  côté  montant  &  defcendant  en  même  temps  eft 

Xx  ïj 
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Fi  o.  V.  perpendiculaire ,  il  fera  auffi  rebrouflant,  mais  de  forte  qne  le 
cours  des  Ordonnées  ne  le  fera  pas. 

Donc  il  n'y  a  point  de  plus  grande  j  ou ,  ce  qui  revient 
au  même,  de  plus  petite  Ordonnée,  que  dans  le  cas  du  côté 
parallèle  ou  perpendiculaire ,  qui  eft  le  Terme  moyen  ou 
commun  d'un  changement. 

1 0 53.  Et  comme  dans  le  parallélifine  &  dans  la  pcrpen- 

dicularité  le  rapport  g  eft  toujours  nul  ou  infini ,  de-là  s'en- 
fuit, pour  la  détermination  des  points  où  fe  trouvent  les  plas 
grandes oup/us petites OtdonaéeSihKeglc  générale  Ci  connue 

&  fi  ufitée ,  qu'il  faut  égaler  ce  rapport  ^  à  zéro ,  ou  à  l'InfinL 

1 054.  C'eft  le  rapport  ^  >  àc  non ,  comme  on  le  dit 

faulTement ,  &  pourtant  fans  erreur ,  dy  qui  devient  nul  ou 
infini,  dy  devient  toujours  nul  dans  le  parall^ifme ,  ou  d'un 
ordre  inférieur  à  celui  dont  il  étoit ,  mais  dans  la  perpendi- 
cularité  il  ne  devient  jamais  infini ,  c'eft-à-dire  =  i ,  ou 
=  00 ,  fi  ce  n'eft  à  l'extrémité  d'une  Courbe  infinie  ,  ce 
^ui  eft  un  cas  particulier,  &  qui  de  plus  n'appartient  point 
a  la  Théorie  des />/«j^m»^«  Ordonnées  félon  le  fens  qu'oa 
donne  à  ce  terme.  Mais  il  eft  vrai  que  foit  qu'on  opère  fur 

^,  qui  doit  toujouts  devenir  infini  dans  la  perpendicularité  j 

foit  qu'on  opère  fur  dy  feul,  qui  ne  le  devient  Jamais  pour 
une  plus  grande  Ordonnée  proprement  dite  ,  le  calcul  eft 
toujours  le  même. 

Car  dy  eft  alors  toujours  exprimé  par  îî^,  »  &  w  étant 
des  grandeurs  finies  complexes  ,  &  par  conféquent  ^ 

9Ê  JS   V 

^!^  *==*  £••  Or  toute  1  opération  confifte  à  égaler  à  zéro  la 

grandeur  complexe  n ,  quand  cela  fe  peut  ^  ou  la  grandeur 
complexe  w,  d  ou  il  fuit  que  c  eft  la  même  chofe  d'opéretfur 

ir  ^^  ^^^  ÎtÎ'  Mais  réellement  ce  n'eft  que  le  rapport  ~ 
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qui  devient  nul  ou  infini.  Il  efl  bien  vrai  que  quand  il  de^ 
vient  nul  >  dy  devient  réellement  infiniment  moindre  qu'il 
n  étoit>  mais  il  n'eft  pas  vrai  au  contraire  que  quand  ce  rap- 
port devient  infini  j  dy  devienne  réellement  infiniment  plus 
grand  qu'il  n'étoit  ^  il  fuffit  qu'il  demeure  dans  l'ordre  dont 
il  étoit ,  pourvu  que  dx  foit 


o# 


Il  feroit  inutile  de  donner  des  Exemples  de  Maxima  ou 
de  Minimay  il  y  en  a  une  infinité  de  connus. 

10;;.  Il  y  en  a  une  infinité  de  Suites  de  grandeurs >  foîc 
lignes  j  foit  nombres  >  qui  font  croifTantes  dans  une  certaine 
étendue  de  leur  cours  >  après  quoi  elles  deviennent  décrois. 
fantes>  ou  au  cdhtraire.  Ces  grandeurs^  quelles  qu  elles  foient> 
peuvent  toujours  être  conçues  comme  des  Ordonnée'S  de 
Courbes  difpofées  fur  un  axe  continu  >  entre  lefquelles  il  7 
en  aura  une  plus  grande ,  ou  plus  petite  >  &  par  conféquent  il 
n*y  a  qu'à  prendre  leur  différentielle  dy ,  ce  qui  fuffit  (  1  o  J4  )  , 
6c  en  égaler  le  numérateur  ou  le  d^ominateur  à  zéro  ^  ce 
qui  donnera  la  plus  grande  ou  plus  petite  de  ces  grandeurs* 
Ainfi  la  Règle  efl  abfolument  générale. 

105^.  Il  n'y  a  plus  rien  qui  appartienne  à  la  pofîtion  r#^&  fwf 
des  Courbes  y  par  rapport  à  un  axe  ^  que  les  inflexions  8c. les  ^  ^"f 'r^ 
rebrouflemens.  ^  broufmenu 

Les  inflexions  Ôc  les  rebrouflêmens  (ont  toujours  com- 
pliqués avec  une  courbure  nulle  ou  infinie  {92^  j  &c.  payl* 

Dans  le  i^''  cas  9  l'angle  de  contingence  devient  nul>  6c 
ar  conféquent  aufli  fa  baie  ^  qui  elt  ddy  >  &  en  même  temps 
a  différence  2.^^  de  trois  Ordonnées  confécutives  {9^2}. 
Donc  alors  ddy  =  o  >  ou  ^  plus  exaâement  parlant  y  il  de^ 

vient  d'un  ordre  inférieur  à  celui  de  — ^  «  dont  il  étoit. 

En  effet  on  a  vu  dans  îes  art.  831^  >  &410  846^^  que  dans 
toutes  les  inflexions  ou  rebcouffemens  de  cette  efpece  9  it 
y  a  toujours  trois  Ordonnées  confécutives  y  qui  font  ou  en? 
progreflion  du  en  contre  -  progreffîon  >  ou  en  la  moindre 
progreflîon  ou  contre-progreflion  arithmétique  poflible^ce: 
q^ui  donne  toujours  une  diffîrence  2'^  :==3  o. 

Xxîii 


i 
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I  o  J'y.  Dans  le  2^  cas ,  la  courbure  ne  peut  devenir  infinie 
fans  avoir  été  croiflante ,  ôc  par  conféquent  la  Suite  croifTante 
des  angles  de  contingence  infiniment  petits  du  i"  ordre,  ou 
de  leurs  bafes  ddy  du  2^ y  aboutiroit  alors  à  un  angle  fini, 
ou  à  une  bafe  de  l'ordre  de  -^>  infiniment  plus  grande  qu'elle 

n  étoit ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même  >  à  un  ddy  de  Tordre  de  dy. 
Mais  parce  qu'un  angle  de  contingence  fini'&ft  impoflible, 
non  en  lui-même ,  mais  dans  une  Courbe ,  &  par  conféquent 
auffi  un  ddy  de  Tordre  de  -^,  il  fe  fubftitue  à  ce  Ternie ,  qui 

eût  fait  la  courbure  infinie ,  un  autre  Terme  >  qui  e(l  un  côté 
s=-^^  (pu).  Cela  cependant  n'a  pas  dû ,  0i  pu  empêcher 
que  la  Suite  des  ddy ,  tirée  de  TEquation  de  la  Courbe ,  n'ait 
^té  croiflante  ^  &  n'aboutifle  réellement  à  un  ddy  de  l'ordre 
de  -^ ,  tout  comme  fî  Tangle  de  contingence  fini  étoit  poflî- 

ble>  &  qu'en  traçant  dans  la  Courbe  fes  ddy,  on  y  en  dût 
trouver  un  ==:  dy.  Seulement  il  ne  faudra  pas  s'attendre  à 
trouver  dans  cette  Courbe  aucune  marque  fenfible  de(a  couf 
bure  infinie  (  p  1 2  )  ni  un  ddy  ==:  dy.  Mais  par  le  calcul  on 
trouvera  toujours  ce  ddy  ==  dy^  ou  de  Torare  de  -^ ,  puif- 

que  la  Suite  des  ddy  eft  toujours  telle  qu  elle  efl  indépen- 
damment de  ce  que  la  Courbe  admet,  ou  n'admet  pas. 

1  o  yS.  Donc  c'eft  une  Règle  générale ,  que  dans  les  points 
d'inflexion ,  ou  de  rebrouflement>  ddy  eft  ==  o ,  ou  =  oc  > 
ou  plutôt  qu'il  tombe  au  deflbus  de  Tordre  de  -V  >  dont  il 

eft  naturellement  5  ou  s'élève  au  defTus. 

lojp.  M.  le  M.  de  THopital  a  donné  des  Exemples  de 
Tun  &  de  l'autre  cas.  J'en  prendrai  feulement  un  pour  faire 
voir  que  ddy  ==  00  eft  lié  avec  la  courbure  infinie ,  car  il  eft 
très-évident  que  ddy  =^  o  Teft  avec  la  courbure  nulle. 


j 


Dans  la  Courbe^ a=^x  —  a  ^  {p.  6^  des  Inf. petits) 

ona^==jx a    ^  dxyàLddy=^'—{^x a    ^dx*^ 

les  dx  étant  conftans.  Or  au  point  où  x  ==  a ,  on  a  ddy 
d'un  ordre  fupérieur  à  -i-.  Car  x  —  a  eft  alors  ==  -^  >  & 
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ce  -^  eft  élevé  à 7.  Or  un  -^  élevé  à  une  puîltance  ité- 

gative,  eft  00  élevé  à  Cette  même  puîffance  pofitive^  comme 
00  élevé  à  une  puiflance  négative  ^  eft-^  élevé  à  cette  même 


00 

7 


001 

2  " 

^-^,  =  —  ^oô        ^==  -^ ,  grandeur  qui  eff 


*îO0  * 


puiflance  pofîtive.  Donc  ddy  z=s  —  x  00  ^  k 

7 

T  j 

00 

toême  au  deflus  de  -^. 

00 

Or  je  dis  que  dans  ce  même  point  oùx ar-r-r,  ~>  le 

Rayon  de  1^  Développée  eft  infiniment  petit,  &  par  confé- 
quent  la  courbure  infinie. 

Car  la  Formule  générale  pour  déterminer  ce  Rayon ,  oiî 
plutôt  une  ligne  qui  le  détermine ,  &  eft  du  même  ordre  p 


.—A 


étant  "^-^^^^^  y  on  a  ici  df  r+.  dx^  =  ^"^"    ^-H^fx^.^ 


1  — 1 

900^    9Q0       ^ 


as  00  *  i« 

»îOO  ' 


-  r  Et  cette  grandeur  divifée 


par  —  ddy  eft  ^^  ==s  ~— ^  =  — ^- ,  grandeur  infinî- 


«00  ^  100  ^ 


ment  petite.  Donc,  &c« 

io(fo.  On  trouvera  auffi  quau  point  où  x  —  a  ===  -^  ^ 


& 


^  ij^  eft  du  même  ordre  qu^  dy.  Car  alors  dy  ==  j  jc 


5  .-  -       * 


1  —  ' 

5  T 


if  a:  eft  ==  f^  =  i£2 ==  --L- ,  &  (/i^  eft  -^ 


tOO  ^  xçOO  ^ 


(io;p). 

io5i.  S'il  étoitpoflîble  que  parmi  les  Courbes  que  nous 
connoiflbns  j  il  y  en  eût  dont  tous  les  côtés  fuflent  infiniment 
petits  du  1^  ordre,  &  fiflent  entr'eux  des  angles  de  contin- 
gence du  i^'^^  il  eft  certain  que  la  même  courbure  que  nous 


5ï«  EtEMENS  DE  LA  Gb'OME'TRIB 

trouvons  ici  infinie  dans  les  inflexions ,  &  les  rebrouflèmens  * 
feroic  nulle  pour  ces  Coutbes-là.  Il  faudroit ,  afin  de  leur  trou- 
ver une  courbure  infinie ,  leur  concevoir  quelques  côrës  du 
3"' ordre.  Mais  ces  fortes  de  Courbes  ne  feroient  ni  defcrîp- 
tibles ,  ni  de  la  nature  de  celles  ique  nous  connoifTons  (735). 
Nous  en  transportons  feulement  dans  nos  Courbes  la  ma- 
nière dont  fe  feroient  leurs  inflexions  Se  leurs  rebrounemens 
avec  une  courbure  nulle  ,  &  cela  y  produit  une  courbure  in- 
finie ,  par  la  raifon  de  l'art.  p2 1  j  fie  à  caufe  de  la  différence 
des  deux  hipothefes. 

On  va  voir  plus  particulietement  ce  qui  appartient  à  la 
Çpuibutp. 


SECTION 
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SECTION    XII. 

Kegle  générale  pour  déterminer ,  par  le  Calcul  Différen- 
tiel ,  la  courbure  des  Courbes* 

io^s^^'^Omme  nous  n'avons  confidéré  les  Courbes  Rn^s^ni- 
V^  qu  en  elles-mêmes >  nous  allons  tirer  de  leur  ^^^l'IurîZl i^$ 
ture  feule  la  détermination  de  tout  ce  qui  appartient  à  leur  Cêurbés. 
courbure  ^  &  à  la  variation  de  cette  courbure  >  &  nous  n*em- 
ploîerons  point  pour  cela  les  Rayons  des  Développées  qui  y 
ont  été  employés  jufqu^à  prefent  ;  car  ces  développées  font 
des  lignes  étrangères  à  celles  dont  on  confidere  la  courbure* 

Ici  les  côtés  feront  fuppofés  conftans  (  90  j  ) ,  &  la  mefurc 
de  la  courbure  eft  le  Sinus  de  langle  de  condngence^  ôc  ce 
Sinus  eft  de  Tordre  de  -^-  (741). 

Soient  Mm  &  mftdeux  côtés  d'une  Courbe  qui  tend  auFxo.  VliL 
paralléiifme.  Dans  la  fuppofîtion  ordinaire  des  dx  conftans  ^ 
on  a  MR  =  mr^&L  mjuL  moindre  que  Mm ,  parce  que  la 
Courbe  tend  au  paralléiifme.  De-là  il  fuit  que  Mm  étant 
prolongé  jufqu'à  la  rencontre  de  r/i  prolongé  en  ^  ^  &  l'arc 
de  Cercle  K/a  infiniment  petit  du  a^  ordre  étant  décrit  du 
centre  m  ôc  du  rayon  m/i,  Khcù,  la  quantité  dont  le  côté 
Mm  eft  plus  grand  que  mfi  y  &  par  conféquent  Kh  eft  la 
différence  des  deux  côtés*  En  tnêipe-temps  h/i  eft  labafe  de 
l'angle  de  contingence  hmfi  ^  &  eft  ddy  y  ôc  K'fe  eft  le  Sinus 
de  cet  angle  :  car  à  caufe  de  l'infinie  petiteffe  >  Parc  qui  mefure 
cet  angle  ôc  fon  Sious  f  font  la  même  chofe. 

Mais  fi  maintenant  on  fuppofe  les  côtés  conftans  >  il  fe 
fait  des  changemens.  Mm  eft  ==5  mjx  y  6c  par  conféquent  il 
n  y  a  plus  de  Kh ,  différence  des  deux  côtés>  ôc  puifqu'il  n'y 
a  plus  de  Kh  y  dày^  n'eft  plus  hfi ,  mais  quelqu'autfe  grandeur. 
Le  côté  m/i  fe  termine  toujours  au  point  fi  >  mais  il  ne  com- 
mence plus  au  point  m  y  ôc  puiiqu€m/«^  auparavant  moindre 

Y  y 


\ 
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que  Mm ,  lui  eft  maintenant  égal ,  le  point  m  s'eft  reculé 
vers  M  y  d'où  il  fuit  que  mr  y  auparavant  ==  MK  y  eft  devenue 
plus  grande.  Soit  dr  =  àdx ,  la  quantité  dont  mr  eft  aug- 
mentée. Du  point  à  je  tire  fur  mr  une  perpendiculaire  dK. 
jufqu  à  la  rencontre  de  mK ,  &  par  le  point  /a  une  ligne  f/tc 
parallèle  à  mr  jufqu  a  la  rencontre  de  dK.  r/t  eft  =  dr  == 
ddx ,  &  de  =  r/i = dy.  Donc  Kc  =  ddj^.  Donc  Kf4,  finus 

cherché  ==  V  Kc^-^cfA^ = V ddy  -hddx'y  Formule  de  la 
courbure  dans  la  fuppofition  des  côtés  conftans. 

.    Il  eft  clair  que  ddf  &c  ddx"-  étant  des  Infiniment  petits  du 

4«'^  ordre,  yddj'^dd^^  eft  du  2^ comme  doit  être  le 
Sinus  de  langle  de  contingence* 

10^3.  Cette  Formule  feroit  embaraffante  dans  la  prati- 
que du  calcul ,  &  il  faut  la  rendre  plus  Cmple  &  plus  com- 
mode y  en  ramenant  'ddj  &  ddx  à  la  même  expreffion. 

J  appelle  ds  le  côté  ==  K  dx^'^d^\  dy  eft = V^  ds^—dx^, 
&  ddj^,  puifque  ds  eft  conftant,  eft  =  JIl£ii£f-.,  Donc 

'=±^=  ddx.  Donc  ii^  =  ddx\  Donc  ddj^ 

^  dx*  dx*      * 

Donc  y  ddx-  -H  ddj'^  =^^ ,  Formule  très-fîmple  de  la 
courbure. 

10(^4.  Puifque  le  côtd  eft  conflant,  fi  on  prend  la  diffé- 
rence de  l^  dx"- -h dy ,  &  qu'on  l'égale  à  zéro,  on  trouvera 

^      — fc~^  =  ^^^  >  ^'ôù  fuivra  la  même  conféquence 
de  l'art,  précédent. 

106s.  On  peut  encore  démontrer  autrement  la  Formule  , 
&  direclement. 

Les- raifonnemens  de  l'art.  1062  furlaFig.  vui ,  étant 
faits,  les  Triangles iCf/t  &  fu^  font  femblables ,  à  caufe  des 
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angles  droits  KfJtg  &  Kc/a.  Les  Triangles  /;icg  &  mr/i  font 
femblables  auffi.  Donc  les  Triangles  mr^  &  Kcfi  font  fem- 
blables.   Donc  mr  {dx).  m/i  {ds)  :  :  Kc  {ddy).  Kfi  ==3 

éisdJy 

» 

1066.  Comme  en  appliquant  la  Formule  —j;^>  ou 
trouvera  toujours lexpreflion  de  ddy  mêlée  de  ddx ^  il  fau« 
dra  toujours  fubftituer  à  ddx  fa  valeur  r^^y^^^f  ^ ^  moyen- 
nant quoi  non-feulement  on  n'aura  plus  que  des  ddy  ^  mais 
encore  l'opération  portera  efTentiellement  le  caraâere  des 
i/j  fuppofés  conftans  y  puifque  ce  n'eft  qu'en  cette  fuppofitioa 

que  ddx  =  =^^^j^  (  10^3  ). 

Exemple    L 

10^7.  On  a  dans  le  Cercle  dy  srs:'?  ^     ^^  * ^  a  étant  courlufim 
le  diamètre  >  6c  de-la  on  tire  >  en  ne  fuppofant  rien  de  conf*  tsnti^ 

-,  ayJdx — lydx* — lyxddx — adydx-\~zx  dyd  x        ^ 

tant  y  ddy  =  -i---— —--——--—-——--—--— -----~--~.  ,  oc 
en  mettant  au  lieu  de  ddx  y  fa  valeur  ^=^^^^''9  ce  qui  emporte 

tydx*-^aJy 1  xdyydx* 


les  ds  conftans  (  1066)  ^  on  2l  ddy  = 

Or  toutes  les  grandeurs  du  numérateur  qui  multiplient  dx^, 
étant  les  mêmes  que  celles  du  dénominateur  qui  multiplientj^i 
mais  avec  des  lignes  contraires  >  elles  font  toutes  == 1  > 

d^OÙ  fuit    ddy  ==lfl.  ,  &  ±ddy^,^—dsdx^  Q^^^ 

y         ^  dx  y 

trouvera  très-aifément  que  dans  le  Cercle ,  ds  étant  fuppofé 
confiant ydx^y  ::  ds.  J^j  &  que  par  conféquent  le  rap-* 

port  -i  eft  confiant.  Donc      '^^'^^  exprime  une  courbure 

confiante  ;  6c  on  fait  afiez  que  celle  du  Cercle  l'efi, 

Yyij 
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êfuandh       10(5^8.  L'expreffion  "^^^^^-i-^  de  la  courbure  du  Cercîe  eft 


tZrlur!  efi  ^^^^^^  ^^  ^g^^  — >  parce  que  c  eft  Texpreflion  du  Sinus  de 
pcfitifon  ni-  Tangle  de  contingence ,  &  que  ce  Sinus  eft  néceffairement  du 
i«/(f.  côté  de  la  convexité  du  Cercle ,  au  lieu  que  les  ^a  &^  font 

du  côté  de  la  concavité ,  &  par  conféquent  eê  Sinus  eft  né- 
gatif par  rapport  aux  dx  ècy  qu  on  fuppafe  pofitifs  ^  &  qui 
entrent  dans  fon  expreffion,. 

1069.  Et  comme  cette  raifon  eft  générale^  il  s^ertfuît  que 
le  Sinus  de  l'angle  de  contingence  fera  négatif  toutes  les  fois 
qu'il  fera  5  par  rapport  à  la  Courbe  y  du  côté  oppofé  à  celui 
où  feront  les  grandeurs  qui  entreront  dans  fon  expreffion, 

1070.  Et  parce  que  ce  Sinus  ne  peut  être  que  du  côté 
de  la  convexité  de  la  Courbe  j  il  fera  négatif  toutes  les  fois 
que  ces  autres  grandeurs  n  y  feront  pas  9  ou  >  ce  qui  eft  la 
même  chofe ,  que  la  Courbe  fera  concave  vers  l'axe  auquel 
on  la  rapportera^  Et  dans  le  cas  contraire  9  il  fera  pofitif» 

1071.  Si  on  applique        ^^^  ^Formule  de  la  courbure 

confiante  du  Cercle ,  au  point  de  fon  origine ,  où ,  à  caufe  de 
i'origîne^  =  dy^&ch,  caufe  de  la  perpendicularité  dy  ==  ds  , 

&  dx  =  ddx ,  on  a ddx  pour  la  courbure  de  ce  point* 

Et  fi  on  applique  la  même  Formule  au  point  du  Quart  de 

Cercle,  oh  y  ^=^;=» -^ ,  &  à  caufe  du  parallélifme  ds  s^==dx, 

on  a      ^^  '  pour  la  courbure  de  ce  point.  Mais  ddx  &  ~^ 

ne  paroifTent  pas  d'abord  égaux,  comme  ils  doivent  Têtre, 
puifque  la  courbure  eft  conftante.  Ils  le  font  cependant.  Car 
on  a  par-tout  dans  le  Cercle  2ydy=z  adx 2xdx  ^  &  par 

conféquent  -^y^+^^^^^^  +  ^y'i^y  =,  ^^^  Qt  à  l'origine  du 

Cercle,  2dx''=  zddx^  &  2^ddy  ==  zdyddy  difparoiflem 
dans  le  numérateur  de  cette  fradion  devant  ady^^  &  2Ar=3 
iddx  difparoît  dans  le  dénominateur  devant  a.  Donc  la  frac-- 

tion  fe  réduit  à  ^  =  ddx.  Or  à  ce  point ,  ii:  =  i^ 
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1 072,  Puifque  a ,  diamètre  du  Cercle ,  n'entre  point  dans 

^^''^^  y  expreffion  du  Sinus  des  angles  de  contingence  du 

^  Cercle ,  ce  Sinus  eft  indépendant  du  diamètre  ,  &  par  confé* 
quent  les  angles  de  contingence  font  les  mêmes  dans  tous  les 
difFérens  Cercles.  Et  en  eiffet ,  fi  Ton  conçoit  d  abord  un 
Triangle  équilatéral  infcrit  au  Cercle ,  enfuite  un  Exagone  ^ 
enfuite  un  Dodécagone  ^  &  toujours  ainfi  y  en  doublant  tou-< 
j©urs  le  nombre  des  côtés  du  Polygone  précédent ,  le  Poly- 
gone deviendra  enfin  le  Cercle  y  quand  le  nombre  des  côtés 
fera  infini.  Et  comme  cette  infcription  étant  faite  en  deux 
difFérens  Cercles ,  les  Polygones  correfpondans  auront  tou^ 
jours  les  mêmes  angles  obtus  ^  les  deux  derniers  Polygones 
devenus  les  deux  Cercles  y  auront  aufli  les  mêmes  angles  ob-^ 
^tus>  &  par  conféquent  des  angles  de  contingence  égaux. 

1075.  Deux  Cercles  inégaux  font  deux  Polygones  formés    cuyurhmêt: 
%    d'un  nombre  infini  de  côtés  égal  :  mais  les  côtés  infiniment  cJ!u77n 
petits  du  plus  grand  font  plus  grands  en  même  raifon  que  raifinretruer* 
fon  diamètre.  Donc  le  Point  qui  décrit  un  plus  grand  Cercle,  ^M'^^"''* 
faifaht  de  plus  grands  pas  en  ligne  droite ,  &  des  détours  qui 
ne  font  qu  égaux  à  ceux  qu^il  feroit  en  décrivant  un  plus  petit 
Cercle ,. il  décrit  une  ligne  moins  courbe  j  dans  la  raifon  que 
les  côtés  font  plus  grands.  Donc  la  courbure  de  deux  Cercles 
inégaux  efl  en  raifon  renverfée  de  leurs  diamètres. 

1 074.  Il  eu  démontré  qu'il  ne  peut  pafler  aucune  ligne  ij#'*»  dr^ 
droite  entre  la  Tangente  d  un  Cercle  &  fa  circonférence.  La  ^^M*'*"^^"^ 
raifon  eflentielle  en  eft  que  l'angle  compris  entre  cette  Tan-  ^taf^udlTcn- 
gente  &  la  circonférencg  eft  un  angle  de  contingence  infini-  ''»^«»^*  ^««» 
mentpetit^qui  par  conféquent  eft  indéterminable,  &  nepeut  j^'^^^J*-^ 
être  divifé  en  parties  déterminées  :  or  fi  une  droite,  paffoit 
entre  la  Tangente  &  la  circonférence,  elle  diviferoit  nécefTair 
rement  cet  angle  en  deux  parties  déterminées.  Cependant  un 
Cercle  quelconque  étant  pofé,  un  plus  grand  Cercfe  qui  aura 
ia  même  Tangente^  pafTera  dans  l'angle  de  contingence.  On 
demanda  comment  cela  eft  poffible ,  &  la  difficulté  paroît  , 
confidérable.  Car  la  portion  infiniment  petite  du  grand  Cercle 

y  y  ni 
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qui  pafle  dans  l'angle  eftune  droite  y  qui  peut  être  prolongée 

tant  qu'on  voudra ,  &  par  conféquent  une  droite  y  pafle. 

La  Solution  dépend  de  ce  qui  vient  d'être  dit^  L  angle  de 
contingence  du  grand  Cercle  &  de  celui  du  petite  tous  deux  • 
ayant  leur  fommet  au  point  d  attouchement  commun  aux 
deux  Cercles^  (ont  le  même  angle^  &  par  conféquent  le  grand 
Cercle  ne  pafle  point  dans  Pangle  du  petit.  Mais  le  grand  & 
le  petit  décrivent  etifemble  la  même  petite  droite  pendant  un 
temps  >  après  quoi  le  petit  qui  doit  faire  de  plus  petits  pas^ 
fe  détourne  ^  tandis  que  le  grand  pourfuit  encore  la  petite 
droite  qui  leur  avoit  été  commune ,  &  de-là  vient  que  le  petit 
devient  intérieur  au  grande  &  que  le  grand  paroit  pafler  entre 
le  petit  &  la  Tangente  commune  >  quoiqut  réellement  il  n  y 
paflb  pas. 
Ce  qui  fini  io7f.  Par  la  même  raifon  que  deux  Triangles  ^  &  en 
fylluUês^^^  général  deux  Polygones  Quelconques  d  un  même  nombre  de 

côtés  font  femblables  >  lorfqu'ayant  des  côtés  inégaux  ^  ceux  w 
de  Tun  à  ceux  de  l'autre  y  ils  ont  les  angles  correibondans 
égauxj  deux  Cercles  différens  font  toujours  femblables^  puif* 
que  Tun  ayant  le  même  nombre  infini  de  côtés  que  l'autre  ^ 
&  les  côtés  de  chacun  étant  tous  égaux  ^  quoique  ceux  de 
Tun  inégaux  à  ceux  de  l'autre  >  ils  ont  tous  deux  les  mêmes 
angles  de  contingence. 

1  o'^6.  Et  comme  cette  idée  eft  générale  >  deux  Courbes    • 
font  femblables ,  lorfqu'étant  conçues  divifées  en  un  nombre 
infini  égal  de  côtés  égaux  dans  chacune  y  les  angles  de  contm* 
gence  correfpondans  de  l'un  à  l'autre  (ont  égaux  ^  le  i^^  au 
i*^"^,  le  2<iau  %^y  &c.  ^ 

1077.  Mais  parce  que  cette  divifion  en  côtés  infiniment 
petits  égaux  ne  peut  (e  faire  que  par  la  penfée  y  on  fait  réelle- 
ment l'équivalent,  en  infcri vaut  dans  des  Courbes  des!  Poly- 
gones femblables ,  dont  les  côtés  font  finis  y  &  celles  où  ils 
peuvent  être  infcrits  font  femblables. 

1 078.  La  circonférence  d'un  plus  grand  Cercle  eft  à  ccllo 
d'un  plus  petit  >  comme  le  diamètre  du  plus  gran4  au  dia-* 
mçtre  du  plus  petit  ^  &  en  même-temps  le  plus  petit  eft  plus 
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courbe  que  le  plus  grand ,  en  même  raifon  que  fon  diamètre 
eft  plus  petit  (  1075  )•  Donc  un  plus  grand  diamètre  déter- 
mine en  même-temps  et  une  plus  grande  étendue  ou  lon- 
gueur, &  une  moindre  courbure  de  la  circonférence  cir- 
culaire >  &  au  contraire. 

107p.  Comme  il  faut  un  diamètre  pour  régler  la  gran-   aquic'efi 
deur  abfolue  dun  Cercle ,  qui  ians  cela  pourroit  être  diffé-  ^"^^^^^r/H 
rente  à  l'infini ,  ainfi  &  par  la  même  raifon  il  faut ,  pour  régler  ^^  ^^^* 
Iz  grandeur  abfolue  de  toute  autre  Courbe ,  quelque  ligne 
confiante  que  l'on  appelle  Paramètre.  JDslîïs  le  Cercle ,  le  dia«« 
mètre  ou  axe  eft  diamètre  ou  ax^ ,  parce  qu^il  porte  les  Or- 
données j  &  en  même-temps  paramètre  ^  parce  qu'il  règle  la 
grandeur  abfolue  de  la  Courbe  :  mais  dans  les  autres  Courbes 
le  diamètre  ou  axe  ôc  le  paramètre  font  difFérens.  Donc  les 
étendues  ou  longueurs  de  deux  Courbes  femblables  font  en* 
tr  elles  comme  leurs  paramètres* 

1080.  Et  comme  ce  qui  fait  qu'une  Courbe  eft  plus  lon- 
gue qu'une  Courbe  femblable ,  la  rend  aufti  moins  courbe  en 
même  raifon>les  longueurs  de  deux  Courbes  femblables  font 
en  raifon  direfte ,  &  les  courbures  en  raifon  renverfée  des 
paramètres.  Ainfi  Cta  &l  2a  font  les  paramètres  de  deux  Pa- 
raboles ,  la  1  ^^  eft  une  fois  moins  longue ,  &  une  fois  plus 
courbe  que  la  2^^  ;  car  elle  fait  les  mêmes  détours  après  des 
pas  une  fois  plus  pedts.  Et  en  général  les  courbures  de  deux 
Courbes  femblables  font  en  raifon  renverfée  de  leurs  lon- 
gueurs. 

Il  eft  clair  que  cela  doit  s'entendre  non-feulement  de  la 
courbure  totale  d'une  Courbe  comparée  à  celle  de  l'autre 
Courbe  femblable ,  mais  encore  de  la  courbure  d'un  point 
quelconque  de  Tune  comparée  à  la  courbure  du  point  corret 
pondant  dans  l'autre. 

j  08 1 .  Si  la  grandeur  abfolue  d'une  Courbe  ne  peut  être 
réglée  par  un  feul  paramètre  j  elle  le  fera  par  deux ,  &  en  ce 
cas-là  la  longueur  d'une  Courbe  de  cette  efpece  fera  à  celle 
d'une  2^  Courbe  femblable  comme  le  produit  des  deux  para- 
mètres de  la  1  ^"^  au  produit  des  deux  paramètres  de  la  2^  ^ 
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&  leur  courbures  feront  en  cette  même  raifon  renverfée. 

1082.  Si  on  prend  dans  deux  Cercles  difFérens  deux 
arcs  infiniment  petits  >  égaux  en  longueur ,  celui  qui  appar- 
tient au  plus  grand  Cercle  peut  pafler  pour  ligne  droite^  & 
l'autre  ne  le  peut  pas  par  rapport  à  lui.  Car  celui  du  grand 
Cercle  pouvant  toujours  être  un  des  côtés  de  fon  Cercle  ^ 
celui  du  pedt  qui  a  la  même^étendue  y  ne  peut  être  que  plus 
d'un  côté  du  fien  ^  &  par  conféquent  il  connent  un  ou  plu- 
fieurs  angles  de  contingence  ^  &  ne  peut  être  conçu  que 
comme  courbe ,  étant  comparé  à  l'autre. 

Ce  fera  la  même  chofe  de  deux  arcs  infiniment  petits 
é^aux  de  deux  autres  Courbes  quelconques  femblables. 

Exemple    IL 
couriure  J4    1 0  8  3.  Soit  Une  EUipfc  y  dont  Téquation  eft  yy  ==  ^  ^  ^^^ 

a  étant  le  grand  axe.  dj  =  ^^^^— >^^^"  ,&Lddy,  après 
avoir  fubftitué  aux  ddx  ,  leur  valeur         /    ^  ^  eft 


^nh^x — Pta^y^ — ^*^ — 46*x^x  àsdx ^  grandeur  variable. 

4/1»  y*-+-i»»  b^ — 4  «  ^*  *+4  ^*  **  y^y 

1084.  A  Forigine  de  PEUipfe,  où  à  caufe  delorigine 
y  =  dy,6cx  s=s  dx  y  6ck  caufe  de  la  perpendicularité  dy 
==3  dsyCcdx  ==i  ddx  ,  toutes  les  grandeurs  du  numérateur 

de  la  fi:a£lion  qui  exprime  ^'^^^  difparoiffent  devant  —  a^ 
^S&pareillement  toutes  celles  du  dénominateur  devant  ^ï'^^S 
6c  par  conféquent  il  ne  refte  que  ^''^^^^^'f^''  =  —  àdx. 

H  faut  donc  voir  ce  que  vaut  ddx. 

On  a  par-tout  dans  TEllipfe  dx.y  :  :  7,ady.  ah ^ihx. 

Ponc  à  l'origine,  ddx.  dy  ;  :   xady.  ab  :  :  2dy.  b.   Donc 

io8y; 


/ 
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1 08 j.  Au  quart  de  l'EUipfe ,  où  *  =  -,  &  pat  confé-: 

•«uent  y  ==  -^ ,  on  a  ddy=»=s     ^vf*.  Et  comme  en  ce 

point ,  à  caufe  do  parallélifine  dx = ds ,  i^^  eft  =»  ddj 

=5 =j—  == a==—  ipcourbure  de  ce  point» 

10S6.  Donc  la  courbure  de  rorigine  eft  à  celle  du  quart  r>icrotjpmtê 
::— —  «a^==: — 7 —  ^ -_-::_. — _  -  ^/^^  .  bb.gtnsjufiiuMm 

Or  /iv^a^  eft  plus  grand  que  hh  j  a  étant  le  grand  axe , 
donc  la  courbure  de  Forigine  eft  plus  grande  que  celle  du 
quart  félon  cette  raifon  qui  fera  connue,  Sïa  =  4,  &^=si> 
la  courbure  de  l'origine  fera  à  celle  du  quart  :  :  8  •  i. 

IC87.  Donc  lorigine  de  TEllipfe  étant  prife  à  lextrémir 
té  de  fon  grand  axe  >  fa  courbure  va  toujours  en  diminiiant 
de4à  jufqujiu  quart ,  ôc  depuis  le  quar||eUe  va  en  crçiffanc 
jufquà  la  demi-Eyipfé. 

1088.  Puifque  la  courbure  de  Forigine  eft  à  celle  du*  -Et  tant/m 

flui  dicroif" 

quart  :  :  aVab  .bb^  plus  a  eft  grand  par  rapport  à  b ,  ^^^'^'^^^^^lj\f^ 
à-direplus  FEUipfe  eft  allongée  j  plus  la  courbure  de  rongine|/^7^^»^ 
furpafle  Celle  du  quarts  ou ,  ce  qiii  en  eft  une  fuite ,  plus  la^-r  r^ft^^ 
courbure  eft  déoroiffante  depuis  Forigine  jufqu  au  quart.      ^^i^^^* 

I  o8p.  Si  a  ==  b ,  les  deux  courbures  font  égales ,  ôc  en 
cflfet  FEUipfe  eft  alors  un  Cercle. 

lopo.  Si  on  compare  deux  Ejlîpfes  femblables ,  c'eft-à- Ci»«r*i«^i  A 

dire  >  telles  que  les  deux  grandeurs  yf  &  fi  de  la  grande  ^<^^^^ftmhUhUsm 
en  même  raiîbn  que  les  deux  a  &  ^  de  la  pente, les  longueurs r«i>»»'^»v«r. 
ou  étendues  de  leurs  circonférences  feront  comme  les  pro-^^,^,/JJ^ 
duits  yf  B  &  tf  ^  ;  par  ex.  fi  y!^  ===  tf,  B  ===  2,  ^  ======  3  >  ^====  I  ^ 

ces  circonférences  feront  :  :  1 2  •  3  :  :  4 . 1  ^  ôc  les  courbures 
feront  en  cette  même  rai(bn  renverfée. 

On  a  par-tout  dans  FEUipfe,  dy  .dx::  ab 2bx.  2  ay^ 

Donc  dy  .dx^::à'b* ^.ab^x  --i-  4;  t\x\^  à" y.  Donc 

Zz 
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quand  il  ne  s*agit  que  de  rapports,  je  puis  prendre  c^h^  —  4^^*" 
X  -+-  i^^x^  i  au  lieu  de  ^^*  >  &  4  a^y^ ,  au  lieu  de  dx^.  Donc 
dy^  •+•  dx^  quarré  du  côté  quelconque  de  rEllipfe  eft  =  (^ 

y- /^ah^  X  -t-  4^*^?^  -H  4^*y\  Et  (î  je  prens  ce  quarté 

pour  celui  d^un  côté  de  la  moindre  de  deux  Ellipfes  fembla- 

bies ,  le  quarré  du  côté  de  la  grande  fera  A^  B^ ^AB^ 

X  -4-  4^^  X^  -i-  ^A^  yv  Or  cqfi  deux  quarrés  font  entr  eux 

Car  à  caufe  de  la  fîmilitude  des  Ellipfes>  X.x\\  A^a^ 
Donc  AB^X.  ab^x  ::  A^B'-.aHK  De  même  X'-.x'^  :: 
A"- .  u\  Donc  X"-  B"-  .  xH"-  :  :  A"-  B"  •  a"-  b\  Enfin  Y. y  :  : 
J5  •  ^.  Donc  A"^  y* .  ^ V^  .v4^  B' .  a'  b\  Donc  A"-  B^ — ^AB"- 

-^-+.45^^^-+.  4y^^P.^%^^  — 4^*^^-+-4*"x^-4-.4i»V' 
;  :  -^^  jB"^  •  a^  b^.  Donc  les  côtés  de  chaque  ElHpfe  étant  fup- 
pofés  conftans  j  les  côtés  dç  deux  Ellipfes  femblables  &  les 
femmes  de  cts  côtés  ou  les  circonférences  elliptiques  font 
::  AB.ab.  Donc  aufli  (  1 080  )  la  cpurburç  de  la  grande  eft. 
a  celle  de  la  petite  r.ab.AB. 

'  ibp  1 .  ^ n  a  pas  iké  ici  lê  petit  ax^  de-  ÎEllîpfe  »  mais  le- 
paramètre  du  grand  axe  ^>  ceft-à-dire  ^  la  s"*"  proportion- 
nelle au  grand  axe  ôc  au  petite  qui  par  conféquent  étqit  v^aâ^ 
Mais  on  verra  aifément ,  en  comparapt  les  deux  Elljpfçs  fem- 
blables de  fart,  précédent  ^  que  les  deux  produits  qu  grand 

..  ■ 

*  axe  ^  du:  petit ,  qui  font  Aiv(A£  &  -a^Vab'. ,  fiant  :  :  AB  •  a  b^ 
P  où  il  fuit  que  les  iQOgueurs.ôe  le&  courbures  de  deux  Ellip- 
fes femblables  fe  règlent  audî  par  les.  pcoduits-de  leurs  axes  ^ 
Ôc  qu'à  cet  égard  on  peut  prendre  les a^es^ pour  paramètres* 
des  Ellipfes  félon  l'idée  de  l'arc,  ix>8 1- 

£  X  E  M.  p  L  Bf 

_  ^—      ^J    ^0 

Bâ$*riure  dê^     iop2.  Daus  la  Parabole  dy  =;=  —  yàc  après  les  fubftîtu*- 
tions  néceflaires  que  nous  iuppoferons  toujours  dans  laiuite  y, 

ddv  =  "^^'^^'  &  lîi^  =  -^'^^^^ 


1 05  3.  A  foB  eflgihe  ,  oày  =  dy  ==  ds  j  &  djt  ts=s  dÛx^ 
11  vienf"^^^ /^ —  ==  — ».  </</>; ,  courburç  de  ce  poîiït 

On  a  par-tout  dans  la  ï*araboIe  àx.,y  w  2  d'j^ .  ^. fDonc 
à  roriginè  ^^x  ;  dy  f:  a  iy .  a.  Donc  d&iy  =^  ^^=^  ^» 
eu  ^</x  ==:  -1-,  patee  que  ds  =  -L.    . 


1  op4.  Au  point  qui  sépond  au  Foyct ,  oÛf  a?  =s=  -1 ,  6t 
=i-.,dx  =  iy  ,  &  par  conféquent  </j*  î=s=s  2  ijc* ,  ôjc  <fc; 

'  *        ""p^  ^  coûrbore  dé  ce  pomt. 


^V^; 


10^;.  Donc  fa  courbure  du  fommet  pft^  à  Ceîte  du  Foyef' 


,.  lis''        dj^  X  . 


1096.^  A  Pcxtrémité  de  la  Psmbofe-,  tià^y  =ii^  do» ,  oh  a 

-L-  ^.  s=—  — JI — j^^  Qj  j^  ç^ufg  ^y  paraltôlifme  ^i  ==  dxj^ 

4CÔ"* 

*  *  *     ■ 

&  ^J  confiant;  eft  toujoacs  s^at  ~-,  Dôûô  "■**'^j^^/6o-,-ea' 
négligeant  les  coëffieieii»^fifii$.dc>le'rigW»n^t^,^^ii^ 


.00» 
^  divifé  par  00^=:  -^-i — t==-^.  Or  -i^  eft  da 

oo*x  ô9*  o<y*     '00* 

4^  ordre  potentiel  d'Iniinitneot  petit»  pa^  cappoif  au  Fini , 

parce  qu'il  eft  d'im  orthie-radical  au  deffous  de  -~  =i^  -i;.: 

2.        00» 
00» 

Donc  la  courbure  eft  nulle  &  du  4°"  ordre  poteûtiel-dlBifii" 

niment  petit. 

iop7.  Tarit  que  le  Sinus  de  l'angle  dé  contingéhce  eft- 
du  2^  ordre  d'Infiniment  périt ,  la  courbure  eft  ordinaire  ou 

Zz  i; 


m 
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finie.  Donc  dès  qu'il  tombe  au  deflbus  de  cet  ordre ,  Ibîi:  ju(^ 
qu  a  — i- ,  (bit  feulement  dans  quelque  ordre  radical  compris 

entré  -^  &  -^  •  la  courbure  eft  infiniment  petite  &  nulle  > 

du  moins  par  capport  à  une  courbure  finie  &  feiifible*  Â  plus. 

forte  raifon  y  s'il  tombe  au  defibus  de  --^  • 


o<^* 


/5r%-       ^^^^*  ^^  ^^  ^^^^  ^^  ^^  courbure  de  la  Parabole  va  ctt 
gme"jufyu'l  dëcroiflant  depuis  Tprigine  jufqu a  Textrémité, 
jextrimitioh      lopp.  Les  courbures  de  deux  diflférentes  Paraboles  font 
*^*   '*  en  raifon  renverfée  de  leurs  paramètres. 

E  X  E  AiP  JL  E      IV* 

jComiurê  de      j  1 00,  Soît  uoc  Hyperbole  équîlatere  entre  fes  A/ymp- 

.  TM^  Xdsdx- 

iioi.  On  voit,  déjà  que  félon  les  art.  io6S  ,  loeTpj 

1070  y  ce  Sinus  de  langle  de  contingence  n'eft  point  négatif ^ 

**  comme  dans  les  autres  Courbes  qu  on  a  confidérées  iufqu'ici> 

jparce  qu  elles  étoient  concaves  vers  leur  axe ,  &  que  THy- 

perbole  ^  ainfi  qu  on  la  prend  ici  >  eft  convexe. 

1 102.  Au  ibmmet  de  cette  Courbe  x  =  a  ^  donc  dJy 

==  — .  Or  à  ce  même  point  dx  ==» dy ,  &  par  confé* 

quent  ds*  =  T^dx^'yds  =  dx  Vt^  pOudxs=,  iî.  Donc  ^^^ 


Vz  d». 


ds^ 

-i  courbure  de  ce  point. 


^v 


ii65«  Si  on  prend  un  autte  points  comme  celuF  qui 
»épondà^==2^,onai./y  =  li^,&^^ 

Or  à  ce  point  <a[y  ===;p,  d^ott  fait  ds^=^^,ds 
ij^^  &  ^*  =  iè .  Donc  1^' =-ii^. 

4r  Vi7  174  I.7«VI7, 


L 
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i  1 04.  Donc  la  coui;})ure  du  fommet  eft  à  celle  du  point 

c*eft-à-dire  ,  plus  que  triple. 

I  loy,  A  lextrémité  de  l'Hyperbole  où  x  =  00 ,  on  a 

~^====lî^~i.  Orpuifque  dans  cette  Courbe  djf .  dx 

:  :  I  •  AT* ,  le  ^  a:  de  rextrémité  eft  =  -^ ,  car  alors  dy  étant 
«5=  ~5  (P<îo),  on  a  4r  •  ^^  ^=  KOO*::  -^,  .^*  Donc 
</j  étant  confiant  •  &  ==  —  •  dsdx  ==  -î-;.  Cela  fuit  auflî 

de  ce  que  la  Courbe  eft  alors  parallèle.  Donc  — — ^  ==  -^ 

m 

dlvifé  par  ooS  =  -i- ,  ou  de  Tordre  de  -i-T ^  Donc  la  cour-r 

bure  de  Textrémité  de  l'Hyperbole  5  du  côté  qu  elle  devient 
parallèle  à  Ton  axe  >  eft  non  feulement  nulle  ^  mais  de  trois* 
ordres  d'Infiniment  peut  au  deftbus  de  la  courbure  ordinaire- 
ou  finie. 

1106.  L'Hyperbole  a  une  Âfymptote  ^  &  par  conféquent  i>icrùijfÀnt0^ 
eft  cenjèe  ligne  droite  dans  une  étendue  infinie^ôc  cela  convient  ^fj^f  ^^ 
parfaitement  avec  ce  qu'on  vient  de  trouver  >  qu'à  fon  extré-  fwrémltépk 
mité  fa  courbure  eft  de  trois  ordres  d'Infiniment  petit  ^ix^j^^^finuiu^, 
defTous  de  la  courbure  finie.  On  peut  déjà  juger  par-là  que  tuiu!!*  ^** 
quand  la  courbure  nulle  d'une  Courbe  à  fon  extrémité ,  def- 
cend  jufqu'au  f ™*  ordre  dlnfîniment  petit,  cette  Courbe  a 
une  Âfymptote  ^  &  eft  droite  dans  une  étendue  inlSnie. 

^^ c*  I        iM^xdsdx  zxdsdx-    ^^  ,^ 

1107.  Si  AT  =  ^,  -iTzpiF-  =  — :?—•  ^^  P^^^q"^ 

dy  .dx  ::  j.x*y  on2L alors  dy\dx  ::  i.-^^. Doncà caufe 

de  la  perpendicularîté^  dy  étant  ==:  ds,  àcds  confiant ^  6c 
toujours  == -^ ,  on  a  rf^  .  dx  ::  !•  -î-  ::  ~.  -^.  Donc 

.-i'=  ^_-. ,  =_^  ,  ^.ne  courbure  <p. 

celle  de  l'autre  branche  de  l'Hyperbole,  ce  qui  efFeûive- 
ment  doit  être ,  puifque  ITiyperboIe  eft  parfaitement  la  mèr 
me  dans  fes  deux  branches*.  Zz  ui 
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Ceci  n'eft  point  contraire  à  ce  qui  a  éié  trouvé  dans  Tart; 

p6o  j  que  de  ce  côté-là  de  PHyperDole  djr  eft  ==oo.  Car 

^    ici ,  à  caufe  des  d  s  çonftans ,  djf  =  ds  a  dû  être  =  —9^^ 

qui  n  empêche  pas  que  ce  même  dj^  ne  foit  le  dernier  d'une 
infinité  d'infinités  de  dy^==^—  pofés  en  ligne  droite  ^  qui 

jfont  une  fomme  =  OCu 

Exemple    V^ 
cpurhurede     110%.  Soit  U  Logarithmique  où  dy  s=zU^^  ddy 

la  Logarith'  o  *  ^ 

I  lop.  Si  on  prend  lorigine  au  point  oà^  œ»^  ,  on  a 
^/at  =1  -i-^  6c  à  caufe  du  parallélifine  dî  ==  dx = -^.  Donc 

.  alors  ^î^  =^-i^  eft  de  1  ordre  de  ^t,.  Mais  comme 

<^n  peut  dans  cette  Courbe  fuppofer^  de  Tordre  d'Infiniment 
petit  quon  voudra  y  on  voit  que  fa  courbure  de  ce  côté-là 
deviendra  d'un  ordre  d'Infiniment  petit  qudcodque  >  de  par 
conféquentque  la  Courbe  eft  li^ne  droite  dans  une  étendue 
infinie  y  ce  qui,  doit  être>  puifqaeile  a  une  Afymptote  en  ce 
fens-là. 

mo.  Si)^£==5  00^  ^^=o  -i-j,  &rfj toujours  ==a~# 

Donc  4^  ==  -^T  divifé.  par  (»• .  =  ^^.  On  faitd  ail- 

leurs  que  dans  la  fuppofition  àt,%^  ^^.  çonftans  y  Ic.dernier  dy. 
dç  lalyOgdjrithmique)  du  côté  qu  elleeft^perpendiculaire^  eft 
=  I  (  954)  >  c'eft- à-dire  y  qu  elle  eft  à  fon  extrémité  ligne 
droite  dans  une^tendùe  finie.  Or  c  eft  Ikune  propriétéxéelle 
qui  doit  (e.  retrouver  toujours^  de  quelque  manière  qu'on 
divife  la  Courbe.  Donc  on  peut  juger  que  comme  la  cour- 
bure de  Fextrémité  dWe  Courbe^  lorfqu'elle^eft  de  Pordre 
de  -^  y  marque,  que^cette.  Courbe  eft  alors  droite  dans  une 

étendue  infinie  {i\o6)y  ainfi  la  courbure  de  Fextrémité  de 
Tordre,  de  ^  y  marque  que  la  Courbe  n  eft  droite  que  dans 

une  étendue  iinie. 


DE  l'Infini.  Partie  I.  SeSl.  XIL  ytfy 

Icî  >  quoiqu  à  caufe  des  ds  conftans  on  ait  pri6  le  derniet 

^5  =  JL-^  il  eft  clair  quila  pu  être  précédé  d^une  infinité 

QO 

d'autres  égaux  ^  tous  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite  >  feloâ 
Fart.  1107. 

1 1 1 1 .  La  courbure  de  la  Logarithmique  étant  nulle  tant    crvifantê 
à  fon  origine  qu  a  fon  extrémité  %  il  faut  que  depuis  l'origine  ^Z'*".  C^î* 
elle  ait  été  toujours  en  croiflant  pfqli  a  uii  certain  point ,  un  cmiin 
après  quoi  elle  aura  toujours  décru»  ^'^'«n  ^^ 

Pour  trouver  ce  plus  grand  de  côUrbUré ,  11  faut  {io$^Y^^^%^^ 

difFéréntier  ^^\^  \ ,  expreflîon  de  la  courbure  de  là  Log^erich^ 

mique  j  &  après  les  fubftitutions  néceflaires  >  on  aura  la  diffé* 
xentielle  de  cette  exprefCon  ou  grandeur  ^  ôc  cette  difFéretfrr 

tielle  étant  égalée  à  zéro ,  donnera^  =  r^,  >  comme  M.  de 

THopital  Fa  trouvé  (/?.  88)  pîr  une  voie  toute  dîfFérèrite. 

C'eft  donc  au  point  dé  la  Courbe  >  qui  répofid  à  j^  ==  y^y  qiie 

f&  trouve  la-  plus  grande  ecUtbùre*^ 
.  ma.  Comme  on  fait  que  la  Logarithmique  a^ un  cours 
continnlans  inflexion  ni rebifouflfemerïr^&  que  par  cdhTéqûent 
^t  ne.  peut  arriver  dans  la  fuite  de  ce'  cours  à  un  Terme 
naturel  de  courbure ,  elle  n'arrive  donc'  qu'à  un  Terme  ar- 
feltraire >  c'efltrà-dire  ( pj  i  )  à  Uïv  angle. de  contingence  glu^» 
grand  que^tous  les  précédeiiS  &  les  fuivans.. 

Exemple    VL 

n  13.  Soit  la.  Gycloïdc  (/^-^pi.  des  Ittfi  petits  )  dont  ^^[^'^"'^/^^ 
Cercle  générateur  a  pour  diamfeti»  !iii>cedîatfïetrc  étant  aùfli    ^-^^    **' 
l'axe  de  la Cycloïde.  Une  Ordonnée  quelconque  de  laGy- 
doïde  eft  toujours  égale  à  l'arc  «  du  Cercle  géhéÈiteur  plus 

^Ordonnée  correipondante  duCércte^quîeff  25=>  v'a^Ji: — xx.> 

Donc  l'Ordonnée^  de  la  Cycloïde  eft  =  «  -h  Vzax  —  xx; 

.     ■■  n       zza 


Donc  dy  =  du  Hh  ^^^=*^.  Et  comme  du,  c^v  eft  lai 
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dififérentîelle  d'un  arc  fini  du  Cercle)  en  eft  par  conféqaent  un 
côté  quelconque  infiniment  petit ,  &  que  le  côté  du  Cercle 

cft      ^^*     j  on  a  pour  la  Cy<:loïde  dj  =  i±^^i 


Donc ddy  =3    ""      ^^x^^*  ^^ j^ y^j^ ^^^ xj^^l feroit 

• — •  —  I  ^  &  que  par  conféquent -î^^=-^  eft==  —  îjpuît 

— dx^ 


^y 


14X-— XX 


que  4^  —  2x  eft  double  de  2a — x.  Donc  ddy  = 

1114.  La  Cycloïde  à  Ton  origme  ayant  x  ==^dx  à  caufe 
de Torigine j&idx=iddx  k  caufe  de  la  perpendicularité> 

--'^^^  .  eft  alors  =  ^i4^  =  -^'""IP,  courbure 


»V^liVX  — XX  iVlili^l^X  2V^Z« 


ordinaire  &  finie ^  puifque  ds  6c  Vdàx  font  tous  deux  da 
\^  ordre  d'Infiniment  petit 
1 1 1  y.  On  à  par-tout  dans  la  Cycloïde  dj.dx:i2a  —  x. 

Viax XX.  Donc  à  Votlgmedy.ddx::  la.V'zaddx. 

Donc  alors  dy  s=  -M-JL  ==:  v^2  addx.  Et  comme  en  ce 


^    -^^  J-. J-.    ^M  o    J^^^  ^dsVidx ^VxaddxyLVddx 

pomt  ay==a5f  on  a  donc =s —  ==:  — .-l,  ■■ 


--ddx 


1116.  Pour  avoir  en  ds  Texpreffion  de  la  courbure  de 
la  Cycloïde  à  Ton  origine  j  il  ne  faut  que  tirer  de  dy  c=3 

V^addxjdy^  ==  2  addx  m  &  ddx  ==  ~.  Donc  '^ — ^ 


^  puifqu'alors  i  i  =3  4y< 


II 17,  Si;cs==~^ 


-^dsdx  ^dsdx  , 


II  xS.. 
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1118.  Pour  comparer  =^  e^'^^^  ou  -  &  ^,  il 

faut  avoir  en  ds  la  valeur  de  dx  au  point  où  x  =  -^.  Or^ 

a  à  ce  point  dy  .  dx  rJ-^ .  ^-^  :  :  5  .  v/3  :  :  v/3  •  i.  Donc 

dy^=dxV^.  dy*=:Sdx* .  dy  -i-  dx""  =^dx*=^ds\ 

Donc  ^jc==  ~.  Donc -7^=:  -4-.  Donc  la  courbure  de 

lorigine  eft  à  celle  du  point  où  x  ==  —  :  :  — .  -^  :  :  2  v^  j 

.  4  :  :  v^3  .  2.  Donc  la  courbure  eft  croiflante  depuis  Torigine 
/ufqu'au  point  où  x  =:^  — . 

On  trouvera  de  même ,  en  donnant  à  x  différentes  valeurs 
toujours  plus  grandes  que  —  j  que  la  courbure  fera  toujours^ 
croiffante. 

1 1 1 p.  A  r extrémité  de  la  Cycloïde  ~^^^^  =  =^.  Hf^.j^fi^ 

Car  la  Cycloïde  étant  alors  parallèle  à  fon  axe ,  elle  znndx  ^ 
^V2.ax  —  XX  qui  eft  l'Ordonnée  du  Cercle  =«  ^  devient 
dz^  parce  que  le  Cercle  à  ce  point  a  une  Ordonnée  infini- 
ment petite  du  i^*^  ordre.  Or        /  ^5  Sinus  de  l'angle  de 

••  .^»  ^# 

contingence  de  ce  point ,  eft  un  Infiniment  petit  du  i^*^ 
ordre  y  donc  cet  angle  féroit  Fini  ^  s'il  étoit  poffible  ^  &  la 
courbure  infinie.  Mais  comme  un  angle  de  contingence  fini 
eft  impoftible  ^  il  faut  qu'à  ce  Terme  naturel  de  courbure 
croifFante  il  s'en  fubftitue  un  autre ,  qui  ne  peut  être  qu  un 
côté  nul  y  ou  infiniment  petit  du  z^  ordre  (pu).  Etfêurfuoù 

1 1 20.  Et  en  effet  cela  eft  néceffaire  par  la  génération 
de  la  Cycloïde,ou  par  fa  correfpondance  avec  le  Cercle-  Les 
Ordonnées  du  Cercle  prolongées  font  celles  de  la  Cycloïde^ 
&  par  conféquent  deux  Ordonnées  quelconques  infiniment 
proches  comprennent  entr'elles  un  arc  infiniment  petit  ou 
^ôté  tant  idu  Cercle  que  de  la  Cycloïde.  D'ailleurs  ces  Or^ 

Aaa 
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données  perpendiculaires  à  Taxe  >  tant  du  Cercle  que  de  la 
Cycloïde  ^  font  parallèles  à  lal>afe  de  la  Cycloïde.  A  Forigine 
commune  ces  deux  Courbes  font  perpendiculaires  à  leur  axe, 
mais  à  Fextrémité  le  Cercle  eft  encore  perpendiculaire  à  Taxe, 
&  la  Cycloïde  y  eft  parallèle  ^  ou  ^  ce  qui  revient  au  même  , 
le  Cercle  eft  parallèle  à  la  bafe  de  la  Cycloïde»  &  la  Cycloïde 
y  eft  perpendiculaire.  De-là  il  fuit  que  les  Ordonnées  de  l'une 
d  de  Tautre  Courbe  étant  toujours  parallèles  à  la  bafe  de  la 
Cycloïde  ^  les  deux  dernières  Ordonnées  n'ont  point  dans  le 
Cercle^  parallèle  alors  à  la  bafe  de  la  Cycloïde^  &  couché  fur 
cette  bafe  5  de  ^  a  qui  les  fépare  >  au  lieu  qu'il  y  en  avoir  un 
partout  ailleurs,  elles  n'ont  pour  intervalle  qu'un  ddx ,  & 
par  conféquent  au  lieu  que  partout  ailleurs  deux  Ordonnées 
confécutives  comprenoient  entr'elles  j  étant  prolongées,  un 

côté  de  la  Cycloïde  de  Tordre  de  -^>  celles-là  n'en  peuvent^ 

plus  comprendre  qu^un  qui  foit  nul ,  ou  de  l'ordre  de  -^. 

1121.  Si  1  on  veut  fuivre  encore  cela  plus  loin ,  on  tron-« 
vera  que  le  i^'  côté  de  la  Cycloïde  étant  plus  grand  que 
celui  du  Cercle ,  ceux  de  la  Cycloïde  vont  toujouis  enfuite 
en  décroiflant  par  rapport  à  ceux  du  Cercle ,  de  forte  qu^il 

n  eft  pas  étonnant  qu^au  dernier  côté  du  Cercle  2=3  -^  il  en 

réponde  un  de  la  Cycloïde  = 


^^ 


Car  le  côté  du  Cercle  eft  toujours  j  ■   ■  '"^  Donc  h 

y  tax  —  XX 

màâx 


rorigine  du  Cercle  le  côté  efi  »»  4=^L..  £t  le  i"  e6cé  da 

la  Cycloïde  eft  ==  Jy  «s  -è*'^%  (  n  «î  )  >  donc  di» 

*  étant  le  même  de  part  &  d^autre,  le  1"  côté  de  la  Cycloïde 

eft  au  i"^^'  du  Cercle  :  :  2  •  i. 

». 

Au  point  où  x==  —,  le  côté  du  Cercle  eft  »s  -i  >  *C 
jBeluîde  la  Cycloïde  eft  t/j=;aix  (  1 1 18  )  >  doncdx  étao| 
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lé  même  de  part  &  d'autre ,  le  côté  de  la  Cycloïde  eft  alors 

a  celui  du  Cercle  ::  ^•tth  ::  2.  -r-  ::  a.-^  ::  )/^x  .4^ 

Donc  le  côté  de  la  Cycloïde ,  quoiqu  encore  plus  grand 
que  celui  du  Cercle ,  le  furpafle  moins  qu'il  ne  le  furpaflbit 
à  Torigine  >  il  en  ira  de  même  des  autres*  Et  comme  les  côtés 
de  la  Cycloïde  ont  été  fuppofés  opnftans  ,  il  faut  concevoi 
que  ceux  du  Cercle  croiffent  toujours  par  rapport  à  ceux  dç 
la  Cycloïde  9  de  forte  qu'à  la  fin  le  Cercle  en  a  encore  un 
de  Tordre  de  -^ ,  lorfque  la  Cycloïde  n'en  a  plus  >  ou  n  en  a 

un  que  de  l'ordre  de  -^. 

.    II 22*  Quand  on  a  trouré  dans  larr,  1119, 11!^^, 

courbure  infinie  de  Textrémité  de  la  Cycloïde^  on  a  pris  dx 

f)our  dx  96c  non  pour  ddx ,  comme  on  a  trouvé  depuis  qu'il 
'étoit ,  &  de  même  ds  pour  ds ,  &  non  pour  dds  :  mais  il  né 
faut  pas  remettre  à  préiènt  dans  l'expreffion  de  la  courbure 
infinie  ddx  pour  dx,  ni  dds  pour  ds.  La  raifonen  eft  que 

-^  fignifie  par  foi-même  le  Sinus  d*un  angle  de  contin- 

gence  fini ,  &  le  doit  toujours  fignifier.  Maiis  parce  que  cet 
angle  fini  eft  ioaf  oi£ble ,  non  par  lui-même  ^  mais  danis  un« 
Courbe ,  il  faut ,  fans  rien  changer  à  cette  expreffion,  enten- 
dre par-là  une  autre  manière  équivalente  dont  la  courbure 
eft  infinie. 

1 1 2  3*  Dans  toutes  les  Courbes  qui  à  leur  origine  étoient  Km^rquê 
perpendiculaires ,  on  a  toujours  trouvé  pour  le  Sinus  de  l'an-  ^J*^  ^  ^^^^ 
gle  de  contingence  de  rorigirie  ddx  y  {oix  fans  coefficient  b7s\!^JmZ 
comme  dans  le  Cercle  (  1071  ) ,  dans  rÈUipfe  (  1 084  ) ,  dans  cuU^isàUwt 
la  Parabole  (  1 09  3  ) ,  foit  avec  un  coefficient  comme  ici  dans  ''^'^'*'' 
la  Cycloïde  (  1 1 1 5  j.  H  eft  aifé  d'en  voir  la  raifon  générale. 

Soir  ^  m  le  i"  côté  d*ime  Courbe  qui  eft  perpendiculaire  Fxo.  ix, 
à  Ton  axe  ^  6c  m /a  le  2^.  La  petite  ligne  ma  étant  tirée  du 
point  m  fur  Taxe, de  forte  qu'elle  ne  diffère  de  Mm  que  parce 
qu  elle  fait  avec  elle  l'angle  a  m  M^  dont  la  bafe  ^ï  Af  eft  de 
Tordre  de  -^1  cette  bafe  aAf  efl  ^<i:v,  ôc  la  Courbe  eft 

Aaa  \) 
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perpendiculaire  > parce  que  aMou  ddx  cft  infiniment  petit 
par  rapport  à  Mm  ou  dy.  D'un  autre  côté,  langle  Km/Ê 
eft  le  1*^  angle  de  contingence  de  la  Courbe  >  dont  le  Sinus 
eft  aufli  ce  même  ddxzvQC  ou  fans  coefficient  >  puifqu  on  l'a 
trouvé  pour  mefure  de  ce  i" angle >  &  par  conféquent  Tangle 
Km/i  2,  toujours  rapport  à  langle  amM^  Si  le  2<^côté  iw/« 
prolongé  tombe  fur  la  ligne  ma^lts  deux  angles  Kwjn  éc 
am  M  font  égaux.  Si  ^fe  prolongé  tombe  entre  m  a  oc  mMy 
i'angle  de  contingence  /C  /w  /<  eft  plus  petit  que  L'angle  amM^ 
fi  c'eft  le  contraire ,  il  eft  plus  grand- 
Quand  a  M  feroit  du  i"  ordre,  elle  pourroît  être  prife 
pour  un  arc  circulaire  infiniment  petit  qui  mefureroit  l'angle 
amM  ,\  plus  forte  raifon  étant  du  a^  ordre  par  la  fiippofi^- 
tion.  Donc  fi  w/c  prolongé  tombe  fur  ^  w,  l'angle  de  contin- 
gence eft  mefuré  ]pztaM=^ddx,  &  foit  que  m[A  prolongé 
tombe  entre  a  m  de  Mm^  foit  le  contraire  >  les  angles  de 

contingence  feront  toujours  exprimés  par  —  ou,par  n  x  aMy 


dd 


p  étant  un  coefficient  fini,  c'eft-à-dîre  par-^,  ovtnddx. 
1124.  Donc  dans  la  Cycloïde ,  où  le  Sinus  de  l'angle  de 

ddx 

contingence  de  l'origine  eft  =  —,  la  courbure  de  loriginé 

eft  la  moitié  moindre  que  fi  elle  étoit  exprimée  par  ddx.  Et 
comme  dans  le  Cercle  elle  eft  exprimée  par  ddx,  qui  eft  le 
roême  de  part  6c  d'autre,,  la  courbure  de  la  Cycloïde  eft  donc 
là  moitié  moindre  que  celle  du  Cercle  à  leur  origine  commune; 
1 12  j.  Donc  fi  l'on  imagine  que  le  Cercle  &  la  Cycloïde 
aient  un  même  côté  à  leur  origine ,  il  faut  que  langle  de 
contingence  que  fait  le  Cercle  par  fon  1^  côté  foit  double  de 
celui  que  fait  la  Cycloïde  par  le  fien ,  ce  qui  eft  poffiblè ,  puif- 
que  par-là  le  Cercle  eft  intérieur  à  la  Cycloïde ,  comme  effec-- 
tivement  il  doit  l'être.  Mais  d'ailleurs  celan'eft  plus  poffiblè^ 
quand  on  fuppofe  les  côtés  ,de  la  Cycloïde  conftans ,  comme 
Ton  fait  ici  en  confidérant  fa  courbure  >  car  ils  feroient  donc 
tous  égaux  à  ce  i^''  côté  du  Cercle^  &  fi  le  Cercle  étoit  aui^ 
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conçu  divifé  en  côtés  tous  égaux  à  ce  i^S  les  deux  fommea 
d'un  nombre  infini  égal  de  grandeurs  égales  feroient  égales, 
ou  la  circonférence  du  Cercle  à  celle  de  la  Cycloïde  >  ce  qui 
certainement  n  eft  pas.  Donc  il  faut  concevoir  une  autre  ma- 
nière dont  la  courbure  de  la  Cycloïde  fera  la  moitié  moindre 
que  celle  du  Cercle  à  leur  origine  commune ,  &  cette  autre 
manière  confiftera  néceffairement  en  ce  que  le  i^'  côté  de  la 
Cycloïde  fera  double  de  celui  du  Cercle ,  ce  qui  revient  à 
Fart,  1 1 2 1  j  moyennant  quoi  les  deux  Courbes  auront  leuc 
.1  ^  angle  de  contingence  égal. 

1 1 26*.  Donc  ce  n'eft  pas  feulement  dans  le  cas  de  la  cour-^ 
bure  infinie  qu'il  faut  tranfporter  aux  côtés  ce  qui  devroic 
naturellement  ôc  ne  peut  cependant  appartenir  aux  angles  de 
contingence.  Cela  vient  vifiblement  de  l'équivalence  des 
deux  manières  de  mefurer  la  courbure» 

Exemple    VIL 

1127.  Soit  la  i«Parabole  cv\Àç^ta*x^====^yKdy==::^!^j^^^ 

1128.  A Porîgine  j  ohy «  dy,  6c  z  eaufe  de  la  perpen- 
'dîcularité  dy^ds,&cdx=:  ddx,  '=±:^^==.  =-^^~ 

t=s — •  nddx. 

Or  on  a  par  tout ,  dy.dxiii'.  s  y*,  &  à  lorigine ,  dy  0 
ddx  ::  i.  s  dy\  Donc  dy  ==  ds  étant  =  -î-,  ddx  eft  de 

Tordre  de  — 4  >  &  ==  —.  Donc  — zddx=^'=^..  Donc 

la  courbure  eft  nulle. 

II  2p.  Il  &ut  entendre  par -là  que  la  petite  ligne  aMvio.  iX; 
qui  détermine  la  perpendicularité^fic  qui  ordinairement  eft  de 
Tordre  de  ^  >  eft  dans  cette  Parabole  de  Tordre  de  -~ ,  ainfî 

qu'il  eft  fort  poflible  qu'elle  en  ibit  ^  ôc  même  de  tous  les 
ordres  inférieurs  >  de  forte  que  mfAy  2^  côté  de  la.  Courbe  ^ 
^tant  prolongé  jufqu  a  l'axe  >  tomberoit  fur  le  point  a  ^  dont 

Aaa  iiji 
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la  diftance  au  point  M  feroit  de  Tordre  de  -^^-j ,  car  on  n  a 

point  d'égard  au  coefficient  6^  qui  fe  trouve  ici,  &  de-là  il 
fuit  que  le  Sinus  de  l'angle  de  contingence  Kmfi  eft  un  In^ 
finiment  petit  de  cet  ordre ,  &  que  le  côté  ;?2/t  a  la  pofîtion 
mK  j  à  cet  angle  près  >  qui  n  eft  rien  par  rapport  aux  angles 
ordinaires  de  contingence  y  ou  enfin  que  les  deux  i  *^*  côtés 
Mm  6c  m/x  font  cent/es  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite  ^  & 
le  font  fenfîblement. 

XI 30.  Cette  Parabole  à  fon  origine  a  une  inflexion j 
parce  que  (  P4o  )  à  la  droite  du  point  de  fon  origine  elle  n  a 
des  Ordonnées  qu'^u  deflus  de  Taxe,  &  à  la  gauche  elle  n'en 
a  qu'au  deffous  y  &  comme  l'inflexion  produit  ordinairement 
une  courbure  nulle  y  on  auroit  pu  croire  que  c'eft  elle  qui 
rend  la  courbure  de  l'origine  nulle.  Mais  on  voit  par  Tart. 
précédent  que  cela  n'eft  point  ainfi  y  puifqu'on  n'a  confidéré 
que  l'origine  de  la  branche  âipérieute  à  i'axe  y  dont  les  deux 
x"""  côtés  (ont  néceffairement  pofés  en  ligne  <koite.  Donc  la 
courbure  nulle  de  cette  Parabole  à  ion  origine  efi  indépen*- 
dante  de  l'inflexion  qui  fe  fait  à  cette  même  origine  de  la 
branche  fupérieure  à  l'inférieure.  Donc  en  confidérant  l'in- 
flexion y  il  niudta  concevoir  quatre  côté»confécutifs  de  cette 
Courbe  pofés  bout  à  bout  en  ligne  droite  y  ^eux  de  la  branche 
fupérieure  9  &  deux  de  l'inférieure. 

1151.  Si  l'on  prend  dans  cette  Courbe  y  sbs  ^  ^  on  a 

1132.  Pour  comparer  ^±îi^  &  ^^  au  iîif  &  dxyon 

peut^  comme  on  a  fait  jufqu'ici  ^  exprimer  ces  dx  en  dsy 
ou  les  laifler  en  dx  ^  mais  après  les  avoir  égalés  kdsyce  qui 
reviendra  au  même  En  prenant  ce  dernier  tour,  je  diftingue 
ces  dxy  parce  qu'ils  font  différens  y  &  f appelle  le  i*'  Dx. 

yétant==|,i/-4-£>x*=:rfj*=:*l^*.  Etjétant=^i, 


df  =s=  ——••  Donc  les  ds  étant  confians  •  2  ç  Z>  ;c*  ==3 1  odx\ 
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DoncD^c*.  dx*  \\  10.2J,  &  Dx.dx  ::  y'To.  y.  Donc, 
comme  il  ne  s'agit  ici  que  de  rapports ,  en  mettant  au  lieu 

dcDx  àiàedxy  les  nombres  qui  ont  même  rapport,  ^£f 


^  5 


c'eft-à-dire  y  que  la  courbure  du  point  <^^  =  -^  eft  plus  de 

huit  fais  plus  grande  que  celle  du  point  où/  ==  a^ 

1 1 5  5.  La  courbure  nulle  à  Porigine  ne  va  donc  pas  ton-  crviffémtt 
Jours  en  croiflant  depuis  ce  point-là  ^  &  il  faut  qu'il  y  ait  plus  ^«»\  ^«^ 
près  de  Torigine  que  le  point  où  yz=a,  un  point  où  ellcfj^/^ 'y^ 
arrive  à  un  Terme  de  grandeur,  qui  ne  peut  être  qu'arbitraire,  f«*^  u»  eiv 
puifque  la  Courbe  n'a  au  defîus  de  fon  axe  qu'un  cours  conti-  '^"^'^^'^ 
nu  fans  inflexion  ni  rebrouifement.  eroîgmti^. 

Il  faut  trouver  ce  phi  grand  comme  dans  Part.  1 1 1 1 1  ôc 

il  vient  j^=B-^. 

Comme  r  4;  eft  entre  a  &  5  >/==  ~  eft  plus  petite^ 

êc  par  conféqûent  pUc  proche  de  rorigine  quejr  =  -^» 

1 1 54»  Si  dans  cette  Parabole^  ==  oc ,  ou  plutôt  y  =» 
00  '  >  car  (ans  cela  il  y  auroit  beaucoup  d'eueui:  >    4*'v/'  i'*^ 

—  Xi»  j^»  Et  comme  à  caufe  du  paraMïûxie  dx 


50a  * 


iconfidérant  que  Tordre  = ^—7=  —ri  >  GouAure  du 


1  _ 

00»  X  00  *       00  *^ 


4"*  ordre  potentiel  d'Infiniment  petit  par  rapport  au  Fini^ 
&  de  deux  ordres  radicaux  au  dciTou»  de  — 


1  005 


00 

^1155»  Donc  cette  courbure  nulle  de  l'extréaûté  eft  ég 
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même  ordre  potentiel  par  rapport  au  Fini  que  celle  de  la  Pa- 
rabole du  2^  degré  (  loptf). 

Ï136.  De  ce  que  la  courbure  de  cette  Parabole  eft  nulle,' 
tant  à  fon  origine  qu'à  fon  extrémité,  il  fuit,  indépendam- 
ment des  art.  1132,  113?,  qu  elle  doit  avoir  un  plus  grand 
de  courbure  entre  l'origine  &  l'extrémité. 

E  »E  M   P  L  E      VIII. 

Cùiirhuridt     II 37.  Soît  la  i'^  Parabolc  du  4™^  degré  ,  à*  x^=:y\ 

1138.  On  trouvera,  comme  dans  Tart.  1128,  qua  rori*» 
gîne  la  courbure  eft  —  3  d d x  =i'^^^^^^. 
emparai/an     1 13p.  Donc  le  ddx  de  l'origine  étant  dans  la  Parabole 

dêS  CQUtbuTCS 

dts  \».  r».  dû  2^  degré  -r^  (  xop3)  ==  ^,  dans  la  i"  Parabole  du 
rC«"l3'"'degré  ^  (iitS)  =  ^f,  dans  la  i-  du  r^  degré 

joun  nulles  y 

'ufHHu  i^=^>^^^^  ^^^  ^^  ^°"  *l"^  ^^^  diaque  i  "  Parabole 
'  il  fera  en  général  ''^'*~' ,  c  eft-à-dire ,  que  toutes  ces  Para- 
boles feront  d'autant  plus  perpendiculaires  à  leur  origine  que 
leur  degré  fera  plus  élevé ,  ce  qui  revient  à  l'art.  1002 ,  que 
leur  courbure  y  fera  toujours  nulle,  excepté  dans  celleîdu  2^ 
degré ,  &  qu'étant  nulle ,  elle  fera  de  Tordre  n  d'Infiniment 
petit ,  &  qu'en  même  temps  le  Sinus  de  l'ordre  n  fera  tou- 
jours plus  grand  dans  fon  ordre. 

II 40.  A  l'extrémité  de  la  i"  Parabole  du  4"^  degrés 

1  9a^  dsdx 

oxiy  B=  00  -* ,  on  trouvera  ^.  v^^  /  de  l'ordre  de  — ^ , 

&  par  conféquent  du  4!"^  ordre  potentiel  d'Infiniment  petit , 
comme  dans  les  autres  1"'  Paraboles  (  io9(J,  1 1 34).  D'où 
M  eft  aifé  de  juger  que  k  courbure  4e  toutes  k$  1"*  Paraboles 

a 
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\  leur  extrémité  y  fera  toujours  nulle  >  &  de  ce  même  4.^^ 
ordre  potentiel  dlnfînimen^petit. 

II 41*  Donc  toutes  les  i"^  Paraboles,  excepté  celle  du 
a^  degré ,  auront  un  plus  grand  de  courbure  entre  leur  ori^ 
gine  &  leur  extrémité. 

1 142.  Si  on  rafTemble  les  expredîons  des  courbures  des  comp^raifim 
extrémités  des  i'"Paraboles,  en  y  remettant  les'coëfficiens^"  cowburn 
finis  quon  avoir  négligés  >  on  aura —^  (iop5)>  --^ /Jhds  à  uZ 

4  00*  900'    extrémité, oh 

$ll€sfbnt  twffi 

{  Il  34  )  >  — ^T  (  1 1 40  )  >  c'eft-à-dire  >  en  général  — l=J — .  tùujpuu  nul- 

4  ^^    les. 

»*00  «SX   00 

D^où  il  fuit  que  plus  n  efl:  grand ,  plus  la  courbure  nulle  de 
l'extrémité  approche  d'être  =  — ^-~,  que  par  conféquent 

la  courbure  en  efl  d  autant  plus  nulle  >  &  ces  Paraboles  lignes 
droites  dans  une  plus  grande  étendue  finie,  ou  plus  parallèles^ 
ce  qui  revient  à  1  art.  970. 

Exemple    IX. 

1 143.  Soit  la  2^«  &  dernière  Parabole  cubique  ax^==^y\  Cêmh$itê  iê 

JL, %Mxdx      jj„ ^%Mdx^  dtddj  ^isdsdx         Isi^&der- 

1 144.  A  l'origine^  oui/  ==  dy  ^=»=^d5  ==5  .i-  ,  &  ^x  ==^'X»''- 

JJ^      ^^    ^     "^i^dsdx      —xsdtddx  --ddx        Tl)r**:«  21 

adx  «  on  a  — --; == j —  ==5  -  msusix 

faut  voir  ce  que  vaut  ce  ddx^ 

1 14^.  On  a  par-tout ,  en  négligeant  les  coëfiicîens ,  dy^ 
dx  :  :  x.y^y  6ch,  Torigine  où  x  =  dx  ,  parce  qu'il  n'y  a 
point  d'autre  x  que  dx^&ioii  dx  =  ddx  à  caufe  de  la  pet- 
pendicularité ,  on  a  ^.  ddx  :  :  ddx.  djK  Donc  ddx^  =  dy^ 
••  Donc  ddx 


003 

00 
114^.  -i-r  :==3  ddx  eft  d'un  ordre  radical  au-deflfous  de 

Bbb 
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iy  >  ce  qtù  fuffit  pour  la  perpendiculacité 


i:  00 

oo 


ce  ddx  eft  toujours  nul  par  rapport  à  dy.  Mais  en  •  même- 
temps  ddx  eft  la  mefure  du  i^^  angle  de  contingence  (  1 12  3), 
ou  1  arc  circulaire  qui  le  mefure ,  &  cet  arc,  dans  la  courbure 
ordinaire  ou  finie  >  eft  de  Tordrede  -^  ==  — ^.  Or  ici  il 


00  » 

00 


n'eft  que  -V*  I^onc  il  eft  d'un  ordre  radical  au-deflus  de 

■  '    ^  donc  infiniment  plus  grand. 
00» 

Il  eft  vrai  que  —h  eft  du  2^  ordre  potentiel  par  rapport 

T 

âui  Fini  :  mais  il  eft  toujours  en  lui-même  infiniment  plus 
grand  que  -3^  >  6c  cela  doit  avoir  un  effet.  Donc  il  âut 

concevoir  le  i  ^'  angle  de  contingence  de  cette  Panbole  in- 
iîniment  plus  grand  que  ne  feront  les  angles  de  contmgence 
fuivans. 

li^ê  Afin     1 147.  Et  comme  dès  que  les  angles  de  contingence  s'éle-' 
^/wj        yç^^  pjyg  i^^yj  q^^y^  j^ç  peuvent  dler  dans  une  Courbe ,  on 

doit  rejetter  en  fens  contraire  fur  les  côtés  de  la  Courbe  ce 
qui  lexir  auroit  appartenu  :  il  faut  concev;oir  le  i^^coté  de 
cette  Parabole  comme  nul  >  non  abfolument  ^  mais  dans  le 
rapport  de  — ^  à  JL.  ^  qui  fera  la  grandeur  de  tous  les  autres 


00 
côtés  exifbns  6c  coniians.>  6c  après  ce  i^'  côté  de  Tordre 

de  -^>  il  fe  fera  un  angle  de  contingence^  dont  le  Sinus  fera 

à  l'ordinaire  de  Tordre  de  —  >  6c  par  conféquent  il  fe  fera 

un  détour  ordinaire  après  un  pas  infiniment  plus  petit  que 
ne  feront  tous  les  fiiivans ,  d'où  s'enfuivra  à  Torigine  une 
courbure  infinie  de  la  même  manière  que  fi  le  i^'  angle  de 
contingence  y  avoir  été  infbiment  plus  grand  que  par-tout 
ailleurs» 

1148.  La  2^  Parabole  cubi^e  a  un  rebrouffement  à 


o 
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ion  origine  >  comn^e  Ton  verra  félon  Tart»  940.  Mais  félon 
le  raîfonnement  de  Fart.  11  jo.  Ce  n'eft  point  ce  rebrouflc- 
ment  que  nous  confidérons  ici  >  &  ce  n  eft  point  lui  qui  rend 
la  courbure  infinie:  elle  ne  Teft  que  parce  que  le  i^*^  côté  de 
la  Courbe  eft  infiniment  petit  par  rapport  aux  autres.  Mais 
parce  qu'il  i'eft  >  6c  que  1  autre  pofé  contre  lui ,  6i  qui  fait  le 
rebroufiement  ^  lui  eûégû,  ce  rebrouflement  eft  accompa^ 
gné  d^une courbure  infinie  (pu)* 

1 14p.  Siy  =  a^  d  où  fuit  x^==:aj  on  a  ^^^+.4^ 


^'^'^'  '.  Etfi;^  ==  i2^, d^oùluit A?  =^i^8 ,ona-*^^ 


1541  y  '  ■      ^        ^/•+4^/ 


214 


iiyo.  Pour  comparer — î— 1-î  &  — n7^>  ou  félon 


I3# 

lart.  ii52>^&  — ,  on  a  dans  la  fuppofition  dej 
t=x,^==.îlï£l==i£f.  Donc  iy^  = -îHïl.  i/ 
i);c^===  ii£fs:  ===  rf5\  Donc  if  ««  2£^ 
Et  dans  la  fuppofition  Aty  =s  aa^onzdy  sss  .i.  *    ^  ^ dy'^ 

^1!!^  ybi  àx  ^sas^  ^.  Donc  la  couibure  du  point  où 

jr  s=s:  ^  cft  à  celle  du  point  où/  =a  z^  :  :  44 1^  i  !•  1 3  V^  1 5, 

c'eft-à-dire^que  la  courbure  du  point  plus  proche  deTorigine 
eft  plus  que  triple  de  Pautre; 

1 1  c  I.  A  Textrémîté  de  cette  Parabole  ^^^/      =«=  SMtukFfx- 

^^''^'^*  ^  CKy  infinie  eft  ««s  00 ^  D'ailleurs  à caufe du 
ï 

*^ 
par allélifine  dx  tsa  ds  ss  J^.  Donc  la  coutbure^en  négligeant 

Bbb  ij 
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les  coëfficiens,  eft  de  Fordre  de  -^^  divifé  pat  oo'^  y  c'eff- 

à-dire,  de  l'ordre  de  — Vr.  Donc  elle  eft  nulle  >  &  paflê  le 


00 


3"**  ordre  dlnfiniment  petit  fans  aller  jufqu  aa  4"' ,  dont 
elle  diffère  de  deux  occlres  radicaux. 

A  

E  X  E   M   P  L  E      X. 

t 

ComhirtJU     ii;a.  Soit  la  a«ie  &  dernière  Parabole  du  4"'  degré 
Tu'I'^t  ^xî  =  y*,  ày  «=  .i-j^.  ddy  =  ^,^3  »  -^nr 

degré ^pMreil^    Uj^J^^MXy 

iTulilt'^      iiyj.  A  rorigine  de  cette  Parabole,  oùyï=<^==d5f= 

é^  MtlU  k       j       Si,  j    j  j^    ^^  «  --laxdsdx ^dsdx -ddx 

Et  Ton  trouvera  >  comme  dans  Fart.  1 14  5  >  que  ic/xs  eft  = 


4 
Vîy^  Donc  ^x  s=  ày^  ==  -i^ ,  c  eft-à-dire^  de  cet  ordre 


5 
00 


iiy4.  Donc  félon  les  art.  114^,  ii47>  la  courbure  de 
cette  Parabole  à  fon  origine  eft  infinie. 

iiy^Arextrémité^où;^  c=oo*>&  A?t=»  00,  on  a 

TB^.^f^^^    :=  -3^co^^;^^,    &  pour  Tordre  ^  ^  divifé 

par  00^  ==a  — ^s — 5-  =^  — 77  •  Donc  la  courbure  eft  nut 

00  >(  00  00 

îe,  &  elle  tombe  d'un  ordre  radical  au-deflbus  de  -^ ,  &  ne 
va  pas  Jufqu'à  -55^.. 

CêHfUris        iiy^.  Le  ddx  de  la  2^^  Parabole  cubique  à  fon  origine 
infimiif  dès    eft  =  -^(ii4s)>ôcenlm  rendant  fes  coëfficiens  >  parce 

démines  Pom  t  * 

rshûles  de  <^  ^ 

ilS'ori^e.  que  3dy^  r=a  2ddx^i  1143  &  1144) ,  îl  eft ^_^^  ,    v 

Vixoo* 

Et  de  plus  >  parce  que  la  mefure  de  la  couf bure  de  cette 
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JParabole  à  Ton  origine  eft ,  non  pas  ddx ,  mais  — ^  (  1 1 44  )  > 

il  eft>  entant  qu'il  mefure  cette  courbure ,  =     ^^^    ^ . 

De  même  le  irfx  qui  mefure  la  courbure  de  la  2^^  Parabole 
du  4™^  degré  à  fon  origine  eft  >  en  lui  rendant  fes  coëfEciens^ 

t==  ■  ^_  ^    ^  .  D^où  Ton  voit  qu'en  général  le  ddx  qui 

mefurera  la  courbure  de  chaque  dernière  Parabole  d'un  degré 

9 1 

quelconque  n  à  fon  origine  j  fèra 


p^  -1 

I   X  ^    »— -I    X    00  »" 


1 1  ^"j^  Donc  la  courbure  de  ch^ue  dernière  Parabole  à 


fon  origine  fera  toujours  infinie  >  car  00» — »  ne  peut  jamais 
être  =  ooS 

1 1 58.  De  plus  >  cette  courbure  infinie  fera  d'autant  plus    £/  imn 

grande  que  le  degré  n  fera  plus  grand  j  car en  appro- 
chera d'autant  plus  d'être  :=3 1  ^  auquel  cas  l'angle  de  contin* 
gence  feroit  fini  >  ou  le  i^'^  côté  de  la  Courbe  de  l'ordre  de 
>-^^.  Mais  comme  n  ne  peut  jamais  être  =  00  ^  ce  qui  (eul 

rendroit  —7  =  i  >  le  i  ^'  coté  de  la  Courbé  ne  peut  jamais 

être  de  l'ordre  de  --^ ,  feulement  il  en  approche  toujours  de 

jplus  en  plus  par  les  ordres  radicaux  intermédiaires^ 

1 1  yp.  Pour  avoir  Texpreffion  du  ddx  de  l'origine  des  ^^^'^ 
Paraboles  moyennes  dans  les  degrés  qui  en  ont  y  il  ne  faut  J^f^,^  \  * 
que  comparer  les  ddx  de  l'origine  des  deux  Paraboles  extre-  w  êriitn^ 

vaes.  Par  exemple  >  dans  le  5"^^  degré  le  ddx  de  la  i'^  Parar 

4 

bole  eft  -iî-  (  I  ï  3p  )  ^  &  cclur de  la  dernière  eft  — -^ — ^ 
^^  4^4x00* 

(  \\%6\  Or  il  eft  aifô  de  voir  que  -^  eft  ==: — r~^ 
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*— • 


&  que-— r  =  -— r-    ^ 

4V'4X  004  4^  4X  00* 

r 

Donc  dans  le  numérateur  de  ces  frayions,  V^  $  eft  devenu 

4 

de  la  I  "  Parabole  à  la  dernière  K^  j ,  &  le  coefficient  4  eft 
devenu  1  >  ce  qui  marque  que  dans  les  firad^ons  intermédiaires 

les  numérateurs  ont  été  3  V^  y^  &  2  Vf  y •  On  trouvera  de 

même.qoe  les  dénonàinateurs  ont  été  2  K  ^  x  00"^  &  3  K  3 

X  oo\  Par  conféquent  les  Udx  dé  toutes  les  Parabole^  du 

5"^^  degré  arrangés  de  fuite  >  font  — ^lî-l — p.  —r^ :• 

>^^     ,, — îii-^.    D'où  a  feroit  aifé  de  tirer  Pcx- 

JV^  3X  00'     4V^4X  oo4 

preflion  générale  des  ddx  de  lorigine  de  toutes  les  Paraboles 
d  un  degré  quelconque. 

1 1 60.  Mais  ce  qu  il  y  a  de  plus  important  à  remarquer  $ 
ti'éft  que  les  dénomitiat^tirs  de  ées  ftàâions  ayant  toujoursoo^ 
dont  rëjtpofàât  èft  ;»  >  degté  de  la  Parabole  >  divifé  pat  tous 
les  noâibres  naturels  depuis  i  jufqu  à*  n  —  i  >  tant  que  le 
quotient  de  la  divifion  eft  plus  grand  que  2  y  la  courbure  des 
Paraboles  à  leur  origine  e A  nulle  >  qu  elle  eft  finie  quand  ce 
^orient  éft  s=s  2  >  €C  iiifiilie  quatid  il  eft  moindre  que  2. 

Cela  embrafiè  en  général  ce  que  M.  de  lHopital  a  avancé 
fans  démonft ration  (/?»  B(^  eb'  87  )  fur  la  courbure  de  quel- 
ques Paraboles  particulières  à  leur  origine. 

i\6i.  S'il  étoit  refté  quelque  fcrupule  fur  ce  que  iiooi 
avons  établi  pour  tnarque  d  une  CoOrbure  infinie  ddbc  >  lori?' 
qu  ileft  feulement  tie  quelque  ordre  radical  au-defTus  de  -^ 

ce  fcfupule  feroit  levé  par  l'analogie  de  la  courbure  des  diffé* 
rentes  raraboles  d  un  même  degré  >  trouvée  dans  fart.  pré« 
cèdent.  Car  à  compter  de  la  1'^  Parabole  >  la  courbure  d6 


/ 
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l'origine  étant  nulle ,  6c  toqjours  d'un  ordre  moins  bas  juf> 
^*à  une  certaine  Parabole  moyenne,  6c  enfuite  finie ,  fi  le 
de^é  de  la  Parabole  le  pomet ,  ce  qui  eft  très-certain ,  il  fiiut 
après  cela  que  la  courburwièvienne  infinie,  &  tt>ujours  plus 
Vifinie. 

1 1^2.  Les  courbures  des  extrémités  des  dernières  Para? 
boles  de  chaque  degré  étant  avec  les  coëfficiens 


X 

4«> 


(loptf),--^  (ii;i),*r,^  (ii;;)^  ^n  voit  qu'en 

)  4 

P.CO  itfOO 

général  la  courbure  de  rextrémité  d*unç  dernière  Pasabolç 
fera 


11^5.  D'un  autre  c6té  la  courbure  des  extrémités  âts  Cùurhms 
i'«  Paraboles  ^tam<  11^2)  -^^^  ,  U  eft  aifé  db  yok^^Ji^Ii 

•que  dans  chaque  degré  la  covirbure  de  U  i"  Parabole  à  fôn'lj^^î^' 
extrémité  qui  fer^i  „  ,  ,"-'.,»  )16  difiiàre»  de  celle  de  la 

dernière     'T^^,  que  par  les  numéiateots  de  l'expolànt  de 


•■.00      " 


OO ,  6c  que  quand  il  y  aura  de»  Paraboles  movcnne»  ,  les 
numérateurs  des  expofiins  de  leur  go  feront  les  nombres 
naturels  moyens  entre  4,» — i ,  6c  5»-4-i; 

Par  ex.  dans  le  f^  degté,ics  courbures  desextrémités  des 
quatre  Paraboles  feront .  i».n.^.^  ■■  i!^.  ^^  1— ^     f  ^  .. 

J  "T  "T  "7 

Les  cpoféquences  font aiféesà tioer pource  degré  &  pour 
lous  les  autres. 

E  X  «  M  p  t  s    XL 

Il 6^  Dans  la  Courbe  de  fart,  1055 ^  on  aura,  les  dfcmfundi 
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1 


9  X. 


^*f  # 


1 1 6$.  On  a  par  -  tout  dans  cette  Courbe  y  dy.  dx  :  : 

3  X — ^1    \  j.  Donc  au4>ointoù  fe  fait  Tinflexion ,  &  où 
h  courbure  eft  infinie  >  x  étant  ==  a^oux — a  =  JL.^  & 


.1 


X — a    *  c=5  oc^  (  loyp  ) ,  on  a  dans  ce  point  dy.  dx  :  : 

5  oo^  jr.  Donc  la  Courbe  y  eft  perpendiculaire ,  &  Tinfle- 
xion  s'y  fait  par  un  jcôté  perpendiculaire.  Donc  alors  ^y  == 
dsj&L  dx  tombe  au-deflbus  de  dy. 

1 166.  Pour  avoir  la  valeur  de  ce  dx ,  il  &ut  prendre  ds 

-^ ,  puifqu'il  eft  conftant>  &  faire  cette  analogie*  300^ 

S  :  :  -Î-* ' 1  c==  — S-.  Donc  dx 


co  f  t  7 

1 1(^7.  Donc  «n  ce  point  où  x  s=s  ^  ^  le  numérateur  de 

Texpreffion  4©  la  courbure  eft  —  6  00^  x  -i-  x  r-^ 

300 

e=ss5  =i^.  Et  le  dénominateur  eft  p  oo^  Donc  la  courbure 

00  '  • 

eft  „     ""'^    ^  c=  -^=i2-,  d^un  ordre  radical  au-deffus  de  — ^ 

9=  ^^  >  donc  elle  eft  infinie,  ainfî  qu'on  la  trouvée  par  le 
Rayon  de  la  Développée  inbniment  petit  (  10  jp  ). 

II 58.  Et  Ton  peut  remarquer  la  correfpondance  des 
deux  méthodes ;i  dont  la  f  ^ mefure  la  courbure  parle  Rayon 
de  la  Développée ,  &  la  a^^  par  le  Sinus  de  l'angle  de  contin- 
gence. Dans  la  i  ^^^  la  courbure  étant  finie  tant  que  le  Rayon 
eft  fini  X  ou  de  Tordre  de  i ,  elle  devient  infinie  y  quand  ce 
Rayon  tombe  dans  un  ordre  quelconque  au-deflbus  de  1  ^ 
potentiel  ou  radical.  Dans  la  1^^  ^  la  courbure  éteint  finie  tant 
que  le  Sinus  eft  de  Tordre  de  -^^>  elle  devient  infinie,  quand 

ce  ' 
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êe  Sinus  s'élève  d'un  ordre  quelconque  au  deflus  de  -^. 

Selon  la  1" ,  le  Rayon  eft  tombé  dans  le  1"  ordre  potentiel 

compris  entre  i  fie  -î-  ,  puifqu'il  a  été  — i-^  (  loyp  )  j  fie 


»00  ' 


felon  la-  z**',  le  Sinus  s'eft  élevé  dans  le  i«  ordre  potentiel 
compris  entre  -i-  fie  -i_,  puifqu'il  eft-=^.  Toutes  deux  ne 


00*  w        '  -  T 

9OO   ' 


donnent  qu'un  Infini  de  courbure  d'un  ordre  radical  pur. 

1 1 69.  Si  X  ==  -i- ,  on  a  iy  .  rf.»  :  :  —  3  ^      ^  •  î  > 
:;:  ::il,  y ,  ce  qui  fait  voir  que  le  rapport  de  dy  à  dx  étant 


4.^ 


fini  en  ce  point ,  la  Courbe  y  eft  oblique  à  fon  axe.  Donc 
alors  dx  ydyyéads^  font  chacun  de  Tordre  de  •^. 

7 

1 170.  La  courbure  de  ce  point  eft ;:,4 

Le  numérateur  eft  6  a      ^  x-i--  (11^9)  =  -~ — •  Le 

«  '   00* 

'dénominateur  eft  —  ;^^  ""'»'  -h  ay  ==  ZZl^lllL.  Donc 

la  courbure  eft  ^     =5 i 7 $ 

courbure  finie. 


% 


1171.  Si  :c  ==a  00  >  on  a  ij^  .  ^«  ::  500       *  •  f^ 
::-!-.  y.  Donc  la  Courbe  à  Textrémité  de  fon  cours  eft 


00» 


parallèle  à  fon  axe  >  fie  ds  s=s  dx, 

—  z 

1172.  La  courbure  de  ce  point  eft —7 •  Le 

^00    ï  + 1$ 

numérateur  eft  —— —  s=  -=^.  Le  dénominateur  eft 

Ccc 
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-  -i-  ay  =  2$.  Donc  la  courbure  eft    ""%^  courbure 


9 

nulle^fic  qui  eft  de  plus  d  un  ordre  potentiel  au  defibus  de  -^«^ 

ii75«  Cette  Courbe  commence  par  être  oblique  à  Ton 
axe 9  ôc  là  elle  a  une  courbure  finie  (  i  i5p  &  1 170)  >  en- 
fuite  fa  courbure  eft  croiflante ,  puifqu  elle  doit  devenir  infi- 
nie au  point  où  x  ==  ^  (  1 1 57  ) ,  en  même  temps  la  Courbe 
arrive  à  une  inflexion  perpendiculaire  (ii6$)  y  donc  les  dy 
ont  été  croiflans  depuis  Torigine  aufli-bien  que  les^ ,  donc 
la  Courbe  a  été  convexe  vers  fon  axe.  Audi  le  Sinus  de  Tan- 
gle  de  contingence  eft-il  pofitif  à  l'origine  félon  1  art.  1 070  > 

car  il  eft  vifible  que p  a  ^  -f-  a  j  ^ï  ^  ne  peut  être  qu'une 

grandeur  pofitive.  Donc  dans^l'inflexion  la  Courbe  pafTe  de 
la  convexité  à  la  concavité ,  &  par  cette  raifon  le  Sinus  de- 
vient négatif  en  ce  point  (  1 1 57  )  ,r  après  quoi  il  feft  tou- 
jours y  tandis  que  la  Courbe  concave  vers  fon  axe  va  de  la 
perpendicularité  au  parallélifine  par  un  cours  infini  (  1 171 

&  I  I72>      - 

Exemple    XI L 
Cùwhuredû      II 74.  Soît  la  Courbc  de  Tairt.  962%  o\i  dy  étant  =s^ 

U  CoHfht  de  ^^  1. 1 -^  

rétrK96x.        ln^xdx  dsddy 1^7  —  6 n^  x^  —  j^M*x*y,dsdx 

-7-j— /  '  ^^  ^     dx  ;c»  +  4 **  «^  +  6 M^xi 4-  8  4^ Af »  +  ««* 

X    -f-^ 

1 17^.  Cette  Courbe  ayant  à  fon  origine  x  =  dx.  Se 
de  plus  étant  parallèle  ,  ce  qui  rend  dx  =  ds  =  «55-  y  la  For- 
mule de  fa  courbure  pour  ce  point  fe  réduit  à  ^V?^^^^^*, 

s==  ^        ==  — ^ ,  courbure  ordinaire  &  finie» 

1175.  M.  de  THopital  a  démontré  {p.  6^)  que  cette 
Courbe  a  une  inflexion  au  point  où  x  =  — •  Et  en  effet ,  fi 
dans  le  numérateur  de  la  Formule  de  fa  courbure  on  met^ 
au  lieu  de  a^  ôc  de  a;*  ^  les  puiflànces  ^  &  2  de  ;;^  >  on  aura 


^i 
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ce  numérateur  =  o^  ce  qui  fait  voir  que  la  courbure  eft  alors 
abfolument  nulle  >  or  elle  le  peut  devenir  dans  Tinflexion. 

De -là  il  fuît  que  tant  que  x  eft  moindre  que  -^  >  la  For- 
mule de  la  courbure  ou  le  Sinus  de  l'angle  de  contingence  eft 
pofîtif ^  &  au  contraire  négatif^  quand  x  eft  plus  grand  que 

^;  &  en  effet,  dans  le  i"  cas  la  Courbe  eft  cpnvexe  vers 

fbn  axe ,  &  concave  dans  le  2**,  ce  qui  confirme  ce  que  nous 
avons  déjà  remarqué  fur  le  figne  dont  eft  affedé  le  Sinus  de 
l'angle  de  contingence. 

1 1 77.  Si  jc  =  00  »  la  Formule  fe  réduit  à  —^^'^^^^^ 

00  0 

a==  ~  "^  ^  ^  "^^  Or  la  Courbe  étant  parallèle  à  fon  extrémité 
auin*bien  qu^à  fon  origine  >  &  par  conféquent  dsdxz=s:  -Lj, 

— r  divifé  par  00^ ,  ou  — ■ 

Donc  la  courbure  eft  du  5"*  ordre  d'Infiniment  petit ,  ou 
de  quatre  ordres  au  deftbus  de  la  courbure  ordinaire  6c  finie» 

1 178.  Puifque  la  courbure  eft  nulle  au  point  ou  x  =3» 

^ ,  6c  nulle  à  l'extrémité  >  il  faut  qu'entre  ots  deux  points  il 

y  ait  un  plus  ^rand  de  courbure  y  ou  Terme  arbitraire. 

'  I I7P-  Si  l'Hyperbole  ^  dont  la  courbure  à  fon  extrémité 
n'eft  que  de  Tordre  de  -^  (  1 1  o  y  6c  1 1  o(î  ) ,  eft  ligne  droite 

dans  une  étendue  infinie ,  6c  a  une  Afy mptote ,  à  plus  fortç 
raifon  cela  appartiendra-t'il  àcette  Courbe ,  dont  la  courbure 
à  fon  extrémité  eft  de  Tordre  de  -^.  En  effet ,  on  fait  d'ail- 


la  courbure  de  Textrémité  eft  -^  divifé  par  00^ ,  ou  -^. 


leurs  qu'elle  a  une  Afyraptote  (  967,  ). 

n8o.  Ces  Courbes,  qui  ne  font  courbes  que  vers  leur 
origine  dans  une  étendue  finie  indéterminable>6c  deviennent 
lignes  droites  vers  leur  extrémité  dans  des  étendues  infinies  9 
ne  le  deviennent  pas  exaûement ,  comme  nous  Tavons  dit 
tant  de  fois.  Elles  font  alors  parfaitement  dans  le  cas  des  art» 

752  ^733  >  754- 

Ccc  \) 


Cùufbes   U 
dtvienmnt 
droites  dans 
des  étendues 
ùifinUs» 

• 

Courbes  U 
deviennent 
eUns  des 
étendues  Jt^ 
nks. 
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1 1 s I .  Par  Icxemple  de THyperbole  &  de  cette  dernière 
Courbe ,  on  voit  affez  que  les  Courbes  dont  le  Sinus  de  1  an- 
gle de  contingence  eft  de  Tordre  de  -î-j ,  &  au  deffous ,  de- 
viennent ^  non  exaâement  ^  mais  fenfiblement  droites  dans 
des  étendues  infinies  ^  &  ont  Aqs  Âfyniptotes» 

1 1  %%.  P'un  autre  côté  la  Logarithmique  >  dont  le  Sinus 
de  la  courbure  eft  de  Tordre  de  — 4  complet  ^  eft  ligne  droite 

dans  une  étendue  finie  (  1 1 1  o  )  ^  &  n  a  point  d*Afymptote 
de  ce  côté-là  y  d  où  il  fuit  que  toutes  les  Paraboles  dont  le 
Sinus  de  la  courbure  à  leur  extrémité  eft  de  Tordre  de 


oc* 

& 


incomplet  >  ou  dont  tous  ces  Sinus  font  compris  entre 

-^(ii52&iitf5),  feront  auffi  lignes  droites  dans  des 

étendues  finies  :  auffi  n  ont-elles  point  d'Afymptote»  Telle  eft 
encore  la  Courbe  de  Tart*  1 1 6^. 

1 1 84.  Toutes  ces  Courbes  y  qui  à  leur  extrémité  font 
lignes  droites  dans  des  ét^dues  finies  ou  infinies  >  ne  (ont 
pas  pour  cela  dans  toutes  ces  étendues  >  oa parallèles^  ou  pec- 

{)endiculaires  y  ou  obliques  à  leur  axe  y  comme  feroient  des 
ignés  droites  exaâes.  La  raifon  en  eft  qu'elles  ne  font  pas 
lignes  droites  eiteéles,  &  qu  elles  varient  encore  de  direâion, 
quoiqu'infiniment  moins  qu'elles  ne  ^foient  y  lorfqu'elles 
étoient  finiment  &  fenfîblement  courbes  vers  leur  origine. 
De-là  il  fuit  qu  elles  n'arrivent  à  leur  pofition  jfo/i/^  à  Tégard 
de  Taxe  ^  qu'après  une  certaine  étendue  de  leur  reâitude 
imparfaite. 

1 18  ;•  Puifqu^tl  y  a  des  Courbes  qui  deviennent  lignes 
droites  dans  des  étendues  finies ,  &  d'autres  dans  des  éten- 
dues infinies  ^  il  faut  qu'il  y  en  ait  qui  ne  le  deviennent  que 
dans  des  étendues  infiniment  petites.  Ou  Ta  déjà  vu  par  celles 
qui  ont  deux  côtés  du  i^'  ordre  pofés  bout  à  bout  en  ligne 
droite^  ainfi  qu'il  arrive  ordinairement  dans  Tinflexion  ;  mais 
de  plus  il  doit  être  poflible  que  cela  arrive  auffi  à  Textrémité 
du  cours  infini  d'une  Courbe  >  &  alors  il  peut  y  avoir  auffi. 
plus  de  deux  côtés  pofés  bout  à  bout  en  Ugae  droitCiL 
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ii%6.  L'analogie  demande  encore  plus.  Puifqu'il  y  a  des 
Courbes  qui  ne  le  font  que  dans  des  étendues  finies  indétec- 
minables^  &  deviennent  enfuite lignes  droites  dans  des  ëtenr- 
dues  infinies^  &  d'autres  qui  font  Courbes  dans  des  étendues 
infinies^  &  lignes  droites  feulement  dans  des  étendues  finies^ 
il  faut  qu'il  y  en  ait  de  moyennes  qui  feront  courbes  dans  des 
étendues  infinies  y  fie  droites  dans  des  étendues  infinies. 

1187.  Puifque  les  Courbes ,  dont  le  Sinus  de  la  courbure    ^lUs 
de  l'extrémité  eft  compris  entre  -^  Ôc  —^  inclufîvemeiît  >  ^wll/f'^ 

font  courbes  dans  des  étendues  infinies  >  fie  droites  feulement  ^d^Thln^s 
dans  des  étendues  finies  >  fie  que  celles  dont  le  Sinus  de  lai»^m»,  & 
courbure  eft  de  l'ordre  de  ^  fie  au  deflbus .  font  courbes  Î^T''  ^r^ 

dans  des  étendues  finies  indéterminables ,  fie  droites  dans  des j^f^***'  ^^ 
étendues  infinies >  on  peut  juger  que  celles  qui  feront  courbes 
dans  des  étendues  infinies^  fie  droites  dans  des  étendues  infi^ 
nies  y  auront  le  Sinus  de  leur  courbure  compris  entre  -^  fie 

-^.  Elles  n  auront  point  d'Afymptote. 

11 8 8 .  Et  pour  achever  la  cii^ribution  des  différentes 
efpeces  de  Courbes  à  cet  égard  >  celles  dont  le  Sinus  de  la 
courbure  ne  fera  qu'entre  -^  fie  —^  ne  feront  droites  à  leur 

extrémité  que  dans  des  étendues  infiniment  petites. 

1 1 8p.  Le  plus  ou  le  moins  d'étendue  quelconque  dans 
laquelle  une  Courbe  fera  droite^  dépendra  <k  ce  que  le  Sinus 
de  fa  courbure  fera  plus  ou  moins  bas  dans  l'ordre  qui  chan- 
gera la  Courbe  en  droite. 

1  ipo.  Il  eft  très-aifé  de  ramener  à  cette  Théorie  de  la   cvnfwmki 
courbure  celle  des  Rayons  des  Développées ,  que  je  fuppofe  t.^^u^t'^ 
connue^  fie  même  d'en  éclaircir  quelques  obfcurités  par  Icsu  eowrbmê 
principes  qui  ont  été  établis.  tu^c^s^^ 

J'appelle  Développante  y  la  Courbe  engendrée  par  le  dé- vhtUfféêSk. 
yeloppement  de  celle  qu'on  appelle  Développée. 

Les  Rayons  de  la  Développée  font  des  perpendiculaires 
tirées  fur  les  extrémités  de  chaque  côté  de  la  Développante 
du  côté  de  fa  concavité  ^i  fie  les  diftances  où  concourent  deux 

Ccçxij 
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de  ces  perpendiculaires  confécutives  quelconques  >  détermi- 
nent les  longueurs  des  Rayons  de  la  Développée  pour  les 
points  ou  côtés  correfpondans  de  la  Développante. 

1 19 1.  Soit  un  côté  de  là  Développante  ==-^.  Si  je  tire 

deux  perpendiculaires  fur  fes  deux  extrémités  >  elles  y  feront 
encore  perpendiculaires  ou  parallèles  entr'elles^  quoique  je 
les  conçoive  concourantes  a  une  diftance  finie  y  car  Tangle 
qu'elles  feront  entr'elles  fera  infiniment  petit  à  caufe  de  la 

bafe  ==  -^  Donc  je  puis  contevoir  le  Rayon  de  la  Déve- 
loppée comme  ayant  une  longueur  finie. 

I  i9t.  Mais  fi  le  côté  de  la  Développante  ou  la  bafe  de 
Tangle  infiniment  petit  des  deux  perpendiculaires  eft  =  ^^  ^ 

les  deux  perpendiculaires  concourront  à  une  diftance  infini-« 
ment  petite  du  i"  ordre  (708  ).  Donc  le  Rayon  de  la  Dé- 
veloppée fera  infiniment  plus  petit  qu'il  n'étoic  dans  le  cas 
précédent. 

I  ipj.  Et  comme  la  Théorie  des  Développées  demande 
que  l'on  conçoive  toujdMs  les  perpendiculaires  à  la  Déve^ 
loppante  comme  concourantes  y  le  Kayon  de  la  Développée 
eft  fini  dans  le  i"^'  cas  y  &  dans  le  2^ ,  infiniment  petit. 

1 194.  Or  dans  notce  Théorie  de  la  courbure  y  quand  le 
coté  d'une  Courbe  eft  =:  -^  i  la  courbure  eft  infinie  j  donc 

quand  la  courbure  eft  infinie  y  le  Rayon  de  la  Développée 
eft  infiniment  petit. 

Cette  conclufion  y  qui  eft  une  propofition  de  la  Théorie 
des  Développées  y  ne  feroit  peut-être  pas  trop  claire  en  elle- 
même  y  ou  d'une  vérité  trop  évidente  ^  fi  on  ne  la  fondoit  fur 
le  côté  =  -J-^  y  qui  en  eft  la  véritable  caufe  >  &  qui  ne  pa- 

roît  pourtant  point  dans  la  Théorie  ordinaire. 

1195.  On  voit  auffi  par-là  une  autre  chofe  démontrée 
dans  cette  Théorie ,  &  peu  évidente  par  elle  même.  Une  in- 
finité de  Développantes ,  la  Parabole  par  ex.  ne  peuvent  être 
engendrées  que  par  une  Développée  dont  l'origine  foit  à  une 
certaine  diftance  finie  de  celle  de  la  Développante  ^  ou>  ce 
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qui  eft  la  même  chofe  >  il  a  fallu  y  pour  produire  la  Dévelop^ 
pante>  laifTer  à  la  Développée  un  bout  de  fil  fini  qui  allât  au 
de4à  de  fon  origine^  au  lieu  que  pour  d'autres  Développantes 
la  Développée  n  a  pas  befoin  de  cet  excédent  de  fil  >  ce  qui 
pf  roîc  plus  naturel  >  &  devroit  vraifemblabiement  appartenir 
à  toutes  les  Courbes. 

Cela  vient  de  ce  que  quand  le  i**  côté  de  la  Dévelop- 
pante eft  =:  ..1-  ^  il  eft  impoflTibie  que  les  deux  perpendicu-> 

laires  concourrent  plutôt  qu'à  une  diftance  finie  y  au  lieu  que 

quand  ce  1  "  côté  eft  =  -^  »  elles  concourent  à  une  dif- 
*  00* 

tance  infiniment  petite. 

1  iptf.  De-là  vient  auffi  que  quand  le  i*^  côté  eft  =«  -^  ; 

le  Rayon  de  la  Développée,  ou  Texcédent  de  (il  qu'il  a  fallu 
laifTer  à  la  Développée ,  a  toujours  rapport  au  paramètre  de 
la  Développante ,  ou  eft  plus  ou  moins  grande  félon  que  ce 
paramètre  Teft.  Car  c'eft  ce  paramètre  qui  règle  la  grandeur 
abfolue  des  côtés  d'une  Courbe  j  ôc  par  conféquent  celle  du 
1"  côté  ==  ~  y  qui  eft  la  bafe  de  Fangle  infiniment  petit  des 

deux  perpendiculaires.  Or  plus  cette  bafe  fer^  grande ,  plus 
les  deux  perpendiculaires  concourront  loin  j  &  au  contraire.^ 
On  en  voit  un  exemple  dans  la  Parabole  >  p.  80  ôc  fuiv.  des 
Jnf.  petits. 

i  ip7.  Si  on  conçoit  deux  côtés  du  i"  ordre  pofés  bouc 
à  bout  en  ligne  droite ,  il  eft  certain  que  toutes  les  perpendi- 
culaires tirées  fur  ces  deux  côtés  doivent  être  parallèles  >  de 
quelque  manière  qu'elles  le  foient.  Si  on  conçoit  celles  d'un 
de  ces  côtés  concourantes  à  une  diftance  finie  y  le  point  de 
leur  concours  répondra  au  milieu  de  ce  côté.  Il  en  ira  de 
même  des  deux  perpendiculaires  tirées  fur  le  2^  côté ,  dont 
le  milieu  répondra  à  leur  point  de  concours.  Donc  il  y  aura 
quatre  perpendiculaires  qui  y  prifes  deux  à  deux  y  auront  des 
points  de.  concours  différens.  Donc  les  deux  1'"  perpendi- 
culaires pourront  être  conçues  comme  parallèles  entr  elles  > 
&  de  même  les  deux  dernières  entt'elles^  mais  non  pas  toutes 
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les  quatre  entr'elles  j  ce  qui  devrok  pourtant  être.  Donc  Ce 
n'^ft  pas  là  comme  il  faut  concevoir  le  parallélifme  des  per« 
pendiculaires  dans  le  cas  préfenL  Donc  il  ne  refte  qu'une  ma* 
niere>  qui  eft  de  les  concevoir  exaâement  parallèles^  moyens 
nant  quoi  il  n'y  en  a  plus  que  trois» 

I  ip8.  Donc  ces  trois  perpendiculaires  exaâement  parais 
leles  font  infinies  ^  ou  y  comme  elles  n  en  font  qu'une  à  caufe 
de  leur  proximité  infinie  >  c'eft  un  Rayon  de  la  Développée 
infini  y  dans  le  cas  où  la  courbure  efl  nulle. 

I I  pp.  Donc  le  Rayon  de  la  Développée  infiniment  petite 
répondant  à  la  courbure  infinie  ^  ôc  le  Rayon  de  la  Déve*- 
loppée  infini  à  la  courbure  nulle  y  il  eft  aifé  de  voir  que  des 
Rayons  de  la  Développée  finis  répondront  aux  courbures 
finies^  &  de  plus  feront  en  raifon  renverfée  de  ces  courbures^, 
ou  ces  courbures  en  raifon  renverfée  des  Rayons» 
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ou 
■    REMARQUES. 

SECTION     PREMIERE. 
De  hxaâitude  du  Calcul  de  rirent. 

LE  grand  principe  &  le  plus  fécond  du  Calcul  de  l'Infîni 
eft  de  faire  difparoître  toutes  les  grandeurs  d'ordres  infé- 
rieurs devant  celles  qui  font  d'un  ordre  fupérjeur.  Cette  mé- 
thode laifle  toujours  quelque  ombre  de  difficulté  dans  l'et 
prit  i  on  croit  bien  que  les  grandeurs  que  l'on  ne  compte  •* 
point ,  on  les  néglige  fans  erreur  fenfible  »  mais  enfin  n'y  eût- 
il  qu'une  erreur  infiniment  petite ,  on  foupçonne  qu'il  y  en  a  , 
fie  on  croit  palTer  à  la  nouvelle  Géométrie  une  focte  de  lieen* 
ce.  C'eft  ce  que  je  vais  ejcaoïiner. 

Ddd 
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VfxuShuie      1 200.  Soit  uii  Tiianglc  reâangle  ifofcele ,  dont  la  hautenr 

feTrmtdtl^^s  ^  ^^  ^^^^  foicnt  chacuiic  y  par  ex»  ==  4 ,  Taire  fera  la  moitié 

^ycn\igiig€  du  quatre  de  4 ,  c  eft-à  dire  8. 

^  /'  «^"fr      Je  puis  prendre  cette  aire  autrement.  Je  di vife  la  hauteur  4 

cul  de  rinfi^  ••/i  o  1  -jj-T* 

niyfoientni.  ^H  quatre  parties  égales  ,  &  par  chaque  point  de  divilion  je 
giigées  comme  mené  des  parallèles  à  la  bafe  >  que  Rappelle  autant  de  bafes-r 
#  w  fim.  £||çg  croiflent  comme  les  nombres  naturels  i  j  2 ,  3  ^  4.  De 
plus  par  l'extréhiîté  où  chaque  bafe  rencontre  rhypotenufeje 
.    tire  une  perpendiculaire  fur  la  bafe  fuivante  ^  &  je  vois  que 
Faire  du  triangle  eft  éxadement  remplie  par  trois  parallélo- 
grammes reâangles,  &  quatre  petits  triangles  reâangles  ifof- 
celes.  Les  parallélogrammes  font  formés  des  bafes  1  >  2  ^  5  > 
multipliées  chacune  par  la  hauteur  ly  fie  par  conféquent  leur 
fomme  eft  celle  des  trois  premiers  nombres  naturels  >  qui  eil 

!■■  -  tf*  Les  triangles  font  chacun = f  ,  ce  qu  il  eft  très- 

aifé  de  voir,  fie  il  y  en  a  quatre*  Donc  leur  fomm^eft  ^  x  4 
;==  2,  La  fomme  totale  qui  fait  Taire  du  triangle  eft  6  —H  ^ 
c=  8.  Les  deux  méthodes  pour  trouver  Taire  y  font  donc 
toutes  deux  exaftes ,  Ôc  le  font  également* 

En  général  n  étant  dans  la  7,'^  méthode  le  nombre  des 
'divifîons  de  la  hauteur  du  triangle  >  ou  celui  de  fes  bafes  >  oa 

aura  pour  la  fomme  des  parallélogrammes  ^  '  "^*  '^ 
fie  pour  celle  des  petits  triangles  ~  >  fie  pour  Taire  totale 


I  -4-  »  —  I 


•1-  — ,  que  je  laifle  exprès  fous  cette  forme  > 

parce  que  la  i"  partie  de  cette  grandeur  complexe  appartient 
aux  parallélogrammes  feuls,  fie  la  2*^^  aux  petits  triangles  feuls,. 
I20I,  Si  ce  triangle  fini,  (^u'wi  vient  de  confidérer,  eft 
conçu  prolongé  à  Tinfini ,  de  forte  que  fa  hauteur  fie  fa  bafe 
foient  chacune  -==  00  >  il  eft  certain  que  par  la  1'^  méthode 

fon  aire  -7-  eft  parfaitement  exade»  Si  on  y  applique  la  2^S 
en  y  concevant  à  Tinfini  les  parallélogrammes  fie  les  petits 
triangles  >  dont  on  a  déjà  vu  les  premiew  dans  le  Fini  1  Taire 
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fera  ^""  +  ^-"'  -^  ^..  Or  pour  être  exade  ,  il  faut 

quelle  foit  ==  -—y  ce  qui  ne  fe  peut,  à  moins  que  dans 
lexpreflion  de  Faire  par  la  i^'^  méthode,  on  ne  néglige  !<> 
I  devant  oo^  &  ôo ,  2^  -Y"  dans  la  i"  partie  de  la  gran- 
deur complexe,  30  encore  -^dans  la  2"**.  Il  eft  donc  vraj 

que  loin  que  ce/oit  une  efpece  de  licence ,  &  une  inexadi- 
tude  de  négliger  les  grandeurs  d'un  ordre  inférieur  devant 
«ne  grandeur  d'un  ordre  fupérieur,  cela  eft  abfolument  nécef- 
iaire  pour  la  parfaite  exaditude ,  du  moins  en  cette  occafîon. 
1 20 2.  Il  fera  bon  d'examiner  plus  particulièrement  pour- 
quoi TexaÉlitude  demande  que  les  grandeurs  négligées  le 
foient.  Les  parallélogrammes  qui  entrent  dans  le  Triangle  in- 
fini, &  dont  la  fomme  eft  celle  de  la  Suite  naturelle ,  ont  pour 

ibmme  enriere  -22l:±L22.,  car  j'y  néglige  déjà  le  — 1>  qui  ne 

peut  pas  faire  de  difficulté ,  il  n'y  en  peut  avoir  que  fur  ^ 
négligé.  La  Formule  de  lafomme  des  nombres  naturels  étant 

^llni^  y  il  eft  néceflaire  que  —  foit  toujours  d'autant  moin- 
dre par  rapport  à  —  que  n  eu  un  plus  grand  nombre ,  & 

la* fomme  ne  peut  avoir  le  cara£lere  d'être  pouffée  à  l'infini  > 
que  quand  n  n'eft  rien  par  rapport  à  n  riy  fans  quoi  elle  feroit 
parfaitement  de  la  même  condition  qu'une  progreffion  arith- 
métique d^un  nombre  fini  de  termes.  Ce  feroit  donc  une 
con tradition ,  que  n  fut  quelque  chofe  dans  nn  -+-  »  pouffée 
à  l'infini ,  ôc  rien  n'eft  plus  contraire  à  Texadlitude  d'un  cal« 
cul  que  d'y  renfermer  une  contradiâion  avec  la  fuppofitioa 
qu'on  a  faite. 

1203.  Mais  la  fomme  exaâe  des  parallélogrammes  da 

triangle  infini  étant  -22-. ,  H  femble  que  le  2<'~-  y  devient  né- 
ceflaire pour  l'exaàitude ,  &  qu'il  faut  Ty  joinare  pour  faire 
la  fomme  des  petits  triangles ,  car  chacun  d'eux  étant  ==  { 9 
&  ieur  nombre  =  00,  leur  fomme  eft  juftement  -^ ,  &  ces 

Dddij 
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petits  triangles  exiftent  réellement  dans  le  triangle  infini  auffi- 
bien  que  dans  le  fini  >  &  pour  avoir  Taire  exaâe  y  il  faut  y 
faire  entrer  tout  ce  qu'elle  contient.  Comment  le  fera-t  elle 
davantage  >  fi  on  en  retranche  quelque  chofe  de  ce  qu  elle 
conrient  réellement  f  . 

Voici  la  Solurion.  Si  Ton  conçoit  que  dans  la  Figure  d» 
triangle  fini  qu'on  a  pofé  d'abord,  il  n'y  ait  point  d'hypote- 
nufe ,  &  que  par  conféquent  il  n^y  refte  d^efpaces  tracés  que 
ceux  des  trois  parallélogrammes,  il  eft  certain  que  le  tout 
n'eft  point  une  Figure  triangul2yre,mais  une  efpece  de  Figure 
à  échelons.  Il  lui  manque,  pour  être  triangulaire ,  une  hy po- 
tenufe  aduellement  tracée,  qui  pafsât  par  les  extrémités  des 
quatre  bafesparalleles,&  cette  hypotenufe  tracée  feroit  naître 
quatre  petits  triangles  ifofceles.  Si  on  divife  la  même  hau- 
teur  en  un  nombre  quelconque  fini  plus  grand  que  4^  &  que 
par  tous  les  points  de  divifion  on  tire  des  bafes  parallèles 
croifiantes  félon  la  progreflîon  des  nombres  naturels,  &  que 
l'on  ne  trace  point  d'hypotenufe ,  la  Figure  n'eft  point  plus 
un  triangle  qu'elle  ne  Tétoit^  mais  une  Figure  à  un  plus  grand 
nombre  d'échelons ,  &  à  un  plus  grand  nombre  de  parallé- 
logrammes croifians ,  &  elle  n'a  point  plus  qu'elle  ne  les 
avoir  ces  perits  triangles^  qui  la  renaroient  triangulaire,  &  qui 
ne  lui  peuvent  être  donnés  que  par  une  hypotenufe  aâuelîe. 
Mais  il  la  hauteur,  toujours  la  même  >  eft  divifée  en  uir nom- 
bre de  parries  ==  00,  ce  qui  rend  les  bafes  parallèles  infini- 
ment proches ,  alors  fans  rien  de  plus  la  Figure  eft  triangu- 
laire ,  la  fuite  des  extrémités  de  fes  bafes  lui  feit  feule  une 
hypotenufe ,  qui  n'a  pas  befoin  d'être  autrement  tracée,  com- 
me elle  en  avoir  befoin  quand  les  bafes  étoient  finiment 
diftantes,  &  par  conféquent  dans  cette  dernière  fuppofition 
de  l'infini ,  il  n'eft  pas  néceflTaire ,  afin  que  la  Figure  foit  un 
triangle ,  de  lui  concevoir  les  petits  iriangles ,  comme  il  eût 
été  néceflaire  dans  toutes  les  fuppofitions  du  Fini. 

Je  dis  qu^il  n'eft  pas  néceffaire  de  les  concevoir ,  car  il  eft 
certain  qu'on  le  peut ,  mais  pour  mettre  une  différence  eflen- 
tielle  entre  le  cas  du  Fini  ^  &  celui  de  l'Infini  ;l  il  fuffit  q^u'une 
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même  chofe  foit  néceflaire  dan^  l'un  &  non  pas  dans  l'autre. 
TcTut  fe  réduit  donc  à  ceci^  que  dans  le  triangle  fini  la 
proximité  infinie  des  bafcs  tend  non-néceffaire  la  confidéra- 
tion  des  petits  trianglçs,  quoiqu  exiftans.  Or  dans  le  T'rian- 
gle  infini  rupporé>  les  bafes  finiment  diftantes  font  auffi  infi-- 
niment  proches  que  celles  du  triangle  fini  y  qui  ont  cks  dif* 
tances  =  -^.  Donc  dans  le  Triangle  infini^  la  confideration 

des  petits  Triangles  ou  de  la  fomme  —  n'eft  pas  néceflaire* 

Or  fi  elle  n'eft  pas  néceflaire ,  ce  feroit  Une  fuperfluité  que 
de  remployer ,  &  toute  fuperfluité  eft  contre  Texaftitude. 
Donc ,  &c. 

1204.  La  raifon  de  Tart.  précédent  fe  joint  encore  à 
celle-ci.  Quand  on  a  fait  une  fuppofition  d'Infini ,  il  faut  que 
tout  ce  qui  en  peut  porter  le  caradere ,  le  porte. 

120 y.  Le  raifonnement  qu'on  vient  de  £iire  dans  Tare. 
;i  205 ,  fuppofe  que  l'hypotenufe  du  triangle  fini  étoit  fuffî- 
famment  tracée  par  les  extrémités  des  bafes  parallèles  infini- 
ment  proches  ^  &  cela  eft  vrai  en  général.  Une  ligne  quel- 
conque eft  fuflifamment  tracée  >  quand  la  pofition  de  tous  fes 
élémens  eft  déterminée  ;  ainfi  fi  on  avoir  une  Suite  de  points 
infiniment  proches^  également  &  finiment  diftans  d'un  même 
point ,  le  Cercle  feroit  fuflifamment  tracé ,  quoique  les  in- 
tervalles infiniment  petits  des  points  ne  fuflent  pas  remplis 
par  de  petites  droites,  mais  la  pofition  de  ces  petites  droites  » 
élémens  du  Cercle,  étant  toujours  déterminée  par  deu3C 
points  confécutifs^cela  fufliroit>  puifqu'il  feroit  impoflible 
qu'une  autre  ligne  qu'un  Cercle  eût  fes  élémens  pofés  entre 
ces  points.  Dans  un  Triangle  fini ,  dont  les  bafes  font  fini- 
ment diftantes ,  leurs  extrémités,  qui  le  font  pareillement,  ne 
déterminent  point  la  pofition  des  élémens  d'une  hypotenufe 
finie  qui  devroient  être  infiniment  petits,  &  cette  hypotenufe 
n'eft  point  par  conféquent  fuflfiifàmment  tracée  par  les  extré- 
mités de  ces  bafes ,  mais  dans  le  triangle  infini  l'hypotenufe 
Feft  fuflifamment  par  les  extrémités  des  bafes  paralleles,quoi-' 
que  finiment  diftantes  ,  parce  que  les  élémens  de  cette  hypo^ 
tenufe  infinie  font  finis^  D  d  d  iiji 
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i20($'«  Soit  un  triangle  iini  reâangle  ifofcele  5  dont  la 
hauteur  &  la  bafe  foient  chacune  ==  i.  Son  aire  fera  =  f  , 
&  elle  eft  exade.  Si  Ton  confidere  ce  triangle  comme  formé 
d  une  infinité  de  parallélogrammes  infiniment  petits ,  croif- 
fans  félon  la  Suite  naturelle  ^  ôc  de  petits  triangles  ifofceles 
tous  4gaux^la  fomme  de  ces  parallélogrammes  ^  qui  font  les 
bafes  —^  ~ j  -^,  &c.  i ,  multipliées  chacune  par  la  hauteur 

^  ,  fera  f5i  x  -i-  =  i^L  ==  7 ,  &  la  fomme  des  petits 
triangles  dont  chacun  eft  -î-  x  -^  x  7  •  fera  — ^,  x  00  =  -^  , 
par  conféquent  Taire  totale  fera  ^  -t-  ^ ,  où  il  faut  négli- 
ger ~  pour  lexadlitude*  11  eft  aifé  dé  voir  que  félon  cette 

féconde  idée ,  le  triangle  fini  eft  formé  d'une  Suite  infinie  > 
qu'il  devient  un  véritable  Infini,  &  en  prend  les  propriétés. 

1 207.  Si  les  grandeurs  y  que  le  Calcul  de  Tlnfini  néglige 
dans  la  fomme  de  la  Suite  naturelle  >  ou  de  toute  autre  pro- 
greflîon  femblable  >  y  font  négligées ,  non  par  une  efpëce  de 
licence^  mais  pour  la  parfaite  exaâitude^ii  en  ira  de  même 
de  celles  que  ceCalcul  néglige  dans  les  fommes  de  toutes  les 
autres  progreffions  formées  félon  d'autres  loix,  par  ex.  dans 
celles  des  nombres  naturels  élevés  au  quarré,  au  cube,  &c. 
comme  on  la  vu  dans  les  art.  2 1 1 ,  223  ,  &c.  ôc  en  général 
de  toutes  les  grandeurs  négligées  par  le  même  principe.  Donc 
le  Calcul  de  l'Infini  eft  auffi  exaâ  que  celui  au  Fini. 

1208.  Les  bafes  infiniment  proches  du  Triangle  fini  peu--^ 
vent ,  en  confervant  cette  même  proximité  ,  être  conçues 
comme  changées  en  d'autres  lignes  qui  croîtront  félon  d'au- 
tres loix ,  &  dès  qu'elles  ne  feront  plus  en  progreflîon  arith- 
métique ,  leurs  extrémités  traceront  des  Courbes  >  dont  les 
aires  pourront  être  calculées  comme  celle  du  Triangle,  fi  on 
a  les  fommes  des  Suites  que  ces  lignes  fuivront  ou  repréfen- 
teront 

+5+ 
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SECTION     IL 

'Application  de  la  Théorie  des  Infinis  radicaux  yù'de  celle 
des  fommes  des  Suites  aux  EJpaces  Hyperboliques. 

J20p.  r^  Oient  toutes  les  Hyperboles  poffîbles^^  c  eft-à- 
^  dire  toutes  celles  de  tous  les  différens  degrés  , 
comprifes  entre  les  mêmes  Afymptotes,  qui  fkffent  entr^elles 
un  angle  droit,  &  dont  Tune  eft  Taxe  commun  de  toutes  les 
Hyperboles ,  &  Fautre  doit  devenir  leur  dernière  Ordoimée 
infinie.  J'appelle  par  cette  raifon  la  première  Afymptote  x^  & 
Fautre^,  L'origine  ou  fommet  de  toutes  ces  Hyperboles  eft 
le  même ,  &  il  eft  au  point  qui  répond  à  x  ==  a.  Il  s'agit  de 
trouver  quels  font  les  efpaces  compris  entre  chaque  Hyper- 
bole &  (es  deux  Afymptotes ,  à  compter  ces  efpaces  depuis 
l'Ordonnée  terminée  à  l'origine  commune  des  Hyperboles 
}ufqu^à  l'extrémité  de  chaque  Hyperbole  derFun  ôc  de  l'autre 
côté.  # 

Il  eft  connu  de  tous  les  Géomètres  queydx  eft  Télémenf 
ou  rinfiniment  petit  de  tous  les  efpaces  curvilignes  >  de  (brte 
que  tous  les  Efpaces  hyperboliques  ou  Afymptotiques  ne 
font  que  la  fbmme  d'une  Suite  infinie  dcydx. 

Si  ^  félon  la  fuppofîtion  >  on  compte  ces  Efpaces  depuis 
l'origine  commifhe  des  Hyperboles ,  les^^;if  font  une  Suite 
infiniment  infinie  >  lorfqu'on  les  prend  depuis  cette  origine 
yufqu'à  l'extrémité  dePAfymptote  x^  qui  eft  auffi  Taxe  cooi- 
mun  9  car  de  ce  côté-là  ;c= oc*  Mais  fi  on  prend  ces  efpaces 
de  l'autre  côté  de  l'origine  des  Hyperboles  jufqu'au  point  de 
concours  des  Afymptotes  ^  qui  eft  l'origine  des  at^  la  Suite 
des  ydx  e&,  Amplement  infinie ,  car  de  ce  côté-là  l'axe  n  eft 
que  x==a. 

1210.  Toute  Hyperbole  a  deux  branches ,  dont  Tune  de- 
vient parallèle  à  fon  axe,&  l'autre  perpendiculaire  à  ce  même 
axe  ;  coûtes  deux  au  bout  d'un  cours  infini  >  ou  ^  ce  qjuleft  l» 
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même  'chofe ,  toute  Hyperbole  au  bout  d'un  cours  infini , 
vient  à  fe  confondre  d'un  côté  avec  FATymptote  x ,  qui  eft 
Taxe^  &  de  l'autre  avec  rAfymptote^  i  qui  eft  une  Ordon- 
née infinie.  Donc  d^un  côté  y  devient  infiniment  petit ,  & 
de  Tautre  infiniment  grand.  Mais  ces  deux  Infinis  ont  belbin 

d'être  bien  caraâérifés. 

• 

1211.  Je  fuppofe  dx  confiant,  ou  toujours  ==  -î-,  non 

feulement  pour  chaque  Hyperbole  en  particulier ,  mais  pour 
toutes  y  de  forte  qu*il  fera  le  même  dans  toutes.  Du  côté  de 
r Afymptote  :r  ^  il  eft  bien  clair  que  d  x  fera  =  -i-  jufqu  à  l'ex- 
trémité des  Hyperboles.puifque  là  elles  font  parallèles  à  cette 
Afymptote  y  mais  de  l'autre  côté ,  où  elles  (ont  perpendicu- 
laires, dx  fera  encore  =  -i-  dans  la  perpendiculariré,  parce 

que  toute  Hyperbole  s'y  confondant  avec  une  Afymptote 
perpendiculaire ,  fon  dernier  dy  fera  ==  oo  >  ou  de  cet  ordre- 
(264  ,S6^  jS66)yCQqui  emporte  qu'il  fuffit  que  le  dernier 
dx  foit  de  deux  ordres  au  deffous  de  ce  ^>c'eft-à-dire  «==  -i-. 

1  a  1 2.  Au  point  de  concours  xles  Afyinptot^s  >  l'axe  x  eft 
5==  -i. ,  donc  (  1 2 1 1  )  =  dx  y  qui  répond  à  F  Afymptote  ou 

Ordonnée  perpendiculaire  y  &  il  eft  le  même  que  ce  dx. 

121 3.  Comme  nous  déterminons  par  les  derniers  termes 
des  Suites,  fi  leurs  fommes  font  finies  ou  infinies ,  il  faut  voir 
quelle  fera  des  deux  côtés  des  Hyperboles  la  dernière  gran- 
deur j^^x.  Or  pour  avoir  le  dernier^  dx  àt  J'un  &  de  l'autre 
côté ,  il  Éiut  du  côté  où  les  Hyperboles  arrivent  au  parallélif- 
me,  fuppofer  x  ==  00,  ce  qui  eft  clair,  &  de  l'autre  x  ==  -i-  ^ 

puifque  c*eft  à  ce  point  qu'elles  arrivent  à  la  perpendicularité. 
csleutdeU      1214.  Soit  l'Hyperbolc  ordinaire,  ou  Tunique  dv  2^  de^ 
ÇMnéUufin"  gré  y  OU  X .  a  w  a  .y. 

ils  ÂêHXif-     SiAf  =  oc,^  =  -^,&^JC  =  -^,à caufe  du  parallélifn^e  ^ 

uti^uJ^dT'  donc  le  dctmcvydx  ==^x  ~  ==..^ .  Or  de  ce  côté- là  la 

tJîfus  de-*  Suite  des^  dx  eft  infiniment  infinie  (  1 20^  ) ,  donc  la  fomme 
gris.  ^es  y  dx  eft  infiriie  (  ^3  y  )  ;  ou  Tpfpace  5tfy  mptotique  çft  infini. 
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Si  X  ==  -i-  ,^ = 00 ,  &  ix  =5  .^,à  caufe  de  F Afymptotc 

perpendiculaire (i2ii&xii2)5  0U^x£=:;c=:— .  Donc 

j^  dx  efl:  alors  ==:  00  x  -i-  ==  i .  Or  la  iSuite  des^^x  eft  fim-^ 

plement  infinie  (  1 2op  )  >  donc  la  fomme  en  eft  infinie  (  5 1 0  ) 
ou  Tefpace  eft  infini. 

121  y.  Soit  la  1"  Hyperbole  du  3™' degré, où  x.  a  :: 

Si  AT  ==:=,  00,;^- «==  ^,  ÔC/^^^^-J'^;^  ====^ 

00  OD 


H*  Donc  (  i20p  &  tf 3 y  ) ,  lefpace  eft  infini, 


1 
00 


Si  *  = -i_  ,^»  tara  00  ,  fiC^;' e=  00*.  Donc  J'</x  =3  00' 

X  -i-cssa  -i-.  Donc  (  laop  &  60^  )  l'çfpace  eft  fini. 


X 

00 


iai5.  Soit  la  z^  ^Hyperbole  du  f^  degré,  où  x\  a* 
:  :  a.  j. 

Si  AT  ==  00 ,/  ==  ~  ^yàx  «=  ^-  Donc  ((J3  0 l'efpace 
eft  fini. 

Sijtf  B=^,^=a=90%^d!vs=s=oo.  Donc  Tefpace  eft  îni 
fini  (tfii). 

lâiy.  Soit  I9  1'*  Hyperbole  du  4"*  degré,  où  ».  4 
.:  ;  a»,  y*, 

3i  X  =«  00  ,j'»  == -^  7  s= -ir. /<fe  = -^.  Donc 

W  y  3 

00  00 

refpace  eft  infini. 


00'^  -v  '•  0^ 

q©~Taf=-L-.  Donc  Pefpace  eft  fini. 

T 

00 

iz  18.  Soit  la  z^  Hyperbole  di;i  4""  degt^^  où  xK  gi 

£fi6 
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Si X  ==  00,7^=  ^ ^yàx = ^.  Donc lefpace eft fmîJ 

Si  a:  ==  —y)  c=joo.'  ,^^Ar = oo».  Donc  Tcfpace  eft  infini. 

§^è  toutes  1 2 1 9.  De  même  pour  les  quatre  Hyperboles  do  j°^  dc- 
les  Hyperh'  g^^^  otï  trouveta,  en  fuivant  le  même  orcjre  dans  ce  degré 
c!iu  ^du^TA  ^"^  ^^"s  les  précédens ,  c'eft-à-dire ,  en  commençant  par 
degré ,  ont  un  THyperbok  y  ou  X  n'a  qu'une  dimenfion^  &xommençant  la 
tll^AfymtT'  comparaifon  des  deux  côtés  de  chaque  Hyperbole  par  celui 

tiques  infini  j  Oix  X=i  QQ  y  qUC 

fini.  Ç  ydx  t=:  -i-j  ^  eipace  mnnu 

Pourlai'^Hyperb. 


4 
00 


•/= oo^ /^AT  î=-i-£>  efpacc  fini. 


4 
00 


^Jx  =-^  >  efpace  infini 

T 

Pour  la  2'^^  •••».•«<  i 

^=oo'.7rfxc=-^>  eipace  finL 


00 


jidx  1=5-^ >  efpace  fim. 


Pour  la j"***.,  ••.,<,  jL     ,  1      r        .^  ., 

^  ^  c=5  00-.^  a X  =5  00*  >  efpace  infinu 


PoBL  la.  4°^  ****».. 


ydx  rs=i  -i-  ,  efpace  fim*: 
yt^xOO^.ydix  =:00'>  efpace  infïnî. 


Il  eft  aifé  de  Juger  qu'il  en  ira  de  même  de  toutes  les  autres 
Hyperboles  des  degrés  fupérieurs ,.  fie  qu  elW  auront  toutes 
en  général  un  de  leurs  efpaces  afymptotiques  fini  ^  &  l'autre 
infini.  Il  n'y  a  qUe  l'Hyperbole  ordinaire  qui  les  ait  tous  deux 
infinis.  Cela  s'accorde  avec  ce  que  M.  Varignon  a  démontré 
fut  cette  matière  par  une  voie  toute  différente  dans  les  Mé« 
moires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Tannée  170^. 
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i:22b#  En  obfervant  dans  Its  Hyperboles  du  j"*^  degré 

la  Suite  des  derniers  ydx^  du  côté  où  x  t=  oo ,  qui  font 

— ^  >  "T  >  "^  >  "^  ^^  "^  >  ^^  v^^'  ^^^^  ^'"^  ^^"P  ^^'^^^ 

CO  '  00  00  00 

font  tous  des  -^ ,  dans  lefquels  oo  a  toujours  un  expofant 

ftaâionnaire ,  dont  le  numérateur  eft  confiant ,  &  égal  au 
nombre  qui  exprime  le  degré  des  Hyperboles,&  les  c^nomi- 
nateurs  ,  à  commencer  par  le  V^  ydx  de  la  Suite ,  lont  le 
nombre  du  degré  des  Hyperboles  —  i  ^  &  après  lui  tous  les 
nombres  naturels  jufqu'à  i  inclufivemcnt.  Cela  fe  trouve  ainfî 
dans  les  y  J a;  correfpondans  des  Hyperboles  du  3™^  degrés 

car  C€S  ydx  font  —V  &-H;(i2iy&  1216).  Par-là  il  fem- 


1  I 

00  00 


ble  d^abord  que  ces  ydx  dans  le  4"^  degré  devroîent  être 

4*^  cependant  il  ny  en  a  que  deux  qui  font 


4  y      T  » 

3         r 
00        00       00 


^  &~  (1217  &  1218)  &-~  y  manque.  Mais  cela 


00 
}  ». 

00  00 


vient  de  ce  que  THyperboIe  x"^.  a^  ::  tf*.j/S  qui  feroit  la 
moyeny  de  ce  degré ,  y  manque  auflî^  parce  qu  elle  n  eft  que 
THyperboIe  x.  a^:a.  y  du  2^  degré  >  6c  iî  on  la  remettoit 

dans  ce  4°*  degré  ^ydx  ==b  -2^  s'y  trouveroit  auffi.  Donc 


1 
00 


l'ordre  que  fuîvent  les  demîers^yir  de  chaque  degré  pris  du 
côté  où  X  ==  00  eft  général  avec  la  reftriôion  que  les  ydx 
des  Hyperboles  réductibles,  &  qui  auront  été  réduites  y  man- 
queront y  &  abfolument  général  fî  toutes  les  Hyperboles  ont 
été  irréductibles ,  ou  fi  les  rédudibles  n  ont  pas  été  réduites, 
par  exemple ,  ces  ydx ,  dans  les  Hyperboles  du  7°"*  degré  y 

feront  ^ ,  -:^  ,  ^ ,  -V>  -V j  -^7-   Et  dans  le  5°"^ 

6  T  4  }  2 

00  00  00  •  00  00 

degré  ils  feront  -^',  ^  y  -i-.,  -i^  ,  -^^,  ou  feulement 

00        00        00       .00 

£  e  e  i  j 
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2  &  -—  y  parce  que  tous  les  autres ,  ayant  des  expofanS 


00 

oo' 


réduftibles  j  auront  appartenu  à  des  Hyperboles  réduûibic» 
aufïï  3  &  abaifTées  à  des  degrés  inférieurs. 

122 1 .  Lesj^^x  y  pris  du  côté  où  at  ==— ,  ne  fuiVent  point 

d'ordre  fenfible ,  mais  les^  en  fuîvent  un  qui  Telï  beaucoup  > 
&  c'eft  pour  cela  qu'dn  les  a  marquées  dans  la  petite  Table 
des  Hyperboles  du  j""^  degré ,  &  non  les  j^  qui  répondoient 
aux  autres^^A-.  UAfymptote^  eft  pour  les  deux  Hyperboles 

du ^"'Megré  oo"^ fie  oc*(r2iy  fit  I2i5)> pour  les  deux 

du 4™^  oo'  fie   oo'  (  I2I7  fie  I2i8  ),  pour  Tes  quatre 

du  j™^oo^,oo%  ooS  fie  oo^  (  ï2ip).  Doù  Ion  voit 
que  ces  Afymptote  y  font  toujours  dans  chaque  degré  oo 
avec  un  expofant  fraâionnaire  y  dont  les  numérateurs  font 
les  nombres  naturels  depuis  i  jufqu'au  nombre  du  degré  des 
Hyperboles  moins  i  ^  fie  les  dénominateurs  les  mêmes  nom- 
bres dans  un  ordre  renverfé.  Ces^  étant  ainfi  trouvés^  il  eft 
aifé  d'avoir  lesydx ,  puifqu'il  n'y  a  qu'à  multiplier  chaque  j^ 
par  ■^.  Par  exemple ,  dans  le  7"?^  degré  lés  Afymptotes  jr 

i  £  i.  1  X  £  • 

feront  ooSoo^ ,  00^,  00%  00* ,  oo"ficparconféquent 
les^'i^, --S,-^^-^>  00%  oos  oo\ 

7  T  4 

00         00         00 

1212.  Cesydx  font  toujours  ou  infiniment  petits  >  ou 
infinis.  Les  infiniment  petits  répondent  aux  y  infinis ,  dont 
Texpolànt  eft  une  pure  fraûion  j  fie  les  infinis  répondent  aux 
y  y  dont  Texpofant  eft  une  fraûion  mixte  y  ou  un  entier.  Or 
quand  les^^A?  font  infiniment  petits  y  Tefpace  eft  fini ,  fie  il  eft 
infini ,  quand  ils  font  infinis.  Donc  quand  les  Afymptotes  jf 
font  des  Infinis  purs  radicaux  y  Tefpace  eft  fini  de  ce  coté-là ^ 
ôc  infini  quand  ce  font  des  Infinis  radicaux  mixtes  ou  po- 
tentiels. 

122  j.  Et  comme  quand  lefpace  eft  fini  ou  infini •  de  ce 
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côté-là  y  il  eft  le  contraire  de  l'autre  côté  ^  la  connoiffance 
de  l'ordre  dlnfini,  dont  eft  rAfymptotej'^  fuffit  donc  pour 
juger  de  quel  côté  eft  Tefpace  fini  &  l'infini. 

1 2:^4;.  Du  côté  où  x  ==  00  ,  on  peut  juger  immédiate- 
ment par  les  ydx  fiTefpace  eft  fini  ou  infini.  Carces^^jc 
étant  tous  infiniment  petits  ,  ôc  fuivant  toujours  l'ordre  de 
Fart.  I2ip,  tant  que  le  dénominateur  de  l'expofent  de  leur  00  , 
toujours  moindre  que  le  numérateur  ôc  toujours  décroiflfant  > 
n'eft  contenu  qu'une  fois  plus  une  firaûion  dans  le  numéra- 
teur,  Tefpace  de  ce  côté  là  eft  infini ,  &  fini  quand  ce  déno- 
minateur eft  contenu  dans  le  numérateur  plus  de  deux  fois. 
Il  faut  remarquer  que  ce  dénominateur  ne  peut  jamais  être 
contenu  deux  fois  fans  refte  dans  le  numérateur  9  car  alors 
Texpofant  auroit  été  rédudible ,  &  l'Hyperbole  correfpon- 
dante  n'appartiendroit  plus  au  degré  fuppof^ ,  mais  (eroit 
toujours  celle  du  ^^  où  cet  ydx  ==-^  (  121^),  &  fxroduit 

un  efpace  infini. 

1 22 y.  Il  eft  aifé  de  voir  par  la  néceflîté  du  calcul  Ôc  par 
Tordre  qu'il  doit  tenir ,  que  tous  les  cas  où  TAfymptotejr  ert 
un  Infini  radical ,  mixte  ou  potentiel ,  ou  ceux  oh  ydx  eft  un 
-i-,  dont  Texpofant  eft  tel  qiîe  le  dénominateur  eft  contenu 

dans  le  numérateur  plus  de  deux  fois>  qui  font  tous  les  cas  de 
l'efpace  fini  du  côté  où  x  =  oc ,  viennent  &  doivent  venir 
d'Hyperboles  oxxxz  plus  de  dimenfions  que  jr  y  ôc  que  les  cas 
oppofés  viennent  d'Hyperboles  où  a:  a  moins  de  dimenfions 
quej^.  Donc  en  comparant  enfemble  toutes  les  Hyperboles 
d'un  degré  quelconque ,  toutes  celles  où  a:  a  plus  de  dimen- 
fions que> ,  ont  leur  efpace  du  côté  de  l'Afymptote  j^  fini ,  & 
celui  du  côté  de  l'Afymptote  y  infini  y  ôc  c'eft  le  contraire- 
pour  les  Hyperboles  où  x  a  moins  de  dimenfions  que  j^. 

1225.  En  concevant  toutes  les  Hyperboles  comprimes 
entre  les  deuxmêmes  Afymptotes  y  on  eft  porté  à  croire  que' 
ces  Afymptotes  font  deux  lignes  infinies  égales ,  mais  on  voit  * 

far  tout  ce  qui  a  été  dit  que  l'Afymptote  a.  étant  confiante  y 
Afymptote  y  eft  toujours  variable  ^ôc  plos  ou  moins  grafldc 

Ë  e  e  11; 


> 


4o'tf         Eléments   de   la   Ge'ome'trie 

que  ;cc=  oo  dans  toutes  les  Hyperboles,  excepté  dans  celle 
du  2^  degré.  Elle  eft  toujours  plus  grande  ou  plus  petite  que 
oo ,  au  moins  de  quelque  ordre  radical ,  ôc  par  conféquent 
toujours  infiniment  plus  grande  ou  plus  pente. 

1227.  Toute  Hyperbole  étant  par  fa  branche  parallèle 
terminée  à  TAfymptote  x  confiante  >  &  par  fa  branche  per- 
pendiculaire à  rAfymptote  y  $  toujours  infiniment  plus  ou 
moins  grande  que  a:  ,  elle  a  donc  fes  deux  branches  terminées 
à  un  infini  infiniment  plus  ou  moins  grand  >  ou  infiniment 
plus  ou  moins  grandes  Tune  que  l'autre.  Il  n'y  a  d'.exceptioa 
que  pour  l'Hyperbole  ordinaire ,  dont  les  deux  branches  font 
égales,  ce  qui  vient  de  l'égalité  des  dimenfions  de  a^  ôc  de  j^ 
qui  ne  fe  retrouve  dans  aucune  autre  Hyperbole. 

1228.  Dans  un  même  degré  TAfymptote  y  de  la  i^ 
Hyperbole  e^  d^un  ordre  radical  d'Infini  d'autant  plus  bas  , 
&  celle  de  laderniereHyperbole  d'un  ordre  potentiel  d'Infini 
d'autant  plus  élevé ,  que  le  degté  eft  plus  élevé.  Car  le  degré 

étant  n ,  l'une  eft  toujours  00  "^^  >  &  Tautre  00      (1221). 

i22p.  Donc  afin  que  toutes  les  Hyperboles  poffibles 
puiflen^  fe  terminer  à  difFérenS  points  d'une  même  Afymp- 
tote  >,  il  faut  la  concevoir  =5  op^  >  FAfymptote  x  étant 
toujours  =5  OQ. 

1230.  Les  extrémités  de  toutes  les  Hyperboles  étant  con- 
nues comme  arrangées  fur  cette  Afymptote  =  00®® ,  celles 
de  deux  Hyperboles  confécutives  d'un  même  degré  n'y  font 
pas  confécutives:  mais  les  extrémités  de  quelques  autres  Hy- 
perboles d'autres  degrés  fe  placent  entr'elles.  Il  eft  aifé  de 
fe  faire  quelques  exemples  de  cet  entrelacement  ^  6c  il  feroit 
inutile  de  le  confidérer  plus  en  détail 

1 2  3 1 .  L^s  dx  ont  été  Ibppofés  les  mêmes  pour  toutes 
les  Hyperboles.  Le  premier jy^Af  de  toutes  les  Suites  dcydx  , 
qui  font  pour  les  deux  côtés  de  chaque  Hyperbole ,  eft  tou- 
jours le  même  à  caufe  de  l'origine  commune.  De-là  il  fuit 
que  pour  comparer  les  elpacesAfymptotiques  de  deux  diffé- 
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fentes  Hyperboles  pris  du  même  côté,  il  ne  fiiut  confidérei; 
que  les  ^  ,  ôc  que  ces  efpaces  feront  comme  les  femmes  des 
y  y  bien  entendu  que  Ton  compare  efpace  fini  à  efpace  fini  j 
ou  infini  à  infini,  Depluslei*^' terme  de  coutesles  Suites  de 
ydx ,  ou  J»  étant  toujours  le  même ,  les.fommcs  feront  d'au- 
tant plus  grandes  ou  plus  petites  ,  que  le  dernier  terme  fera 
plus  grand  ou  plus  petit ,  car  le  nombre  des  termes  eft  tou- 
jours le  même.  Ce  n'eft  pas  la  peine  d'entrer  dans  le  détail 
de  cette  confidération. 


408  ElEMENS    de    la    g  E'o  m  E'T  &  I;]^ 


SECTION    ïn. 

Sur  les  Rencontres  de  différentes  Courbes yOU  de  différentes 

Branches  d^une  même  Courbe.. 


Ce  que  e\fi  1232?.  T  E  HIC  fcts  du  jnot  de  Rencontre  pour  avoir  uni 
Metinterfic  .1  terme  g  ' 

tion  &  Pat-   ,         AL 


quetinterfec^  J  tcrmc  génécftl  qui  comprennc  les  InterfeStions  ig. 


Deux  Courbes  ne  peuvent  fe  rencontrer  fans  avoir  quelque 
partie  commune ,  ou  au  moins  fans  être  dans  quelque  par- 
tie infiniment  proches  lune  de  Pautre.  Le  2^  cas  femble  re-« 
tomber  datts  le  i  " ,  c  eft-à-dire  ^  que  deux  Courbes  qui  font 
en  quelque  partie  infiniment  proches  Tune  de  l'autre  y  £em- 
blent  avoir  cette  même  partie  commune  ^  du  moins  à  l'œil 
ôc  fenfiblement  ^  mais  il  eft  certain  que  les  deux  cas  font  dif^ 
férens  en  eux-mêmes,  &  peuvent  être  très-nettement  diC: 
tingués  par  la  penfée*  Lp  .1^'  eft  \interfe6iim  ôc  le  i^  Yanour, 
chemem. 

1 2  3  }•  L'interfeâion  eft  donc  une  rencontre  plus  intime 

£c  plus  parfaite  que  lattouchement. 

Shit  Tinter^      1234.  La  moindre  partie  commune  que  deux  Courbes 

feaion  fifah  puiffent  avoit ,  auffi-bien  que  deux  droites  eft  un  point  abfolu^ 

far  un  fini    ^  j^j^^g  j^g  jg^^  Courbes  fe  coupent.  Ce  font  proprement 

*  deux  côtés  infiniment  petits  des  deux  Courbes  qui  fe  cou- 

pent précifément  comme  deux  droites  >  puifqu'ils  font  lignes 
droites  y  &  ils  ont  ce  point  commun. 

1 2  3  y.  Un  point  abfolu  n'a  point  de  pofition  ^  &  par  conr. 
iifquent  ce  point  commun  aux  deux  Courbés  ne  leur  donr 
ne  aucune  pofuion  comdiune  par  rapport  à  un  même  axe 
auquel  on  les.i:apporte,&  elles  confervent  dans  l'interfeélion^ 
comme  feroient  deux  droites  >  les  deux  pofitions  diBférentesf 
qu'elles  avoient. 

12.16.  L'effet  néceflaire  de  Pinterfeâion  eft  que  les  deux 
jCourbes  ét^nt  rapportées  à  un  jpaême  axe  ^  celle  qui  étoîc 
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extérieure  à  l'autre  par  rapport  à  cet  axe  devienne  intérieure^ 
&  an  contraire ,  ainlî  qu'il  arriveroic  à  deux  droites.  II  eft 
vifible  que  cela  vient  des  deux  pofitions  différentes  des 
deux  Courbes  j  &  ne  pourroit  fubfifter  fi  les  deux  pofitions 
étoient  la  même, 

1237.  Réciproquement,  toutes  les  fois  que  la  Courbe 
extérieure  devient  intérieure  ?  H  y  a  interfe£lion. 

1238*  Les  Courbes  étant  conçues  comme  formées  de 
cotés  droits  infiniment  petis  du  i"^^  ordre  ^  fi4on  vouloit 
que  la  partie  commune  à  deuxCourbes  dans  une  interfeâion 
fôtun  Infiniment  petit  du  2^  ordre,  cette  partie,  qui  neferoit 
pas  un  point  abfolu,auroit  donc  une  étendue  &  une  pofition> 
&  la  même  pofition  que  le  coté  du  i^^  ordre  dont  elle  feroit 
partie jcar  une  droite  a  la  même  pofition  dans  toute  fon  éten- 
due, donc  les  deux  Courbes  auroient  dans  leur  interfeâion 
la  même  pofition  par  rapport  à  1  axe^donc  lextérieure  ne  de- 
viendroit  pas  néceflairement  intérieure,donc  il  n  y  auroit  pas 
néceflTairement d'imerfeâion  (  1235&  1237), ce  qui  eft 
contre  la  fuppofition.  Donc  il  y  a  contradiâion  que  Tinter- 
feâion  fe  fàiie  par  une  partie  commune  qui  foit  Un  Infiniment 
petit  du  2^  ordre.  Et  comme  ce  fera  le  même  raifonnement 
pour  tout  autre  Infiniment  petit  d'un  ordre  inférieur ,  Tin- 
terfedion  ne  peut  donc  fe  feire  que  par  un  point  abfolu- 

1239.  Quand  même  on  concevroit  les  Courbes  formées 
de  côtés  du  2^  ordre,  ou  du  3"^^  ^  &c.  et  feroit  encore  la 
même  chofe. 

'  1 240*  Si  deux  Courbes  fe  coupent ,  elles  ont  chacune 
au  point  d'interfeâion  leur  Tangente  particulière  &  différ- 
rente  9  car  ce  font  deux  côtés  différemment  pofés  par  rap'- 
port  à  Taxe  commun ,  qui  n  ont  de  commun  qu'un  point  ab*- 
lblu(  1238).  Ces  deux  Tangentes  fe  trouvent  par  l'Equa- 
tion de  chaque  Courbe.  Il  en  iroit  de  nîême  de  tel  nombre 
qu'on  voudroit  de  Courbes  qui  fe  couperoient*  cmment  u 

1241.  Une  Ordonnée  terminée  à  une  Courbe,  ne  fenêuveiUGêo- 
termine  naturellement,  &  félon  rancienne*Géométrie,qua»'^^«*  ^^"Z- 
un  point  abfolu  de  cette  Courhe ,  &  comme  cepomt  na 

Fff 
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Mfii  îtmdue  point  de  pofuion  y  on  ne  peut  avoir  par  là  la  pofitîon  de 
€e  qui  n'étoit  l'Ordonnée  par  rapport  à  la  Courbe,  ou,ce  qui  eft  le  même  > 
^'' *r4»^j»- l'angle  fous  lequel  elle  la  rencontre.  Mais  parce  qu'il  feroit 


\*^ns 


extrêmement  avantageux  de  Ta  voir,  la  nouvelle  Géométrie 
a  imaginé  une  Ordonnée  comme  en  étant  deux  parallèles 
entr'elles  &  à  toutes  les  autres ,  toutes  deux  infiniment  pro- 
ches,&  terminées  aux  deux  extrémités  d*un  côté  de  laCour- 
bé ,  qui  eft  une  droite  infinitnent  petite ,  moyennant  tjuoi 
ces  deux  Ordonnées ,  qui  n*en  valent  qu'une  >  ont  une  po^ 
fition  par  rapporta  la  Courbe. 

II  eft  clair  que/elon  cette  Hipothefe,  les  droites  ou  côtés 
dans  lefquels  la  Courbe  eft  divifée,&  la  diftance  infiniment 
petite  qu'on  donne  à  deuxOrdonnées  quFn'en  valent  qu  une> 
doivent  être  du  même  ordre  d'infiniment  petit.  Si  l'on  avoit 
conçu  les  Courbes  comme  formées  de  droites  infiniment 
petites  du  2^  ordre ,  il  auroit  failli  concevoir  les  deux  Or- 
données ,  qui  n'en  auroient  valu  qu'une^comme  n'étant  fé- 
parées  que  par  un  intervalle  infiniment  petit  du  2<^  ordre  y 
&;  toujours  ainfî  de  fuite  fi  les  côt^s  avoient  été  d'un  ordre 
plus  bas  que  le  7,^.  Mais  il  a  fuffi  de  les  concevoir  du  i^% 
&  dans  cette  Hipothéfe  les  deux  Ordonnées  en  {ontfiiffi^ 
famment  une  y  quand  elles  font  féparées  par  un  intervalle  du 
1^'  ordre. 

Je  dis  ftiffifammcHt ,  car  elles  ne  font  point exaâement  & 
rîgoureufement  une.  Elles  le  feroient  davantage  fi  elles  n^é- 
toient  féparées  que  par  un  intervalle  du  2^  ordre  y  encore 
plus  firimcrvalle  étoit  du  î^^*^,&c.Mais  elles  ne  le  feroient 
point  encore  exadement  &  rîgoureufement, &j:ela  ne  peut 
être  que  quand  elles  partiront  du  même  point  abfolu ,  &  ne 
feront  féparées  par  aucun  intervalle.  Mais  alors  elles  fe  ter^ 
mineroient  aufli  à  un  point  abfolu  de  laCourbe^  àc  n'auroient 
aucune  pofinon  par  rapport  à  elle.  On  perdroit  donc  unp 
avantage,  &  le  feul  moyen  de  le  conferver  eft  de  concevoir 
toujours  deux  Ordonnées  d'une  proximité  non  abfolue^mais 
telle  qu'elles  foient  fufEfamment  une. 
Siuetie  ij  u     1242.  La  Règle  de  çcttc/uffifançe  eft  qu  elles  foient  in- 
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finîment  plus  proches  que-deux  autres  que  Ton  eftnéceflai-  JR^''i#f^ft 
rement  obligé  de  prendre  pour  deux  j  tant  qu  elles  ne  font  ^^"'^/«^'«jî.* 
que  d'une  certaine  proximité  déterminée.  Aind  parce  que  tion. 
deux  Ordonnées  étant  féparées  par  un  intervalle  fini ,  quel- 
que petit  qu'il  foit,  il  eft  indifpenfable  de  les  prendre  pour 
deux  ;  elles  feront  fuffifamment  une,  lorfqu  onles  concevra 
infiniment  rapprochées^  ou  féparées  feulement  par  uft  inter- . 
valle  infiniment  petit  du  i^*^  ordre,  &  il  ne  fera  point  né* 
cefTaire  de  leur  donner  un  intervalle  d'un  ordre  inférieur. 

124}.  De-làil  fuit  que  s'il  y  a  des  cas  où  deux  Ordon- 
nées  féparées  par  un  intervalle  du  i  ^  "^  ordre,doi  vent  néceflai- 
rement  être  prifes  pour  deux ,  elles  ne  font  point  fuffifam- 
ment une  malgré  leur  proximité  infinie,  &  qu'il  faut  encore 
les  rapprocher  infiniment  ;  que  fi  elles  font  encore  néceflai* 
rement  deux,  il  faut  encore  les  rapprocher  infiniment  ou  ne 
les  concevoir  féparées  que  parun  intervalle  du3°*^ordre,&c. 
1 244.  Il  en  ira  de  mêmeef  général  de  toutes  les  chofes 
qui  font  dewc ,  &  que  Ton  vçut  prendre  fans  erreur  pour  une> 
en  les  rapprochant  feulement  de  Funité ,  &  lans  les  pouffer 
à  l'unité  parfaite«Car  étant  infiniment  rapprochées,elIes  font 
infiniment  moins  deux ,  &  fi  alors  elles  ont  perdu  ce  qui  les 
rendoit  deux ,  elles  font  fuffifamment  une,  &  il  feroit  inutile 
&  même  vicjeux  d'aller  à  d'autres  approximations  infini* 
ment  plus  grandes.  Celapofé,  ^ 

1247.  Quoiqu'une  Ordonnée ,  qui  fe  termine  à  Tinterfe-   AppUe»tîim 
âion  de  deux  Courbes,fe  termine  à  un  point  abfolu  (1138),  ^^Hn/^J* 
&  par  conféquent  n'ait  point  de  pofition  par  rapport  à  ctsBimsd'un 
deux  Courbes ,  on  peut  cependant  la  concevoir  comme  en  '»^'**'^'  V^*^ 
ayant  une,  aum-bien  que  toute  autre  Ordonnée  quelconque  cou^hu. 
qui ,  félon  l'ancienne  Géométrie ,  fe  terminé  à  un  point  ab- 
folu ,  &  félon  la  nouvelle,  ne  laiffe  pas  d^avoir  une  pofition. 
Mais  il  faudra  concevoir  l'Ordonnée  terminée  à  l'interfe- 
âion  comme  en  étant  deux ,  ôc  il  s'agit  de  favoir  quelles 
feront  ces  deux. 

L'Ordonnée  devenue  double  doitconferver,  autant  qu  il 
cft  pofCble^  la  nature  d'Ordonnée  terminée  à  un  point  dm- 

A  Fffi; 
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terfe£tion.  Etant  unique ,  elle  fe  terminoit  à  un  point  Gonr- 
mun  aux  deux  Courbes  y  qui  eft  abfolument  &  réellement 
tout  ce  qu^elles  ont  de  commun.  Quand  il  y  aura  deux 
Ordonnées^  on  ne  peut  concevoir  autre  chofe,finon  que  Tu- 
ne fe  terminera  encore  à  ce  même  point,  &  l'autre  à  deux 
points ,  l'un  appartenant  à  une  Courbe,  l'autre  à  l'autre, 
mais  tous  deux  fi  proches  Pun  de  l'autre ,  &  en  même  temps 
a  proches  du  premier  point  abfolu  de  Pinterfeûion ,  qu'us 

Fourrent  tous  trois  être  pris  pour  le  même,  moyennant  quoi 
Ordonnée  fera  double ,  &  ne  fe  terminera  qu'à  ce  qui  eft 
fujQifàmment  commun  aux  deux  Courbes* 
Fi  g.  X.        Soient  Mm  &  M/jl  les  côtés  des  deux  Courbes  qui  fe 
coupent  au  point  M  y  en  faifant  entr'eux  l'angle  wA//m  ,que 
je  fuppofe  fini ,  puifqu'étant  formé  par  interièâion  de  deux 
Courbes  différentes ,  rien  ne  l'oblige  à  être  infiniment  petit. 
Je  dis  que  les  points  m  ôc  /e,extrémités  des  deux  côtés  qui  fe 
coupent  en  M,  ne  font  affea^proches  ni  l'un  deTautre^  ni 
du  point  M  y  pour  pouvoir  être  cenfés  confondus,  félon 
ce  qui  vient  d'être  dit,  &  entr'eux ,  &  avec  le  point  Af  ;  & 
qu'en  l'état  où  ils  font  tous  trois,ils  font  trois  points  diftinâs, 
par  rapport  à  ce  qu'ils  doivent  être  pour  une  interfeâion» 
Car  quoique  tn&i  /â  n'aient  entr'eux  que  la  diflance  infini* 
ment  petite  du  i  ^^'  ordre  mfA^  àc  qu'ils  ne  foient  éloignés 
chacun  de  A/ que  dune  diftance  pareille,cette  proximité  ne 
fuffit  pas  pour  l'interfeâion  ,quine  fe  fait  que  quand  m&Lfi 
font  venus  en  A/,  &  les  points  m  &  fc  n'appartiendroient  pas 
21  rirïterfedion.^  Il  faut  donc  rapprocher  infiniment  m  ^fi 
Tuif  de  l'autre ,  &  de  M,  fans  que  tous  trois  cependant  de- 
viennent le  point  abfolu  Mj  &  c'efl  ce  qui  fera  fi  Ton  con- 
çoit que  les  deux  Ordonnées  P  MècpmfLy  au  lieu  d'être 
fèparées  par  un  intervalle  Pp  =dxynt  le  foient  plus  que  par 
un  Pp  =  ddx.  Alors  les  deux  Ordonnées  l  P  M  terminée 
au  point  M  y  àipmfjL  terminée  aux  deux  points  m&c  fi  pro- 
ches l'un  de  l'autre  &  de  iW  d'une  proximité  infinie  du  2.^ 
ordre^pourront  être  prifes  pour  une  feule  terminée  à  un  point 
d'interfeâion^  ôc  cette  Ordonnée  double  aura  une  poutioa 


'de  l'I  n  F  I  n  I.  Vanie  J.  SeSl.  X.  '4^5 
par  rapport  aux  deux  Courbes  ^  puifquelle  fe  terminera  au 
€Ôté  Mpkàc  la  Courbe  extérieure  infiniment  petit  dq  2,^ 
ordre,  éazxx  coté  Mm  de  l'intérieure  de  ce  même  ordre,car  p,  ^  xi. 
la  grandeur  des  côtés  fuit  toujours  celle  des  Pp  (124.1)^  & 
tous  les  côtés  d'un  ordre  quelconque  ont  une  étendue  & 
une  pofition. 

1 2^6.  PM&ip  m  fi  étant  ainfi  infiniment  rapprochées  , 
&  les  côtés  Mm ,  rw/^  étant  devenus  du  2^  ordre ,  fi  Ton 
fuppofe  les  deux  1"^  Courbes  coupées  encore  au  point  M 
par  une  3  "^^  extérieure  aux  deux  9  dont  le  côté  Mr  y  compris 
entre  PM  6cpm  /at^  fera  nécefiairement  du  2^  ordre ,  je  dis 
que  quoique  les  points  màc/i  fuffent  aiTez  confondus  pour 
une  interfedion  &  entr'eux  &  avec  M^  lorfqu'il  n'y  avoir 
que  deux  Courbes,  il  faut  rapprocher  infiniment  les  Ordon- 
nées PM  &  pmiJLr  y  lorfqu  il  furvient  une  3"^^  Courbe ,  noii 
que  les  points  m  &c  /ênc  foient  aiTez  confondus  entr'eux  6c 
avecyW,  maisàcaufe  d'un  4"^^  point r,  qui  par  la  fuppofî- 
tien  même  que  l'on  fait ,  eft  effentiellement  diftind  de  w  & 
do  /ly  car-Mr  eft  nécefiairement  conçu  comme  un  côté 
appartenant  à  la  y^^  Courbe ,  &  diftinfl  de  M/jl  &  dcMm  ; 
fans  cela  cette  i^^  n'e^  feroit  point  une  3"^^,  &  ne  feroic 
que  l'une  des  deux  1  '^MI  faut  donc  rapprocher  infiniment  r 
de  ju,  ou  de  m  confondu  avec /M,  &  pour  cela  il&ut  conce^ 
voir  Pp  =dddxj  au  moyen  de  quoi  les  quatre  points  M  y 
tn^fiécr  y  feront  fufiSfamment  confondus  pour  une  interfe-^ 
âion  de  trois  Courbes,  &  il  y  aura  une  Ordonnée  compofée 
de  deux ,  dont  Tune  PMfh  terminera  toujours  au  point  M  , 
&  l'autre/?  rw  fer  à  trois  côtés  infiniment  petits  du  3'"^  ordre  y 
chacun  appartenant  à  Tune  des  trois  Courbes, &  l'Ordonnée 

double  aura  unepofitîon  par  rapport  à  chacune  de  cesCourbes 
1 247,  Si  une  4*"^  Courbe  coupoit  ces  trois  au  point  M^. 
ce  feroit  encore  le  même  raifonnement^fic  il  faudroit  conce- 
voir Pp  =  ddddxy  &  ainfi  de  fuite.  Donc  en  général  lî 
Ton  veut  qu'une  Ordonnée  terminée  au  point  d'interfedion 
de  tel  nombre  de-Courbes  qu'on  voudra,  ait  une  pofitîon  par 
rapport  à  toutes  ces  Courbes,  il  faut  la  concevoir  formée  da 
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deuxOrdonnées  infiniment  proches  d'une  proximité  quifoît 
d'un  degré  égal  au  nomtre  des  Courbes,&  en  même  temps 
il  faut  la  concevoir  terminée  à  des  côtés  de  ces  Courbes  qui 
foientde  ce  même  ordre  d'Infiniment  petit. 
Amuefji^      I248,  Après  le  point  abfolu,  qui  eft  la  feule  partie  que 
^mrbes^'*^  deuxCoutbes  ayent  commune  dans  l'intcrfedion  réellement 
&  abfolumentja  moindre  partie  qu'elles  puiflent  avoir  com- 
mune eft  un  côté  du  i^^  ordre  >  puifou  elles  ne  peuvent  fe 
couper  dans  un  côté  d'un  ordre  inférieur  (  1 2  5  8  )•  Si  elles 
ont  donc  un  côté  commun  y  ou  plutôt  (  1 2  ^  i  )  fi  elles  font 
infiniment  proches  chacune  par  un  côté  y  elles  fe  touchent. 
1 24.9.  Les  dx  étant  fuppofés  conftans  à  l'ordinaire  j   ces 

deux  côtés  font  égaux.  Car  tout  côté  eft  l^dx^  -t-  dy-  ^  or 
ici  dy  eft  le  même ,  ce  qui  eft  évident. 

1 2  jo.  Si  les  deux  Courbes  font,  l'une  concave,  Tautre 
convexe  vers  Taxe  communal  eft  clair  qu'après  le  côté  com- 
mun elles  ne  peuvent  plus  avoir  riea  de  commun.EUes  vont 
chacune  de  deux  côtés  difFérens  après  leur  rencontre. 
Attùuehi'      1  ^5*  I  •  Mais  cela  peut  être ,  ou  n'être  pas ,  fi  elles  font 

mntfimfie.  toutes  deux  concaves  vers  l'axe. 

f  X  a.ociL  Soit  le  côté  commun  Mm ,  la  Courbe  non  pon£luée  Pex- 
térieure ,  &  la  pondu^pTinténeure.  Le  côté  commun  étant 
Mm  pondue  &  non  pondue ,  il  eft  clair  qu'immédiatement 
avant  ce  côt^  commun^langle  de  contingence  de  laGourbe 
extérieure  a  été  néceflfairement  moindre  que  celui  de  finté- 
rieure,  car  fans  cela  l'extérieure  nauroitpas  été  extérieure» 
Après  ce  côté  commun,  fi  l'angle  de  contingence  de  Pexté- 
rieure  eft  encore  moindre  que  celui  de  Tintérieure ,  Pexté- 
rieure a  le  côté  m^yèa  l'intérieure  le  côté  m  r^l'extérieure 
demeure  extérieure  comme  elle  Tétoit^ôc  les  deux  Courbes 
n'ont  abfolument  rien  de  commun  que  le  côté  Mmy  comme 
dans  le  cas  où  elles  auroient  été,rune  concave ,  l'autre  con- 
vexe vers  l'axe.  C'eft  là  un  Jimple  attouchement. 
Attâuche^      I2J2.  Maîs  fi  après  le  côté  commun  Mm,  Tangle  de 

^^âhn  "^  contingence  de  l'extérieurejeft  plus  grand  que  celui  de  Tinté- 
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rîeure  >  Pextérieure  a  le  côté  mp  y&c  rintérieure  le  côté  mr , 
c'eft-à-dire^que  Pextérieure  devient  intérieure.  Or  cela  ne  fe 
peut,  à  moins  que  le  côté  mp de  l'extérieure  >  devenue  inté- 
rieure, n'ait  coupé  le  côté  mr  dans  le  point  qui  a  fui  vi  im- 
médiatement le  point  m ,  extrémité  du  côté  commun  Mm^ 
Donc  alors  les  deux  Courbes  ont  ^  outre  le  côté  Mm ,  un 
point  abfolu  commun  qu'il  faut  compter.  C'eft  la  un  attou-- 
chement  accompagné  dtinterfeifion.  Ce  cas  eft  rare ,  &  on  en 
voit  aifément  la  raifon.  Il  peut  paroître  furprenant  ^  quand  il 
n'eft  pas  approfondi,  parce  qu'il  eft  paradoxe  que  deuxCour- 
bes  fe  touchent  &  fe  coupent  en  même  temps.L'interfeûior> 
qui  eft  vifible,en  ce  que  l'extérieure  devient  iritérieure ,  em- 
pêche de  reconnoître  l'attouchement  qui  n'eft  pas  fi  fenfible» 

125"  5»  Donc  en  général ,  quand  deux  Courbes  concaves 
vers  un  même  axe  (è  touchent,leur  attouchement  eu  fimple. 
Il  la  courbure  de  l'extérieure  eft  encore  immédiatement 
après  l^ttouchement  la  moindre  >  comme  elle  l'étoitaupa-^ 
ravant ,  &  Tattouchement  eft  accompagné  d'interfeaion,fi 
la  courbure  de  l'extérieure  devient  la  plus  grande  immédia* 
tement  après  l'attouchement. 

1 2  J4.  Il  y  a  encore  un  autre  cas  poflible ,  c*eft  qu'im-     jUtouche^ 
médiatement  après rattouchemcnt,les  deux  courbures foient  ^^^^i<>»^^^ 
égales.  mon. 

En  ce  cas  >  ou  elles  font  abfolument  &  rigoureufemcnt 
égales,ou  elles  le  font^parce  qu'elles  n'ont  qu'une  différence 
infiniment  petite  par  rapport  à  elles. 

Si  c'eft  le  i  ^^le  côté  mik  de"la  Courbe  extérieure  fe  cou- 
che fur  le  côté/wr  de  l'intérieure ,  &  par  conféquent  l'exté- 
rieure demeure  extérieure,  &  il  y  a  un  dotéle  attouchement 
fans  interfeûion. 

i2yj.  Alors  il  faut  que  la  courbure  de  Hmérieure  qui 
avant  Tattouchement  a  toujours  été  la  plus  grande  (  1 2  y  j  )  ^ 
ait  toujours  été  plus  grande-dc  moins  en  moins  par  rapport 
à  l'autre^  puifque  la  différence  des  deux  courbureS;devenue 
nulle  dans  rattouchement,a  dû  auparavant  être  décroiflantc 
Après  l'attouchement ,  il  Êtut  que  cette  diflërence  dcvicnae 
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croiflante  ,  &  c'eft  tout  ce  que  le  Terme  de  l'Egalîté  exige; 
ilpermet  que  la  courbure,  qui  étoit  croiflTante  par  rapporta 
l'autre  5  le  foit  encore,  ou  qu'elle  devienne  décroiflante  f 
pourvu  qu'elle  foit  l'un  ou  l'autre  de  plus  en  plus.  "^ 

i2j5.  Sic'eft  le  i*^%  c*eft-à-dire,  fi  la  courbure  de  la 
Courbe  intérieure eft  encore  après  l'attouchement  croiflante 
par  rapport  à  l'autre ,  la  Courbe  intérieure  demeure  toujours 
intérieure,  &  par  confequent  il  n'y  a  point  d'interfeftion  > 
&  de  plus  comme  la  courbure  efl  croiflante  de  plus  en  plus 
par  rapport  à  l'autre,  elle  devient  toujours  plus  intérieure  > 
c'eft-à-dire,  qu'elle  s'écarte  toujours  davantage  de  l'exté- 
rieure. 

1 2  y  7.  Si  au  contraire  après  l'attouchement  la  courbure  de  - 
H  Courbe  intérieure  de  vient;décroiflante  par  rapport  à  l'au- 
tre, ou,  ce  qui  eu  le  même,  fila  Courbe  extérieure  a  une  plus 
grande  courbure  >  c'eft  la  même  chofe  que  dans  l'art.  1 2  j  2  , 
&  il  y  a  interfeâion.  Mais  de  plus  la  Courbe  extérieure  de-; 
venue  intérieure  s'écarte  toujours  davantage  de  l'autre. 

12^8.  Donc  après  un  attouchement  double ,  il  peut  y 
avoir  une  interfeàion  auflî-bien  qu'après  un  attouchement 
fimple ,  ou  de  deux  feuls  côtés. 

i2jp.  Ma'mtenant  foit  le  2^  cas  de  l'art.  1254  ,  ç'eft- 
à-dire  ^  celui  où  les  deux  Courbes  qui  fe  touchent,  arrivent 
en  même  temps  à  une  égalité  de  courbure  non  absolue.  La 
mefure  de  la  courbure  eft  un  Infiniment  petit  du  2^  ordre  9 
donc  une  diflPérence  de  courbure  qui  n'empêchera  pas  l'é- 
galité ou  qui  fera  infiniment  petite  >  fera  un  Infiniment  petit 
du  3"^^  ordre.  Donc  l'une  des  deux  courbures  aura  fur  l'au- 
tre un  eiicès  de  cet  or4re.         / 

1 2tfo.Si  l'excès  appartient  à  la  courbure  delaCourbe  inté- 
i^eure,elle  demeure  intérieure  comme  ellePétoit/eulement 
les  deux  2^^  côtés  qui  fe  touchent^ôc  par  lefquels  fe  fait  l'éga- 
lité de  courbure ,  ne  font  pas  exactement  pofés  Tun  furl'au- 
fxe,  mais  ils  font  entr'eux  un  angle  infiniment  petit ,  dont  la 
bafe  ou  le  Sinus  eft  du  3"^^  ordre,  puifque  c'eft  là  la  différ 
xpnçQ  de  courbure  (  12;;^ }  j  6c  cet  angle  étant  infiniment 

plus 
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plus  petit  que  tous  ceux  de  contingence ,  les  deux  côtés 
ibnt  affez  pofés  Pun  fur  lautre  pour  n être* qu'une  même 
droite.  Il  y  a  donc  alors  un  double  atto.uchement  fans  in- 
terfeftion ,  &  c^eft  la  même  chofe  qufe  le  cas  de  l'art.  12^6. 
à  cela  près  ^  que  les  deux  2^^  cotés  font  entr'eux  un  angle 
infiniment  plus  petit  que  ceux  de  contingence. 

1261.  En  ce  cas  la  Courbe  intérieure  demeure  toujours 
intérieure.  ^ 

1252.  Si  Fexcès  de  courbure  appartient  à  la  Courba    Attouche^ 
extérieure,  il  faut  qu'après  le  i"côté  Mm,o\x  fe  fait  le 'i ^^  JJ/ jj';^^!. 
attouchement ,  la  Courbe  extérieure  devienne  intérieure  ?m  terfemon  en"- 
point  wï,  &  par  conféquent  la  coupe  à  ce  poiat.  Ce  même  ^^^ J^l^^fj'*^ 
point  eft  auflî  Ic^ommet  d'un  angle  infiniment  petit  (^Cmens^ouof 
font  entr'eux  m(A  ponâué  6c  mpL  non  pondue  j  dont  X^cuUtim. 
bafe  eft  un  Infiniment  petit  du  5'"*'  ordre ,  &  qui  n'emjfïê-  Fig.  xilL 
che  pas  les  deux  côtés  m  fi  d'être  une  même  droite.  Il  y 
a  alors  un  double  attouchement  avec  une  infeôlion  entre  les  deux 
attouchemens. 

126^.  Il  eft  vifible  que  le  cas  du  double  attouchement 
avec  urffe  interfedion  entre  les  deux  attouchemens  eft  celui 
-de  Vofculation  ou  baipmenty&L  le  fondement  de  toute  la  Théo- 
rie des  Développées.  Si  la  Courbe  ponduée  eft  un  Cercle  y 
c'eft  le  Cercle  ofculateur ,  &  la  Courbe  nonp3n£tuée  eft  la 
Développante  j  ou  celle  qui  eft  née  du  développement  de  la 
Développée.  La  différence  infiniment  petite  de  courbure  > 
que  nous  avons  fuppofée  au  point  m ,  répond  à  la  différence 
infiniment  petite  des  Rayons  ofculateurs  ,  dont  Pun  auroit 
décrit  le  côté  ponctué  ou  arc  ciçcerlaire  Mm ,  &  l'autre  l'arc 
circulaire  poiidué  mjA.  Et  même  cette  différence  de  cour- 
bure &  celle  des  Rayons  ofculateurs ,  c'eft  la  même  chofe  9 
puifque  les  différens  Rayons  ofculateurs  font  là  mefure  de  la 
courbure  de  kt  Développante* 

1 26^.  La  Courbe  extérieure^  devenue  mtérieure  y  ne  peut 
redevenir  extérieure  immédiatement  après  Tofculation.  Ou  ^ 
ce  qui  eft  la  même  chofe ,  après  le  côté  commun  w  f«  un  3™''  • 
.côté  nonpondlué  ne  peut  devenir  extérieur  à  un  pon£lué| 
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car  Texcès  de  courbure  au  point  iw,  appartenant  à  la  Courbe 
qui  étoit  extérieure  ou  non  ponduée,  lui  appartiendra  encore 
dans  la  fuite ,  &  par  conféquent  la  Courbe  non  ponduée  > 
devenue  intérieure  y  Continuera  de  l'être. 

M.  Varignon  a  démontré  dans  les  Mém.  de  TAcad,  de 

171  ?.  pag.  125  &  fuiv.  un  entrelacement  de  Courbes  dans 

une  ofculation ,  tel  qu'on  prouve  ici  qu'il  «ft  impoffible  :  mais 

cet  entrelacement  fe  fait  avec  irois  Courbes  ^  ce  qui  n  a  rien 

•de  contraire  à  ce  que  nous  difons. 

'  1 25 f., Cela  même  nous  donne  lieu  de  faire  appercevoîr 
ici  en  général  ce  qui  arriveroit  à  trois  Courbes  ou  à  un  plus 
grand  nombre  gui  fe  rencontreroient  de  toutes  les  diflféreiv- 
tes  manières  dont  nous  avons  vu  que  fe  rqpcontreroient  deux 
Courbes.  Mais  après  ce  qui  a  été  dit,  ces  différens  cas  n  en 
fAoient  que  plus  compliqués  >  &  n'auroient  aucune  difficulté 
nouvelle,  Ainfi  il  feroit  inutile  de  s'y  arrêter. 
Trineipedu      12.66.  Venous  aux  rcncontrcs  des  différentes  Branches 

rinlLt"    ^^^^  ^^^^  Courbe. 

dansiesf^ints      II  femblc  d'abord  qu'il  n'y  ait  qu'à  regarder  ces  différentes 

**^/'r^/^""  branches  d'une  même  Courbe  comme  différentes  Courbes  j 
uTh/Â7hs  &  cela  eft  vrai,  pourvu  qu'on  prenne  Téquation  particulière 
d'une  mimé  Je  chaque  branche  •  fi  on  la  peut  avoir.  Tout  revient  à  ce 
qui  a  été  dit. 

Mais  comnje  réelkment  cœ  différentes  brftnches  appar- 
tiennent à  une  même  Courbe,  &  font  comprifes  dans  une 
équation  totale ,  qui  d'ailleurs  n'eft  pas  toujours  aifée  à  divi- 
fer ,  il  faut  pouvoir  \qs  prendre  telles  qu'elles  font. 

Elles  ne  peuvent  fe  reUcpntrer  que  comme  feraient  diffé- 
rentes Courbes.  Mais  les  Tangentes  àts  points  de  rencontre 
qui  n'ont  nulle  difficulté  en  différentes  Courbes  >  parce  qu'on 
prend  chaque  Tangente  à  part ,  ni  en  différentes  branches 
a  une  même  Courbe,  quand  on  les  regarde ,  ôf  qu'on  les  peut 
regarder  comme*  différentes  Courbes ,  ont  de  la  difficulté  y 
quand  on  regarde  ou  qu'on  eft  obligé  de  regarder  les  diffé^ 
•  rentes  branches  comme  appartenant  à  une  même  Courbe  , 
&  qu'il  faut  tirer  ces  Tangentes  de  l'Equation  totale^-C'eftlàu 
de  quoi  il  s'agit  préfemement^ 
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Ce  que  nous  avons  établi  dans  les  art.  1 24 1 ,  &c.  1 247  ^ 
fur  rOrdonnée  qui  fe  termine  au  point  d'interfedion  de 
différentes  Courbes ,  étoit  inutile  par  rapport  au  calcul  des 
Tangentes  de  ces  Courbes  au  point  d'inferfedion  ^  mais  non 
par  rapport  à  la  Théorie  «générale  ;  &  préfentement  cela  efl: 
néceflaire  &  pour  la  Théorie,&  pour  le  calcul  des  Tangentes 
:5U  point  d'interfedion  de  différentes  branches  d'une  Courbe. 

Quand  une  Courbe  a  différentes  branches  par  rapport  à 
une  même  partie  de  l'axe  >  il  lui  eft  eflTentîel  que  chaque 
Ordonnée  ^  puifque  félon  la  nouvelle  Géométrie  les  Ordon- 
nées ont  une  pofition  par  rapport  à  la  Courbe ,  ait  autant 
depolîtions  qu  il  y  a  de  différentes  45ranches  auxquelles  elle 
fe  termine.  Donc  l'Ordonnée  terminée  au  point  d 'interfec- 
tîon  de  différentes  branches ,  a  autant  de  pofîtions  qu'il  y  a 
de  branches  qui  fe  coupent.  Oi:  alors  il  fiiut  la  concevoir 
comme  formée  de  deux  Ordonnées  infiniment  proches  d'une 
proximité  qui  folt  d'un  degré  égal  au  nombre  des  branches  > 
&  en  même  temps  il  faut  concevoir  ces  deux  Ordonnées 
comme  terminées  à  des  côtés  qui  foient  de  ce  même  ordre 
d'Infiniment  petit  (1147).  Donc  la  formule  des  Soutan- 

gentes  étant  ^^,  elle  devient  alors  >  fi  deux  branches  fe 
coupent  jl££l ,  ou^JAÉl  s'il  y  en  a  trois ,  Ôc  aînfî  de  fuite. 

ddy  dddy 

1267.  Doncj  poul:  avoir  les  Tangentes  du  point  d'^inter- 
fe£tion  de  différentes  branches  d'une  même  Courbe ,  il  faut 
autant  de  différentiations  fuccefGves  de  a:  &  dty  ^  qu'il  y  a 
de  branches.  S'il  n'y  a  qu'une  branche  ^  auquel  cas  il  ne  peut 
y  avoir  d 'interfeâion ,  il  ne  faut  différentier  x  Sx,  y  qu'une 

fois ,  ce  qui  donne  la  formule  ordinaire  ^!j^,  mais  s'il  y  a  deux 

branches  quife  coupent^  elle  devient -^-^îîiî,  &c. 

i2(J8.  On  voit  affez  que  cela  vient ,  félon  tout  ce  qui 

•  a  été  dit,  de  ce  que  dans  le  cas  de  rinterfediôn  de  plufieurs 

branches ,  &  même  plus  généralement  dans  celui  de  Tinter- 

feûion  de  plufieurs  Courbes,il  faut  regarder  le  côté  de  chaque 

.Gggij 
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1275'.  Il  ne  fera  donc  pas  néeeflaire,  pour  avoir  la  Soa-^ 
tangente  de  ce  point  d'attouchement,de  changer —^  ^^^'TT^ 

&  on  aura  cette  Soutangente  comme  fi  les  deux  branches 
avoient  été  deux  Courbes  différentes  ;  &  parce  que  les  deux 
branches  fe  touchent ,  elles  auront  toutes  deux  la  même  Tan- 
gente en  ce  point  9  ou  la  même  Soutangente ,  6c  par  confé- 
quent  une  Soutangente  trouvée  fera  la  même  que  Taucre. 

1275.  Mais  fi  on  veut  trouver  en  même  temps  les  deux 
Soutangentes  y  c'eft-à-dire ,  une  Soutangente  telle  qu  elle  ait 
deux  valeurs  égales^ce  qui  eft  plus  précifément  le  cas  de  deux 

branches  qui  fe  touchent  >  alors  il  fiiut  aller  jiifquli^^^j^^  ce 

qui  eft  permis  (  1 274  )• 

1277*  La  diflférence  des  deux  cas  d'interfeflîon  &  d'at-»' 
touchement  ne  paroîtra  >  qu'éh  ce  que  l'un  donnera  deux 
Soutangente^  Inégales ,  &  l'aigre  deux  égales. 
•  1 278.  En  général  ce  n'eft  donc  que  pour  avoir  enfembic 
&  en  même  temps  toutes  les  Soutangentes ,  tant  des  points 
d'attouchement  que  dlnterfe£lion  de  différentes  branches 
d'une  même  Courbe ,  qu'il  faut  également  pour  les  uns  & 

pour  les  autres  cas  pouffer  la  différentiation  de  ^  juf^iu'à  un 

nombre  égal  à  celui  des  branches ,  car  je  fuppofe  que  tout  ce 
qui  a  été  dit  de  deux  branches  s  s'entend  d  un  nombre  quel- 
conque. 

Tout  cela  revient  à  ce  que  M.  Saurin  a  démontré  fuc 
cette  matière  dans  les  Mémoires  de  l'Acad.  de  1 7 1  tf ,  p.  55 
&27;.  ^ 


# 
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SECTION  IV. 

Sur  les  Figures  ifoperimetres^ 

*  ï^^TP*  T  E  Périmètre  d*une  Figure  eft  la  fomme  des  lignes 
JL^qui  la  terminent.  Les  Figures  ifoperimetres  font 
celles  en  qui  cette  Somme  eft  égale ,  quoique  les  lignes  dont 
elle  eft  formée  puiffent  être  en  nombre  différent ,  &  diffé-^ 
^  remment  difpofées  entr'elles.  Et  comme  félon  ces  différen- 
ces les  Figures  ifopelrimetrcs  ont  des  aires  ou  capacités  plus 
ou  moins  grandes  ^c'eft  là  ce  que  nous  allons  confîdérer> 
pour  donner  un  exemple  de  propriétés  ^  dont  la  naiffance 
apperçue  dans  l'Infîniment  petit  y  donne  lieu  de  les  fuivre 
dans  le  Fini  où  Ton  en  trouve  laccompliffement  ;  &  même 
dans lexemple  que  nous  allons  prendre ,  c*eft  Tlnfiniment 
petit  qui  eft  la  fource  naturelle  de  la  démonftration- 

1280.  Soit  un  Fil  fans  largeur ,  dont  la  longueur  eft  dé- 
terminée ,  &.  connue ,  &  =  a*  Ce  fera  le  périmètre  conftànr 
de  toutes  les  Figures  qu'on  en  formera. 

D'abord  fi  je  couche  les  deux  moitiés  du  Fil  exaâement 
Tune  fur  Tautre ,  Taire  eft  abfolument  nulle  >  &  il  eft  vifible 
que  cela  vient  de  ce  que  je  nVi  formé  ni  côtés  ni  angles.  H 
hm  donc  ^  pour  avoir  une  aire  ^  former  au  moins  un  TrisUi* 
gle ,  le  moindre  des  Poligones, 

1 28 1  •  Pour  m'écarter  le  moins  qu'il  fe  puiffe  du  cas>pré-  TrUn^uin^' 
cèdent ,  je  forme  le  Triangle  abc  y  dont  la  bafe  <î r  eft  infîni-^''''»^»^  f^'V^ 

ment  petite ,  &  les  deux  côtés abybcj  font  chacun  ==  —  ; ^^^^ ^fifi^*^ 
la  bafe  eft  donc  r^ ,  &  le  périmètre  -f  -H  7-  -4-  -^=  ^ 


comme  il  doit  être.  Il  eft  clair  qu'en  abaiftant  du  fommet  b 
fur  la  bafe ,  la  perpendiculaire  bd  qui  eft  encore  ==  -^>  le^ 

Triangle  ^^^  eft  f  x  ^^  x  -^  5=  f^,  &  par  conféquent 


étdx 
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le  yriangle  total  abc  cû.  ==  -~ ,  aire  infiniment  petîte# 
^econdTr$4i>^      1282.  Je  puis  encore  avec  le  même  Fil  a  ,  former  un 
\!tit  if^éri'  autre  Triangle  yf  JS  C  infiniment  petit ,  dont  l'angle  obtus 
mètre.         y4 B C  kr^L  infiniment  petit  différent  de  1*80  ,  &  les  deux 
Fi  G.  XV.  angles  fur  la  bafe  infiniment  petits.  En  fàifant  auflî  ee  Trian- 
gle ifofcele ,  ce  qui  eft  fa  formation  la  plus  naturelle  ,  y^  C 
fera  =  ^^  àc  AB  6c  BC chacune  ==  ^  ,  à  caufe  de  la 

différence  infiniment  petite  de  yîB  &  de  ÂD  moitié  de  AC. 

Si  Ton  nomme  dx  la  perpendiculaire  BD ,  Paire  fera 

12 83.  En  cherchant  ce  qui  rend  ces  deux  aires  infîni-î' 
ment  petites  >  je  vois  que  le  Triangle  abc  z  deux  côtés  in- 
finiment plus  grands  que  le  troifieme  9  &  un  angle  infiniment 
plus  petit  que  les  deux  autres  y  &  que  le  Triangle  A  BCz 
un  angle  infiniment  plus  grand  que  les  deux  autres.  D'où  je 
vois  que  c'eft  Pinégalité  infinie  ,  foit  f  ntr.e  les  angles  >  foit 
'entre  les  côtés ,  qui  rend  les  aires  infiniment  petites  ;  &  en 
effet  >  fi  l'on  ôte  cette  inégalité  infinie ,  c'eft-à-dire ,  fi  Ton 
forme  des  Triangles  y  dont  tous  les  côtés  &  les  angles  foient 
finis  j  on  aura  des  aires  finies^  infiniment  plus  grandes  par 
conféquejit  qu'elles  n  étoient.  ^ 

ÇiG.  XIV.      1284.  Une  bafe  ^r  ou  /^C  étant  déterminée  pour  être 
la  bafe  d'un  Triangle,  &  la  fomme  des  deux  autres  côtés  étant 
déterminée  auflî  y  le  Triangle  n'aura  jamais  une  plus  grande 
aire  que  quand  il  fera  ifofcele.  Car  la  perpendiculaire  ^  ^  ou 
B  D  fera  plus  grande  en  ce  cas  qu'en  tout  autre  ^  ce  qu'il  eft 
aifé  de  voir  ^  &  de-là  fuit  le  relie.  Cela  confirme  déjà  que 
l'égalité  des  côtés  fait  à  la  grandeur  de  l'aire  y  &  je  commen- 
ce à  préfumer  que  le  Triangle. équilatéral  fera  le  plus  grand 
de  tous  les  ifopérimetres. 
^lueUTrian"      1285".  Il  fuit  de  l'art,  précédent,  que  fTjc  forme  fucccf- 
pLf'^'^^d^  fivement  diflférens  Triangles  avec  le  fil  a ,  à  chaque  fois  que 
que  tous  les  j'en  ai  déterminé  une  portion  quelconque  pour  être  la  bafe  y 
•  ^^f^^lJl  1^  Triangle  ifofcele  que  j'en  pourrai  former  fera  plus  grand 
^lfifiHml^i\Pi^  tQUS  1^8  Scalenes  poffibles. 

i28(J; 


tres^ 
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\2Î6.  Si  je  conçois  qire  le  Triangle  infiniment  petit 
jIBCj  demeurant  toujours  ifofcele,  augmente  toujours  par 
la  diminutjon  fucceffive  &  graduée  de  l'angle  obtus  ABC 
infiniment  peu  différent  de  1 80 ,  il  deviendra  tous  les  Trian- 
gles amblygones  j  tant  que  l'angle  ABC  fera  plus  grand  que 
po  i  enfuite  un  Triangle  redangle ,  quand  ABC  fera  de  5^0 , 
&  après  cela  tous  les  Triangles  oxygones,  jufqu'à  ce  qu'enfin 
il  devienne  le  Triangle  abc  infiniment  petit.  Je  fuppofc 
tous  ces  Triangles  ifofceles ,  parce  qu^ils  feront  toujours  plus 
grands  que  les  Scalenes  correfpondansqui  auront  même  bafe 
(  1 28  y  )•  Cette  Suite  de  Triangles  ifofceles  d'abord  croiflante 
commencera  donc  par  un  Infiniment  petit ,  &  fe  terminera 
par  un  Infiniment  petit ,  d'où  il  fuit  néceffairement  qu'elle 
aura  dans  fon  cours  un  plus  grand  jufqu'auquel  elle  croîtra  9 
tBc  après  lequel  elle  décroîtra.  De  plus  ^  ce  plus  grand  fera  un 
Terme  naturel ,  &  non  pas  arbitraire  i  ce  qui  eft  évident,  & 
par  conféquent  ce  fera  un  Triangle  unique  &  fingulier  en 
fon  efpece.  Or  dans  toute  cette  Suite ,  il  n'y  en  a  que  deux 
ainfi  caraûérifés  y  le  Triangle  re£langle  ifofcele ,  6c  Tequila* 
téral  y  ce  fera  donc  l'un  des  deux. 

1287.  Je  dis  que  c'eft  l'équilatéral ,  &  quoique  la  pré- 
somption foit  déjà  forte  pour  lui  ^  je  m'en  aflure  abfolument 
par  le  calcul. 

Chaque  côté  de  cet  équilatéral  eft  =  — .  Donc  la  per- 
pendiculaire ,  menée  du  fommet  fur  la  bafe  >  eft  ^  j jf 

. — .  |/IZ?  =—  V^îr=  rT::=  -^.  Donc  l'un  des  deux 


Triangles  égaux  >  dans  lefquels  le  Triangle  total  a  été  divifé> 
eft  r  X  ^  X  f  ==  -^ ,  &  le  Triangle  total  =  -^. 

1      2V3       ^  14*^3  ^  111^3 

Pour  avoir  Taire  du  Triangle  reSangle  ifofcele,  j'appelle  x 
un  de  fes  petits  côtés.  Son  périmètre  eft  donc  2  x  -+-  x  V% 

fl.  Donc  X  =s     ^  , . Donc xx  =  — —A* -_^=  ■   /**    ; 

Hhh 
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Or  la  moitié  de  cette  grandeur  eft  Taire  du  Triangle,  qui  eft 


donc 


sa 


;Donc  le  Triangle  équilatéral  eft  au  reûanglc  ifofcele  :  : 


-^  •  — — —  :  :  Il  -H  8  v'i  .  12  v^j  :  :  3  -+-  2  v^a .  3  v^s* 

Or  en  quarrant  ces  grandeurs,  on  trouvera  que  la  i"  eft  un 
peu  moindre  que  34,  &  la  2^""  =  27»  Donc  le  Triangle 
équilatéral  eft  plus  grand  que  le  reûangle^quoique  de  fort  peu. 
OueleTrUn^  I288.  Donc  le  Triangle  équilatéral  eft  le  plus  grand  de 
iai  Iruph^^^^  ^^^  ifopérimetres  polfibles ,  puifqu  il  eft  plus  grand  que 
grand  de  tous  tous  ks  ifofceles^  &  qu'il  n'y  a  aucun  Scalene  qui  ne  foit  plus 
Us  ifopérime-  pg^j^  qu  un  ifofcelc  de  même  bafe,  félon  fart*  1  x8 y. 

Il 8p.  Pour  concevoir  diftindement  la  manière  dont  la 
Suite  des  Triangles  ifofceles  ifopérimetres,  commençant  par 
l'amblygone  yîBCy&c  terminée  par  loxygone  alfc  ,  peut  être 
graduée ,  il  faut  concevoir  que  le  Triangle  re£tangle  eft  pré- 
çifément  au  milieu  de  cette  Suite  >  ôc  ùït  la  féparation  des 
amblygones  &  des  oxygones.  L'amblygone  qui  précède  im- 
médiatement ce  reâangle  a  (on  angle  obtus  ou  du  fbmmec 
d'une  certaine  quantité  plus  grand  que  po ,  ôc  Toxygone  qui 
fuit  immédiatement  le  reâangle  a  fon  an^le  du  fommet  de  la 
même  quantité  moindre  que  po ,  &  toujours  ainfi  de  fuite  ^ 
de  forte  que  l'angle  a  l^c  du  fommet  d'un  oxygone  quelcon- 
que eft  toujours  par  là  néceifairement  double  de  Tangle  BAD 
on  B  CD  dçh  bafe  de  l'amblygone  correfpondant.  Tant  que 
les  Triangles  font  finis ,  on  peut  prendre  un  degré  pour  la 
quantité  dont  l'angle  obtus  de  chaque. amblygone  croît  à 
chaque  pas^à  compter  depuis  le  Triangle  redangle,  &  pour 
la  quantité  dont  l'angle  du  fommet  de  chaque  oxygone  dé- 
croît auffi  à  chaque  pas. .  Dans  l'Infiniment  petit  cette  éga- 
lité d'éloignement,  à  l'égard  du  Triangle  redangle,  fubfifte 
encore,  &  l'angle  abc  eft  double  de  jByf />  par  la  même 
raifon  que  dans  le  Fini. 

i^po.  On  peut  donc  concevoir  la  Suite  des  Triangles 
ainfi  di(pofée.  vf  fiC,amblygonc  infiniment  peut, amblygones 
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finis ,  atnblygone  dont  Tangle  du  fommet  eft  de  1 10 ,  corref- 
pondant  de  l'Equilatéral,  amblygones  dont  l'angle  du  fom- 
met eft  moindre  que  1 2.0 ,  Rectangle  au  milieu  de  la  Suite  ^ 
oxygones  dont  l'angle  du  fommet  eft  plus  grand  que  60  j 
Equilatéral  le  plus  grand  de  tous ,  oxygones  dont  l'angle  du 
fommet  eft  moindre  que  60  y  aie  inBntment  petit. 

1 2p  1  •  La  perpendiculaire  bd^  qui  eft  néceflTairement plus 
grande  dans  les  Triangles  oxygones  que  dans  les  ambly- 
gones, eft  plus  grande  dans  Toxygone  infiniment  petit  abc 
qu^elle  ne  peut  être  dans  aucun  oxygone  fini>  car  elle  eft; 

^(ii8i)>6cileft  vifible  que  ni  cette  perpendiculaire  f 


ni  même  le  côté  ab  qui  eft  plus  grand ,  ne  peut  être  dans 
aucun  Triangle  fini  égal  à  la  moitié  du  Fil  a. 

1291.    De  même  dans  l'amblygone  infiniment  petit 

^BCj  Iabafey^C==-~  (128a)  eft  plus  grande  quelle  ne 

peut  jamais  être  dans  aucun  Triangle  fini. 

I2p3.  Dans  toute  la  Suite  des  Triangles,  depuis  ABC 
jufqu'à  abc ,  les  bafes  vont  toujours  en  décroifiant,  ôc  les 
perpendiculaires  en  croiflànt« 

I2p4.  Dans  les  deux  Triangles  extrêmes  infiniment  pe- 
tits 9  on  peut,  à  caufe  de  l'infinie  petitefle ,  prendre  BD  pour 
Tare  circulaire  décrit  du  centre  j1  &  fur  le  rayon  A  B ,  qui 
mcfure  langle  BADy  &  de  même  a c  pour  lare  circulaire 
décrit  du  centre  b  fur  le  rayon  ^^,  qui  mefure  Tangle  abc^ 
Or  Tangle  abc  eft  double  de  BAD  (i2&p) ,  donc  lare  ac 
feroit  double  de  l'arc  B  D  s^ils  étoient  décrits  fur  le  même 

rayon.  Mais  de  plus  le  rayon  ba  ==  -^ ,  eft  double  de  AB 

==  j-  (1282)  ,  donc  ac  .  BD  ix  ^  .  i  j  d'ailleurs   bd 

t==Y  ==  -^^'  I^ônc  ac  y.  bd .  BD  x  AC  ::  4.1.  Or 

ac  y  bd  cû  z  BD  X  AC  comme  Taire  du  Triangle  abc 
à  celle  du  Triangle  ABC. 

1 2p  c.  Dans  toute  la  Suite  fuppofée  des  Triangles ,  aucuti 

Hhh.ij 
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oxygone  fini  ne  peut  avoir  un  auifi  grand  rapport  à  l'ains- 
blygone  correfpondant ,  que  celui  de  loxygone  extrême  abc 
à  l'amblygone  extrême  ABC  Car  v* , dans  le  Fini  aj;  eft  la 
corde  de  l'arc  qui  mefure  l'angle  abc  dans  un  Cercle  décrit 
fur  le  rayon  ^^ ,  &  5  £>  eft  le  Sinus  de  l'angle  BAD  dans 
un  Cercle  dont  le  rayon  eft  AB.  Donc  l'angle  abc  étant 
double  ^QÈAD.ac  feroit  double  à^BD  ,Ç\ba  &i  AB 
Soient  des  rayons  égaux ,  puifque  dans  un  même  Cercle  la 
corde  du  double  d'un  arc  eft  double  du  Sinus  de  cet  arc. 
JVÎais  bafx.  AB  ne  font  pas  des  rayons  égaux.  Il  eft  biea 
vrai  que  ba,  côté  d'un  oxygone ,  eft  toujours  plus  grand  que 
-^B ,  côté  d'un  amblygone ,  ce  qui  rend  le  rapport  deacz. 
B  D  pbs  que  double ,  mais  cela  ne  peut  le  rendre  quadruple 
dans  le  Fini ,  car  il  fàudroit  que  ^  a  fut  double  de  AB  comme 
dans  rinfiniment  petit.  Or  le  côté  *  <»  eft  toujours  dans  le 

fini  moindre  que-f  (i*pi),  &  le  côté  AB  toujours  plus 

grand  que  -,  puifque. la bafe  ^C;=  7  dans  l'Infiniment 

petit  y  eft  la  plus  grande  qu  elle  puiffe  être  (  1 2^2  )»  Donc 
^  r  ne  peut  jamais  dans  le  fini  être  quadruple  do  B  D. 

20,  Depuis  Tamblygone  extrême  y^iSCjufqu'à  Toxygone 
extrême  ^  ^  r  ^  les  perpendiculaires  BD  ou  bd  ont  toujours 
crû,  ôc  les  bafeis  y^C  ou  ac  toujours  décru  (1293),  &  la 
plus  grande  perpendiculaire  ^^^qui^ft  celle  du  Triangle 
extrême  aèc  i  n  eft  qu'égale  à  la  bafe  y^Cdt  l'autre  Triangle 
extrême.  Donc  dans  tout  le  Fini  la  perpendiculaire  ^^i  d^un 
oxygone  quelconque  a  été  moindre  que  la  bafe-  yf  C  de 
1  amblygone  correfpondant. 

Donc  les  aires  de  deux  Triangles  correfpondans^  étant 
toujours  :i  ac  X  bd.  AC  y.  BD  y  ac  no  pouvant  jamais 
dans  le  fini  être  quadruple  de  B  D ,  àc  bd  étant  toujours 
moindre  que  ACj  il  eft  impoflible  que  dans  leîirÂac  x  bd 
foit  quadruple  de  AC  x  BD. 

1296.  De -là  il  fuit  que  plus  deux  Triangles  correfpon*- 
daû6  finis  fgnt  proches  des  deux  extrêmes  ^  plus  l'aire  de 
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foxygone  eft  grande  par  rapport  à  celle  de  Tamblygone  > 
quoiqu'elle  n'en  puifTe  jamais  être  quadruple. 

1 2p7,  Les  Triangles  correfpondans  étant  toujours  pris 
deux  à  deux^  à  commencer  par  les  deux  extrêmes  y  leurs  aires 
approchent  d^autant  plus  de  l'égalité  j  qu'ils  approchent  plus 
de  part  ôc  d'autre  du  Triangle  re£tangle  qui  fait  la  réparation 
des  oxygones  6c  des  amblygones. 

12^8.  Cependant  les  deux  Triangles  les  plus  proches 
de  part  &  d'autre  du  Redangle  n'arrivent  point  à  l'égalité  > 
car  le  Triangle  équilatéral  y  qui  eft  un  oxygone  y  eft  le  plus 
grand  de  toute  la  Suite  ( 1 28  8  )  ;  or  en  commençant  toujours 
la  Suite  par  Tamblygone  infiniment  petit  AB  C,  l'équilatéral 
eft  au  de-là  du  re£langle«  Donc  dans  tout  Fefpace  oh  font 
compris  les  oxygones^  depuis  l'équilatéral  jufqu'au  reâangle> 
£c  Tes  amblygones  depuis  le  reâangle  jufqu'à  Tamblygone  y 
dont  l'angle  obtus  eft  1 10  ^  qui  eft  le  correfpondant  de 
Péquilatéral  y  chaque  amblygone  eft  plus  petit  que  l'oxygone 
correfpondant.  De  là  il  fuit  que  les  Triangles  correfpondans 
font  feulement  d'autant  moins  inégaux  qu'ils  font  pris  plus 
proches  du  Reâangle. 

12pp.  On  peut  même  voir  que  les  Triangles  pris ,  non 
plus  deux  à  deux  de  part  6c  d'autre  du  Reébngle  y  mais  de 
fuite  depuis  l'amblygône vf  fi  C,  en  allant  vers  TEquilatéral^ 
font  d'autant  moins  inégaux  entr'eux^  qu'ils  font  plus  éloignés 
de  ce  Triangle  y^BC  ou  de  l'origine  de  la  Suite.  Âinfi  on 
trouvera  y  par  exemple  ^  que  l'amblygone  dont  l'angle  obtus 
eft  de  120  >  &  qui  eft  le  correfpondant  de  l'Equilatéral  > 

ayant  une  aire  qui  eft    ^^^^^    égale  a  très-peu  près  à  -iV 

eft  beaucoup  plus  petite  par  rapport  à  celle  du  Rectangle  qui 

eft ~r-  (  1287  )  que  celle  du  Redangle  ne  l'eft  par 

rapport  à  celle  de  l'Equilatéral  qui  eft  j^^-*  Car  les  quarrés- 

de  la  grandeur  qui  exprime  Taire  de  TAmblygone ,  &  de  ce^- 
\&  qui  exprime  le  Reftangle  y  font  ::  1587 .  ?o2y.  Et  les. 

HhhiijL 
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quarrés  des  grandeurs  qui  expriment  les  aires  du  Reâangle 
&  de  TEquilatérai ,  font  ::  27  .  34  (  1 287  ). 

ijoo.  De -là  il  fuit  que  les  diflférences  des  Triangles 
vont  en  décroiflant ,  depuis  TAmblygone  infiniment  petit, 
du  moins  jufqu  a  TEquilatéral  ;  &  pour  voir  fi  elles  pafTenc 
au  de-là  en  décroiflant  encore,  il  faut  concevoir  une  Courbe 
dont  les  Ordonnées  infiniment  proches  repréfentent  par  leurs 
rapports  >  ceux  des  aires  de  tous  les  Triangles  poflibles  infi- 
niment peu  difiérens  ,  depuis  TAmblygone  yfBC  jufqu'à 
rOxygone  a6c.  Les  différences  des  Ordonnées  feront  donc 
décroiffantes  depuis  TAmblygone  -^JSCjufqu  a  TEquilatéral. 
Mais  comme  cet  Equilatéral  eft  un  plus  grand  y  la  diflférencç 
y  deviendra  néceflairement  nulle  félon  la  Loi  des  Courbes, 
&  par  conféquent  depuis  TEquilatéral  jufqu  a  fOxygone  abc, 
les  différences  des  Ordonnées,  ou  des  Triangles  feront  croi^ 
iàntes. 

ijor.  Cette  Courbe  fera  concave  vers  fon  axe  dans 
tout  fon  cours  ^  puifque  depuis  fon  origine  jufqu'à  fa  plus 
grande  Ordonnée,  fes  Ordonnées  feront  croiflantes,  &  leurs 
difiérences  décroifiantes  y  &  que  depuis  fà  plus  grande  Or« 
donnée  jufqu  a  Textrémité  y  lés  Ordonnées  feront  décroif- 
iantes y  &  leurs  différences  croiflantes.  La  Courbe  fera  pa« 
xallele  à  fon  axe  au  point  de  fa  plus  grande  Ordonnée* 

1 302.  Far  la  formation  de  cette  Courbe  qui  monte  àc 
redefcend  y  6c  qui  par  conféquent  aura  une  infinité  d'Or^ 
données  du  cours  montant  égales  à  d  autres  du  cours  defcen- 
dant ,  il  eft  clair  qu'il  y  aura  une  infinité  de  Triangles  ifopé- 
rimetres  égaux ,  mais  ils  ne  feront  pas  correfpondans. 

1 303.  On  peut  penfer  que  le  Triangle  oxygone  extrême 
a  une  plus  grande  aire  que  lamblygone  correfpondant ,  par- 
ce qu'il  a  une  plus  grande  égalité,  ou  moindre  inégalité  de 
côtés  &  d  angles.  Cela  paroît  d'abord  paradoxe:  car  Tox  y  go- 
ne  ayant  un  angle  infiniment  petit  &  deux  finis ,  un  côté  infi- 
niment petit  &  deux  finis  j  il  y  a  une  inégalité  infinie  tant 
entre  deux  côtés  &  le  5""%  qu'entre  deux  angles  &  le  }"S 
au  lieu  que  dans  Famblygone ,  les  trois  côtés  étant  finis  ,  il  n  y; 
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a  entr'eux  qu'une  inégalité  finie  ,  &  il  n'en  refte  une  infinie 
qu'entre  un  de  ^^s  angles  qui  eft  fini ,  &  les  deux  autres  infi- 
niment petits.  Mais  c  eft  par  cette  raifon  là  même  que  Tam- 
blygone  eft  plus  inégal , jpuifqu il  n'a  pas  comme  loxygone 
la  même  inégalité  entre  (es  côtés  qu  entre  fes  angles. 
/    1 304.  Maintenant  fi  avec  le  Fil  a  on  fait  un  Quadrilate-    Sn^drita^ 
re ,  que  je  fiippofe  être  un  parallélogramme  ou  Rhomboïde ,  ^Z'tJf'^^x 
dont  le  côté  ^^  eft  plus  grand  que  bcyW  eft  clair  que  h  Triangles pri^ 

cêdens, 

fomme  de  ^^  &  de  ^r  eft  ==  7-  >  ^  ^^  V?ikQ  du  parallélo-  p^^.^  xvi. 

gramme  cû  abx  afj  af  étant  une  perpendiculaire  qui  me- 
fure  la  diftance  de  ^7^  ôc  de  de. 

1 3 o y .  Si  je  fais  l'angle  bad infiniment  petit  >  ce  qui  rend 
af  infiniment  petite  ^  &  fi  en  même  temps  les  4  côtés  du 

Rhomboïde  font  finis  y  l'aire  fera  dx  x  ^  yXz  perpendicu- 
laire af  étant  appellée  dx^&L  ^  étant  Texpreffion  du  côté 

€tby  dans  laquelle  n  eft  un  nombre  indéterminé  qui  dépend 
du  rapport  que  ab  aura  zbc.  Donc  l'aire  eft  infiniment  petite  > 
&  en  dFet  deux  côtés  confécutifs  ab  bibcno,  font  alors  que 
couchés  fur  les  deux  autres  prefque  exaâement  en  ligne 
droite.  ' 

I  ^06.  Si  je  fais  le  côté  AD  infiniment  petit,  les  quatre Fig.  XVII;. 
angles  étant  finis,  y^Fefl  encore  infiniment  petite ,  &  AB  eft 

s=^.  Donc  l'aire  eft  i^  x  -^,  infiniment  petite.  H  eft 

évident  que  ce  font  là  les  deux  feules  manières  dont  je  puifle 
faire  deux  Rhomboïdes  infiniment  petits. 

1 307.  Si  je  prends  celui  de  la  Figure  xvr^  &  qu'en  laiP 
fant  les  côtés  finis  &  de  la  même  grandeur ,  j'augmente  tou- 
jours également  l'angle  infiniment  petit  bad  y  an  que  je  con- 
tinue toujours  de  même  après  qu'il  fera  devenu  Fini,  la  per- 
{)endiculaire  ^/augmentera toujours,  le'côté  ab  demeurant 
e  même  ,  &  par  conféquent  le  produit  afy.  ab  fera  toujours 
Ï>lus  grand  y  jufqu'à  ce  qu'enfin  l'angle  bad  foit  droit.  Donc 
e  parallélogramme  reâangle  eft  plus  grand  que  tous  k» 
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Rhomboïdes  ifopérimetres  précédens  >  qui  avoient  les  mê-r 
mes  côtés. 

1308.  Si  je  continue  à  augmenter  dans  la  même  fuppo- 
fitîon  l'angle  bad  devenu  droit,  je  ne  fais  que  tranfporter 
en  ^  Tangle  obtus  qui  étoit  en  ^ ,  &  ce  ne  font  que  les  mê- 
mes Rhomboïdes  qu'on  avoit  eus  dans  la  première  variation. 
Donc  en  général  &  abfolument  le  parallélogramme  reûan- 
gle  eft  plus  grand  que  tous  les  Rhomboïdes  ifopérimetres,- 
qui  ont  les  mêmes  côtés  que  ce  parallélogramme. 

1 30p.  Si  dans  le  Rhomboïde  de  la  Figure  xvii  5  je  laifle 
les  angles  finis  tels  qu'ils  font,  &  que  j'augmente  toujours  le 
côté  infiniment  petit  -^D,  lors  même  qu'il  fera  devenu  Fini, 
la  perpendiculaire  y^Faugmente  toujours,  &  en  même  temps 
le  côté  ÂB  diminue.  Mais  àcaufe  des  angles  conftans  le 
rapport  de  la  perpendiculaire  y^  F  au  côté  yf  Z)  eft  toujours 
le  même ,  de  forte  qu'au  lieu  dû  produit  y^FxyiB  y  on  peut 
prendre  j4D  x  ^B  qui  croîtra  comme  Taire.  Or  puifque  ^D, 
plus  petit  que  /4By  croît  tandis  que  /4B  décroît,  &  que  JiD 
ayant  été  d'abord  infiniment  petit  par  rapport  k  ^B  ^  le 
produit  AD  X  AB  zété  alors  infiniment  petit ,  &  le  plus 

f>etit  pofilble ,  ce  produit  ne  fera  jamais  plus  grand  que  dans 
e  cas  le  plus  oppofé  à  l'inégalité  infinie  de  yf  £)  &  de  -/^5> 
Cfift-à-dire ,  lorfque  AD  fera  ==  A  B^  Donc  la  plus  grande 
aire  que  Ton  ait  encore  eue  eft  lorfque  AD  ==  AB.  Or 

quand  cela  eft ,  chaque  côté  eft  ==  -^ ,  &  le  Rhomboïde  efi: 

devenu  Rhombe.  Donc  le  Rhombe  eft  plus  grand  que  tous 
les  Rhomboïdes  ifopérimetres  précédens  qui  avoient  les 
mêmes  angles. 

1310.  Si  on  continue  d'augmenter  le  côté  AD ,  on  ne 
fera  que  rendre  à  la  fin  le  côté  AB  infiniment  petit  par  rap- 
port à  AD ,  au  lieu  qu'auparavant  AD  Tétoit  par  rapport  à 
AByàc  Ton  aura  repaffé  par  les  mêmes  Rhomboïdes  qu  on 
avoit  eus  dans  la  première  variation.  Donc  abfolument  le 
Rhombe  eft  plus  grand  que  tous  les  Rhomboïdes  ifbpérinjer 
txcsp  qui  pnt  les  mêmes  angles  que  le  Rhombe. 

13ZI* 
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I  |.ii  •  DoQC  les  Rhomboïdes^  qui  ont  les  mêmes  côtés  j 
Ibnt  d'autant  plus  grands  que  leurs  deux  angles  >  l'obtus  6c 
Faigu/ont  moms  inégaux  (  1 307)  ^  6c  les  Rhomboïdes  qui  ont 
les  mêmes  angles  >  font  d'autant  plus  grands  que  leurs  côtés 
font  moins  inégaux  (  1 50P  )•  Donc  Tégalité  y  (oit  des  côtés  > 
foit  des  angles  du  Quadrilatère  >  fait  à  la  grandeur  de  Faire. 

1311.  A  mefure  que  je  rendrai  moins  inégaux  les  côtés  Suele^âf-' 
du  parallélogramme  reâangle^  qui  eft  plus  grand  que  tous  les  ^^^^  ^/^J^, 
Rhomboïdes  ifopérimetres  qui  ont  les  mêmes  côtés  (  i  307  )  >  Us^mdriU- 
ou  à  mefure  que  je  rendrai  moins  inégaux  les  angles  du  *^^lJf^^^ 
Rhombe  qui  eft  plus  grand  que  toutes  les  Rhomboïdes  qui 
iont  les  mêmes  angles  (13 10)^  j'aurai  de  plus  grandes  aires. 

Donc  enfin  j'aurai  un  Quarré  >  dont  Taire  =  —  fera  plus 

grande  que  celle  de  tout  autre  Quadrilatère. 

1 3 1  j.  Si  je  compare  à  l'aire  du  Quarré  celle  du  Triangle  ^^p^^ff^f»^ 

équilatéral  qui  eft  ^-^  (  1 287  ),  je  vois  qu  elles  font  :  ;  1 2  v/3 .  f2,;^pSt. 

t6  ::  3  v^3  *  4*  Or  le  quarré  de  la  x"  eft  27  ,  6c  celui  de  ^'* 
]^%^  16^  d'où  il  £ft  aife  ide  voir  que  Taire  du  Quarré  eft  la 
plus  grande  ^  6c  qu'elle  ^eft  à  celle  du  Triangle  comme  un 
peu  plus  de  ;  à  4* 

13 14.  Si  je  cherche  pourquoi  Taire  xlu  Quarré  eft  plus 
grande  que  celle  du  Triangle  équilatéral ,  les  côtés  &  les  an- 
gles étant  égaux  dans  Tune  6c  dans  l'autre  Figure  9  je  ne  vois 
nul  autre  principe  d'augmentation  que  le  nombre  des  côtés 
du  Quarré  plus  |[raiid  que  celui  des  côtés  du  Triangle  y  d'où 
je  commence. à  juger  que  la  muldtude  des  côtés  £iit  à  la  gran« 
deur  de  Taire  aulu-bien  que  Tégalité  des  côtés  6c  des  angles. 

Et  en  effet  y  cela  doit  être  ainfi.  Le  Fil  a  ne  peut  embraffer 
un  efpace  y  s'il  ne  s'écarte  de  lui-même>  6c  par  conféquettt  ne 
fe  divife  en  parties  :car  s'il  demeure  étendu  en  ligne  droite^  il 
n  embraffera  pas  d'efpace  y  6c  non  pas  même  encore  s'il  n'eH 
divifé  qu^en  deux  parties  égales  ou  mégales.  Puifqu'il  faut  que 
pour  embraffer  un  efpace  il  fe  divife  en  parties  >  6c  en  plus  de 
deux  y  il  Ëiut  pojor  embraffer  uo  plus  grand  efpace  >  qu'il  fe 

lii 
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divife  en  uaplus  grand  nombre  de  parties  >  car  moins  11  y  ev 
auroit^  plusaufC  ces  parties  auroient  de  grandes  étendues  en 
ligne  droite  ^  &  plus  elles  tiendroient  de  la  difpofitiGn  où  le 
Fil  a  ne  peut  embralTer  d'efpace.  On  voit  auffi  par  là  que  le 
nombre  des  parties  étant  le  même  y  elles  embralTent  un  plus 
grand  efpace  quand  elles  font  égales  ;  car  fî  elles  ne  le  font 
pas  y  les  grandes  qui  font  de  grandes  étendues  en  lignes  droi- 
tt%  y  tiennent  trop  de  la  difpofîtion  deiavantageufe.  Enfin  le 
nombre  des  parties  égales  étant  le  même  ^  il  eft  clair  que  plus 
elles  s'écarteront  les  unes  des  autres  9  plus  elles  embrafTerofit 
un  plus  grand  efpace.  Or  elles  ne  s'écarteront  jamais  davanta- 
ge les  unes  des  autres  qu'en  s*écartant  toutes  également.  Car 
autrement  celles  qui  s  écarteraient  le  plus  dans  la  i'^  moitié 
du  Fil  a  y  par  exemple  >  obligeroient  celles  de  la  2"^^  moitié 
à  fe  rapprocher  non-(èulement  les  unes  des  autres  ^  mais  en- 
core de  celles  de  la  i'""  moitié.  Donc  en  rafTemblant  tout| 
Ja  multitude  des  côtés  >  leur  égalité  >  &  Tégalité  des  angles 
font  la  plus  grande  aire. 
SuiUTin^      iS^S^  Ft  j/our  mVn  afibrer  encore  par  le  calcdj  je 

u^ry^n  ^^^^^^^  *'^'^^  ^"  ^^  ^y  devenu  Pentagone  régulier. 
p^éJdt^êh  '    Le  côté  d'un  Pentagone  infcrit  dans  an  Cercle  j  dont  le 

thi^etu.     rayon  eftr,  t2i*.if^2zzll±.  Pour  la  iàciUté  du  calcuI,foit 


fX  ê 


y  10  —  2V^y=sx  Donc  le  côté  du  Pentagone  efl  7  =f  7' 
Donc  le  rayon  du  Cercle  dans  lequel  feroit  infCrit  le  Penta- 
gone ,  dont  le  côté  eô — ,  efl — .  La  perpendiculaire  menée 

du  centre  de  ce  Cercle  for  le  côté  du  Pentagone  efl  — j^} 
&  l'aire  du  Triangle  ifofcele  dont  ce  c^é  du  Pemagooe  en 


jabafe,eft"^''— "*x-:=*"^''~''*,&cinqfoUce 


Triangle  où  l'aire  du  Pentagone  eft  */^'*— *j;.  Or  x 


DE  l'Inpinl  Pmk  il  Se0.  IF.  4;f 


v^io  —  2V$^i/Lxxi=sszio  —  a/fidcparconféquent 

cft  à  celle  du  Pemagone  :  :  JL  .  v^^  +  ^v^t  En  quarrant 
ces  deux  grandeu»  on  a  -^  &  — 1"*"*^^    ■>.  Si  je  prcns 

*5^        400x10  —  xVs  * 

V  5  *=  *  *  =***  X  >  ï®  «^  ^J  t">P  petite ,  comme  il  fera  aifé 
ifc le  voir,  &  par  conféquent  la  grandeur — ^-^^^^      , qui 

400X  io—~xVi 

• 

repréfente  le  Pentagone  9  fera  trop  petite  ^  puifquefon  numé« 
cateur  fera  trop  petit ,  &  fon  dénominateur  trop  grand*  Ce- 
pendant dans  cette  fuppofîtion  on  a  tf  -+-  2  v'j  =»=  5  -+-  y 


T^>&4oox  10 av^j==4ooKV^==224o>&  ^ 

divifé  par  2240  ==  rrhz-  E^  Ion  trouvera    '         ** 


&56         1 ^^^^ 


::  i7f  •2o8.  Donc  les  quarrés  des  nombres  qui  expriment 
les  rapports  des  aires  du  Quarré  &  du  Pentagone  font  :  :  1 7  ; 

M  208  5  &  ces  aires  :  :  Vvt$  .  1/208  y  c*eft-à-dîre ,  comme 
un  nombre  un  peu  plus  grand  que  1 3  à  un  autre  un  peu 
plus  grand  que  i4>  6c  d^aUleurs  encore  un  peu  plus  grande 

parce  que  1/;  >  Y* 

X  3 1  d.  De  même  on  trouvera  que  Faire  de  l'Exagone  eft  Et  rixago^ 

'        '  .  .  *      nêflusgrmni 

-r-=.  OU  — ^.  Le  quarré  du  nombre  qui  exprime  célt qut u FmM^ 

*V^48  11^48  >  ^^'* 

du  Pentagone  eft  7^  (  ^i^S)  =  nh-  I^^n^  ^^^^^  ^^ 

M^  X  ^^  1     t 

TExagone  eft  à  cejle  du  Pentagone  :  :  — =  •  — ===  :  ; 

2  K  48       a  1/700 

a  v'too  .  2  V^tf24  :  :  v/700 . 1/^24  >  c^eft-à-  dire  ,  comme 
un  nombre  entre  jz^  &  27  eft  à  2;  >  à  très  peu-près.  Tout 
cela  avec  le  raifonnement  de  fart.  1 3 1 4  5  m'afltire  fuffifam* 
ment  que  j  augmenterai  toujours  les  aires  à  mefure  que  je 

lii  ij 
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iMultipIieTai  le  nombre  des  côtés,  en  confervant  leur  égalité 
&  celle  des  angles. 

S-"!»^  lT  I  i-^  '  ^*  ^**"*^  ^*  ?^^  grande  aire  que  je  puifle  former  avec 
r»nd  %'  *®  '^"  '^  t®^  ^^^^^  <^'"n  Polygone  infini  qui  aura  tous  fes  côt& 
>jii  Ui  Pak.  6c  tous  les  anfflpc  «^oaiiv .  /«'/>A.^-i^:i-»  ^a1I<>  ^\.«.  r*^.»u 


»•«»  /«  p»/j-  oc  tous  Tes  angles  égaux,  c'eft-à-dirc ,  celle  d'un  Cercle. 

^m,rJ{'^^  ,318.  La  circonférence  du  Cercle  étant  tf,  le  rayon  eft 
un  peu  moindre  que  -J .  Donc  l'aire  du  Cercle  eft  un  pea 
moindre  que  J^^Or  l'aire  du  Triangle  équilatétal,  moindre 
que  celle  de  toos  les  Polygones  réguliers  ifopérimetrès  qui 
ont  plus  de  5  côtés ,  eft  exadement  —-.  Donc  l'aire  du  plus 
petit  Polygone  régulier  eft  à  celle  du  plus  grand::  12. 
12  •  3  :  :  I .  ^3  ,  ou  un  peu  moins  que  V^ ,  puifque  faire  du 
Cercle  a  été  pofée  trop  grânde..Donc  l'aire  du  Polygone, 
qui  a  le.plus  de  côtés ,  eft  aflcz  Soignée  rfêtre  dbuble  de 
celle  du  Polygone  qui  en  a  le  moins. 

131p.  Donc  dans  tout  le  chemin  que  font  les  aires  des 
Polygones  réguliers  ifopérimetrès ,  en  croiflànt  depuis  le 
Triangle  équilatéral  jufqu'au  Cercle  par  l'augmentation  fuc- 
ceffive  dir  nombre  de  leurs  côtés ,  elles  ne  vont  point  de  i 
gfqu  à  a  ;&  comme  cet  efpace  fini ,  diyifé  par  une  infinité  (te 
polygones,  ne  le  peut  être  qu'en  un  nombre  fini  de  partie* 
finies,  6c  en  un  infini  d'infiniment  petites,  il  n'y  a  qu'un 
nombre  fini  de  Polygones  réguliers  qui  aient  des  différences 
hnies  a  1  aire  du  Cercle,  &  il  y  en  a  une  infinité  dont  le  nom- 
bre des  côtés  eft  toujours  plus  grand,  qui  n'ont  à  cette  aire 
que  des  différences  infiniment  petites.  Donc  la  confùfion  ou 
I  identité  tf  un  ^Polygone  infini  avec  le  Cercle,  con<;ue  & 
luppofée  par  les  Géomètres ,  eft  infiniment  mieux  fondée  & 
plus  légitime  qu'ils  n  ont  peut-être  eux-mêmes  penfé. 

1 320.  A  compter  depuis  le  Triangle  équilatéral  jufquao 
Cercle ,  les  aires  croifiàntes  àss  Polygones  réguliers  ifopé- 
rimetrès ont  des  difiérences  décroiflânres  ,  &  après  un  nom- 
•  I  .  )  indéterminable  de  difiërences finies,  eUes  en  ont  une 
«ifanité  d  infiniment  petites. 
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l^jii.Jl  eft  bon  de  remarquer  que  quand  les  Géome- 
itte's'ont  conçu  Tidentité  du  Cercle  avec  un  Polygone  infini, 
<^i  été  en  infcri vant  fucceflivement  dans  un  même  Cercle 
diffêrehs  Polygones  dont  lé  nombre  des  côtés  étoit  toujours 
plus  grand  >  ôc  le  périmètre  plus  grand  aufli*  Ici  le  périmè- 
tre Ats  Polygones  eft  toujours  égal,  &  les  Cercles  où  ils  fe- 
roient  infcrits  j  feroient  toujours  plus  petits  y  comme  il  fera . 
iîfé  de  le  voir.  Mais  cela  n*empêcne  pas  que  ce  qui  vient  d'ô-» 
tré  dit  fur  l'indentitédes  polygones  infinis  &  du  Cercle  ne 
foit  toujours  vrai.  On  trouvera  même  que  félon  la  première 
manière  de  la  concevoir,  Taire  de  FËxagone  fera  à  celle  du 
Cercle  :  rVj'  •  2  plus  quelque  petite  grandeur,  d*où  fuit  tout 
Ife  ratîfonhenierit  de  Part.  1  j  15?. 

1522.  L  aVatifage  qu'un  Polygone  tire  de  la  multiplication 
ififitiie  de  fés  côtés  n  eft  pas  infini ,  &  il  eft  bien  éloigné  de 
Têtrê.  Donc  il  peut  être  égalé ,  &  même  furpalfé  par  celui 
qu'un  autre  Polygone  d'un  nombre  fini  de  côtés  tirera  de 
Tégalité  de  fes  côtés  ou  de  fes  angles.  Donc  une  Courbe  peut^ 
avoir  une  aire  moindre  qu  une  Figure  reûiligneifbpérimetre.* 
Et  en  eflPet ,  il  eft  aifé  de  concevoir  ufte  Ellipfe  fi  allongée  > 
que  Faire  d'un  Triangle,  même  fcaleoe ,  feroir  beaucoup  plus  ^ 
grartdfe. 

1^25.  Une  Courbe  [JouVaifit toujours  être  conçue  comme 
divifée  en  côtés  égaux ,  &  pat  conféquent  deux  Courbes  ifo* 
périmètres  qui  enferment  toutes  deux  un  efpace ,  étant  çon* 
çues  comme  divifées  en  un  nombre  infini  égal  de  côtés  égaux, 
éc  entr  eux  9  &  ceux  de  Tune  à  ceux  de  l'autre ,  il  n  eft-  plus  ^ 
queftion  pour  Taire  que  de  confidérer  les  angles  de  contin* 
gence  des  deux  Courbes ,  ou  leurs  courbures,  &  celle  qui 
d'une  extrémité  de  fon  cours  à  l'autre  aura  la  courbure  la' 
moins  inégale ,  aura  la  plus  grande  aire.         ^ 

1 Î24.  Donc  de  toutes  les  CourBes  ilopérimetres^,  le  Cer-  Sfpiusjitg 
cle  eft  celle  qui  a  la  plus  grande  aire.  cTt^bêl'ifi^ 

i%2^.a  étant  le  grand  axe  d'une  Ellipfe ,  &  ^  le  parame*  périmètre». 
tre  de  ^ ,  la  courbure  de  l'origine  de  TEllipfe  furpafie  d'au*  §iue  taire  de 
tant  plus  celle  du  quart ,  ou  >  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  la  ^^^f^  ^ 
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^MHtMt      courbure  de  r£llipfe  eft  d'autant  plus  inégale  >  que  a  eft  plus 

fi^e^rb^l  grand  par  rapport  à  i  (  i  o  8  8  ) ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  r 

êfi  plus  int-  quand  le  grand  axé  efl  plus  grand  par  rapport  au  petit  Donc 

f#»'r4i^  ^  ^^  ^^"^  EUipfes  ifopérimetres,  celle  ou  le  grand  axe  eft  plus. 

grand  par  rapport  au  petit ,  eft  celle  qui  a  la  plus  petite  aire  i 

6c  elle  l'a  d'autant  plus  petite  y  que  le  grand  axe  eft  plus  graod 

par  rapport  au  petit. 

1 3  x6.  Si  le  petit  axe  étoit  ^  non  pas  abfolument  nul  >  ce 
qui  empêcheroicr£Uipfe  d*être  Ellipfe^qiais  infimment  petit, 
1  Ellipfe  feroit  une  ligne  qui  auroi?a'abord  dans  une  étendue 
infiniment  pente  une  courbure  elliptique^  ^  enfuite  ne  feroit 
qu'une  droite  couchée  le  long  de  ion  grand  axe  jufqu  à  fon 
extrémité  >  où  elle  auroit  une  courbure  pareille  à  celle  de 
l'origine.  Il  eft  viûblê  que  par-là  il  arriveroit  en  même  temps 
qu  elle  auroit  &  une  aire  infiniment  petite  y  &  une  inégalité 
infinie  de  courbure  >  puifqu'ayaiît  eu  d'abord  une  courbure  or« 
dinaire  &  finie  ^  elle  n'en  auroit  enfuite  qu'une  qui  feroit  nul- 
le. Donc  Titxégalité  infinie  de  courbure  >  &  l'aire  infiaiment 
petite  font  deux  chofes  néceflairement  liées  dans  l'Ëllbiè. 
1 3 17.  Oq  ne^pourroit  pas  faire  fur  le  Cercle  cette  uippo^ 
'  litièn  d'un  axe  infiniment  petit  >  l'autre  étant  fini  ^  parce  qu  il 
lui  eft  eflêntiel  d'avoir  fes  deux  axes  égaux  :  mais  on  la  poani 
faire  fur  toutes  les  Courbes  qui^  comme  l'Ellipfei  renfermeot 
tin  efpace  par  leur  circonférence  feule  >  6c  qui  ont  leurs  axes 
inégaux ,  ou  >  ce  qui  eft  le  même  y  une  plus  grande  Ordon- 
née &  rAbfcifle  correfpondante  inégales*  Donc  en  général 
xlans  toutes  ces  Courbes  l'inégalité  infinie  de  courbure  pto- 
duira  une  aire  infiniment  petite* 
mtéUmimê      1328.  Donc  en  général^ ces  Courbes  étant  ifopénme* 
^rtûMtêsUs  ^05  ^  pijjg  i^up  courbure  fera  inégale  y  plus  leur  aire  fera  peti* 

r^ermJiT  te  >  &  au  Contraire. 

jiuUs  mrf-  I  j  2p.  Si  les  Courbes  ne  renferment  pas  feules  un  efpace  1 
'^^«  d  ^^^^  qu  elles  ne  le  renferment  qu'avec  une  Abfciffe  &  une 
^x#'^ifr«T"  Ordonnée  i  comme  une  Parabole  y  unç  Hyperbole  1  &c  ce 
Tênfnmh  #»  qui  cft  le  plus  ordinaire  ^  il  faut ,  au  lieu  de  fuppofer  les  Cour* 
fétrnefsr  des  ^^  entières  ifopérimetf  es  y  en  prendre  des  Arcs  qui  foient  de 
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fan  &  d'autre  d'une  même  longueur  >  les  prendre  avec  les  courhês^um 
ÂbfcifTes  &  les  Ordonnées  qui  leur  appartiennent  >  &  voir  ^^*r^^.' 
quelles  lont  les  aires.  u  froduit  un 

Si  i  on  compare  l'aîre  d'un  Quart  de  Cercle  à  celle  duf^'»^^''f^^^ 
Triangle  reâangle  >  dont  Thypotenufe  feroit  la  Corde  de  90^ét»nt  igd^^ 
degrés  j  ôc  les  deux  autres  côtés  s  les  deux  rayons  du  Cercle 
qui  font  Fangle  droit  >  il  eft  bien  clair  que  l'aire  du  Quart  de 
Cercle  eft  plus  grande  que  celle  du  Triangle ,  mais  auflî  Thy- 
poteiuife  du  Triangle  eft  moindre  que  lare  de  po.  Faifons  la 
égale  à  cet  are.  Slla  circonférence  du  Cercle  eft  ==  a^  cette 

Iiypotenufe  fera=:-A>  &  fon  quarré  j|  fera  quadruple  de  Taire 
du  Triangle  leâangle  îfofcele  ^  dont  elle  eft  l'hypotenufe. 

Donc  Taire  de  ce  Triangle  eft  ^.  Si  Tonprend  faire  du  Cer- 
cle pour  exaâements= -^> celle  du  Quart  eft  •—-,  &  elle 
eft  à  cellje  du  Triaiâgle ;:  (^4.48  :r  4.  5.  Mais  il  eft  vrai 
que  ^  eft  me  quantité  ua  peu  plus  gtande  que  l'aire  du  Q^t^ 

cle ,  ou  que  cette  aire  eft  ^^i  dlvifé  pat  un  nondrre  un  peu  plus^ 
grand  que  1 2  ^  ce  qui  rendra  le  rapport  du  Quart  de  Cercle 
au  Triangle  moindre  que  cielui  de  4  à  5  :  mais  ilfera  toujours 
certainemient  t»ès-éloigné  de  fégalité. 

Il  eft  de  plus  à  remarquer  que  dans  ce  Triangle  xeâangle 

i(bfcele>dont  l'hypotenufe  eft  -^chacun  des  deux  côtés  égaux 
eft  JL  ^  le  rayon  du  Cercle  fuppofé  étant  j  >  ou  wi  peo 

moindre.  Orj—; .  -j  ::  tf .  1/52.  Donc  un  des  perits  côtés 

jdu  Triangle  eft  plus  grand  que  le  rayon  di^Cercle.  Donc  le 
Triangle  dont  le  périmètre  total  font  Thypotenufe  ^gale  à 
l'arc  de  j^o  j  &  deux  côtés  égaux  plus  grands  que  le  rayon  du 
Cercle  ^  a  un  plus  grand  périmètre  total  que  le  Quart  de  Cer- 
cle y  &  cependant  il  aune  moindre  aire 5  ce  qui  ne  peut  venir 
que  de  l'avantage  que  donne  au  Quart  de  Cercle  >  le  nombre 
înfîni  des  côtés  de  fon  arc  de  po  ^  tandis  que  Thypotenufe  du 
Triangle  égale  à  cet  arc  n  eft  qu  une  ligne  droite. 
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Donc  en  général  deux  Trilignes  étant  pofés  >  l'uii  mixtî^ 
ligne  formé  d'une  Courbe  avec  Ton  Âbfcifleôc  Ton  Ordonné?^ 
l'autre  reâiligne  formé  d'une  droite  égale  à  cette  Courbe  >^ 
de  deux  autres  droites  >  (i  ces  droites  font  égales  à  celles  du 
Triligne  mixtiligne  ^  celui-ci  aura  une  plus  grande  aire  que 
l'autre  ;  6c  quand  même  les  deux  droites  du  reâiligne  (erooE 

{>lus  grandes  que  celles  du  mixtiligne^ce  qui  donnera  au  reâ;i^ 
igné  un  plus  grand  périmètre  totale  l'aire  du  mixtiligne  pour- 
ra encore  être  plus  grande  ;  &  tout  le  refte  étant  égal  ^  raire 
du  mixtiligne  Jera  d  autant  plus  grande  par  rapport  a  celle  dtf 
reâiligne  y  que  la  Courbe  du  mixtiligne  aura  une  courbure 
moins  inégale. 
C0quiff0-  1330*  ^'^  s  agit  des  aires  de  Courb^es  .d'une  égale  lon^ 
dmt  fétrftf-  gueur  y  mais  qui  aient  un  cours  infini  y  on  peut  4é}a  conjep- 

^dts  CûHfbes  ^^^^^  m^^  ^^  P^^^  ^"  ^®  moins  d'inégalité  de  leur  courbure 

£tme0mrsin'féa  à  leur  aire  >  car  le  nombre  infini  de  côtés  étant  égal , 

^l^mu'un^  ne  fera  plus  à  confîdérer  ;  &  qu'une  inégalité  infinie  de  cour»- 

lûêuf  Vint-  bure  produira  ^  non  plus  une  aire  infiniment  petite  y  ce  qui 

gaiitédêUMr  Q>çft  piu5  polliblç  ICI  j  4nais  la  plus  petite  aire  qu'il  fe  puiflê* 

hffy^^Jiùdâ-  Cela  demande  des  confidérations  plus  détaillées. 

viM  nuiu  M     L'inégalité,  de  courbure  ne  peut^tre  infinie^  que  quand  h 

Umr  ixsrimp'  çp^^m^g  ayant  été  ordinaire  ôc  finie  «  elle  devient  nulle  ovi 

infinie.  Je  ne  vais  prendre  d'abord  pour  inégalité  infinie  de 

courbure  que  celle  qui  confiée  en  ce  qjiie  la  cqurbur^  .^yiWt 

été  finie  devient  nulle. 

Un  efpace  quelconque  eft  formé. de  deux  dimenfions  >  fie 
jamais  il  ne  peut  être  plus  grand  que  quand  elles  font  toutes 
deux  à  la  fois  les  plus  grandes  qu'il  fe  puifle ,  &  jamais  elles 
ne  font  plus  grandes  toutes  deux  a  la  fbis^  que  quand  elles 
font  égales.  Un  efpace  mixtiligne  ou  curviligne  a  fes  <leux 
dimenfions ,  dont  l'une  eft  dans  le  fens  de  Taxe  ou  des  Âb^ 
fciffes  y  l'autre  dans  celui  des  Ordonnées  ;  &  jamais  il  n'eii: 
plus  grand  que  quand  les  ÂbfcifTes  approchent  le  plus  qu'il 
eft  poffible  d'être  égales  aux  Ordonnées  corre(jpondantes>ou^ 
ce  qui  eft  le  mêmey  le  mouvement  horifontal  delà  Courbe 
^u  vertical* 

Sî 
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5î  la  courbure  de  la  Courbe  devient  nulle  dans  une  éten- 
-Hue  finie ,  c'eft-à-dire  >  fi  la  Courbe  dans  cette  étendue  de- 
vient droite ,  cette  droite  eft  ou  parallèle  ou  perpendiculaire 
ou  oblique  à  Taxe.  Si  elle  eft  parallèle  y  alors  le  mouvement 
Jiorifont?! fubfîfte,  &  le  vertical  cdTe  f  ôc  lefpace curviligne 
ne  croît  plus  que  félon  une  dimenfîon  9  &  par  conféquent 
moins  que  s'il  avoit  crû  félon  les  deux.  Ceft  la  même  chofe , 
mais  feulement  en  fens  contraire^  (i  la  droite  eft  perpendn 
culaire.  Si  elle  eft  oblique  >  Tefpace  a  crû  félon  les  deux  dir- 
menfions. 

La  condition ,  que  la  Courbe  devienne  droite  dans  une 
étendue  au  moins  finie  ^  eft  néceffaire  par  rapport  à  la  dimi^ 
iKition  de Teipace  curviligne  :  car  la  Courbe  devenue  droite 
dans  une  étendue  infiniment  petite ,  ou  de  plufieurs  côtés  en 
nombre  fini ,  ne  produiroit  dans  Taire  qu'une  diminution  in-» 
Animent  petite  5  qui  ne  feroit  point  à  con>pter. 

Une  Courbe  peut  devenir  droite  dans  une  étendue  infinie 
aufii-bien  que  dans  une  finie  (  i  lyp  >  &c«  1182). 

L'inégalité  infinie  de  courbure  ne  produit  une  diminution 
xi'aire  que  dans  les  Courbes  qui  >  dans  des  étendues  au  moins 
finies  i  deviennent  des  droites  parallèles  ou  perpendiculaires 
À  Taxe  :  car  ce  n'eft  qu'alors  que  Tun  des  deux  mouvemens 
devient  nul  par  rapport  à  l'autre. 

La  courbure  nulle  dans  une  étendue  finie  ou  infinie  >  ne 
^eut  arriver  qu'à  la  fin  du  cours  infini  des  Courbes»  Tout 
jcela  pofé^ 

i3|i*  Jefuppofe  i^  <]ue  la  variation  de  la  courbure  ait 
été  fans  changement  de  Torigine  à  l'extrémité  >  ou  ^  ce  qui  eft 
le  même  ^  que  la  courbure  ait  toujours  été  décroifiante.  Je 
fuppofe ,  2°  que  les  aires  formées  d'une  Courbe  infinie ,  de 
fon  axe  &  de  fa  dernière  Ordonnée ,  font  croiflantes  depuis 
l'origine  jufqu'à  l'extrémité.  Toutes  les  Courbes  d'un  cours 
infini  étant  conçues  ici  d'une  même  longueur  >  ou  égales  à  la 
même  droite  infinie ,  il  eft  vifible ,  par  tout  ce  qui  vient  d'être 
tfit ,  que  celles  qui  ont  une  inégalité  infinie  de  courbure  y  & 
^n  même  temps  deviennent  à  leur  extrémité  parallèles  ou 

Kkk 


442  EleMens  de  la   Ge'om'etrie 

perpendiculaires  à  leur  axe  dans  une  étendue  finie  $  ont  une 
moindre  aire  que  fî  leur  pofition  extrême  à  Tégard  de  l'axe 
demeurant  la  même^  elles  ne  Favoient  pas  eue  dans  une  éten- 
due finie,  ou ,  ce  qui  eft  le  même  y  navoient  pas  eu  l'inéga- 
lité infinie  de  courbure ,  telle  qu'on  la  prend'ici.  Car  leur  aire 
devient  plus  petite  par  deux  caufes  ;  la  i" ,  parce  que  de  leurs 
deux  dîmenfions,  rhorifomale  ou  parallèle^  &  la  verticale  ou 
perpendiculaire^'une  ceflfe  de  croître^randis  que  Tautre  croît> 
&  que  par  conféquent  elles  s'éloignent  de  l'égalité.  La  2^  > 
parce  que  dans  l'étendue  finie  où  ces  Courbes  font  droites, 
elles  perdent,  par  rapport  à  la  grandeur  de  Faire ,  l'avantage 
^ui  réfulte  de  la  multitude  des  côtés» 

1332.  Pbs  l'inégalité  infinie  de  courbure  eft  grande 
dans  les  Courbes  parallèles  ou  perpendiculaires  à  l'extrémité, 
plus  l'aire  eft  petite  ;  àc  par  conféquent  l'inégalité  infinie  d& 
courbure  qui  change  la  Courbe  en  droite  dans  une  étendue 
infinie ,  étant  infiniment  plus  grande  que  celiç  qui  ne  la  chan- 
ge en  droite  que  dans  une  étendue  finie ,  l'aire  doit  être  alors . 
infiniment  plus  petite.  Car  fi  une  Courbe  à  fon  extrémité 
n  eft  parallèle  à  ion  axe  que  dans  une  étendue  finie ,  il  n'y  a 
que  cette  étendue  où  le  mouvement  vertical  ait  ceffé,  &  il 
a  cru  avec  l'horifontal  dans  une  étendue  infinie  :  mais  fi  la 
Courbe  parallèle  eft  droite  dans  une  étendue  infinie ,  fon 
mouvement  vertical  a  cefTé  dans  cette  étendue  j  l'horifontal 
continuant  de  croître ,  ôc  ils  n'ont  crû  tous  deux  enfemble 
que  dans  une  étendue  finie ,  ce  qui  doit  faire  une  différence 
d'ordre  entre  les  deux  différentes  aires.  En  effet ,  fi  on  com- 
pare l'aire  de  la'Parabole ,  qui  n'eft  droite  que  dans  une  éten- 
due finie  (  1 1 82  ),  &  qui  a  une  dernière  Ordonnée  ==  00  * 
(9^4)  y  &  l'aire  d'une  Courbe  Afymptotique  droite  par 
conféquent  dans  une  étendue  infime  >  parallèle  à  fon  extrémi- 
té>  &  dont  la  dernière  Ordormée  ne  pourra  être  que  finie ,  fé- 
lon la  2^  fuppofîtion  de  l'art.  1 3  5 1  ^  on  trouvera  que  leurs 
axes  étant  nécefiairement  infinis,  les  deux  aires  feront;^  quant 

àPordrex::OOxoo**ooxi  iroo^^u 


DE  l'Infini.  Fartie  U^  Se£i.  /K  445 

1335.  L'Hyperbole  rapportée  à  fon  premier  axe>  ou  axe 

traverfaat  >  n  eft  point  dans  le  cas  des  Courbes  y  dont  Tinéga- 

lité  infinie  de  courbure  diminue  infiniment  l'aire^  quoiqu'elle 

ait  cette  inégalité  infinie  de  courbure,&une  Afymptote.  Cela 

•  vient  de  ce  que  THyperboIe  fe  termine  par  être  ligne  droite     * 
îqfinie  oblique  à  fon  axe  d'une  certaine  obliquité  déterminée 
par  le  rapport  de  fes  deux  axes  conjugués  (  p  J  3  )  i  ^^"^^  ^^s  ■ 

'  iieux  mouvecaens>  Thorilontal  &  le  verticale  font  toujours 
fubfiftans  ^ &  fa  dernière  Ordonnée  infinie  auflî-bien  que  fon 
axe.  Son  aire  eft  donc  un  Infini  du  2^  ordre. 

1334.  Mais  entre  toutes  les  Hyperboles  de  même  Ion-  ^itÇtmfttm- 
gueur ,  j'entens  celles  du  x^  degré  >  &  dont  les  axes  çonju-  f^*  les  Hyper- 
gués  auront  tous  les  diflférens  rapports  finis  poffibles,  celle  longuJiH^^ 
qui  aura  la  plus  grande  aire  infinie  du  7,^  ordre  fera  THyper-  du  i^  degré ^ 
bole  équilatere ,  parce  que  tes  deux  axes  conjugués  étant [al^il^!^^^ 
égaux ,  fa  dernière  Ordonnée  &  fon  axe  le  feront  aulfi  ^  &  par  upiusgrMndê 
conféquent  les  deux  dimenfions  horifontale  &  verticale ,  ou  *^'  ^"*'^''**' 
les  deux  mouvemens  par  où  eUe  fe  terminera. 

1 3  3  j*.  Plus  les  deux  axes  conjugués  feront  înégaiix  >  pkis 
feront  petites  les  aires  infinies  des  Hyperboles  de  même  lon- 
gueur. 

I  3  5  tf»  Ce  n  eft  que  la  dernière  Ordonnée  de  FHyperboIe  §it*€fuyp€r- 
équilatere  qui  devient  exaftement  égale  à  fon  axe  infini^  juC-  ^*^î  équtUte^ 
que  là  les  Ordonnées  om  toujours  été  moindres  que  les  fi!  m  -•'«' 
Abfcifies ,  mais  elleAnt  toujours  tendu  k  leur  être  égales ,  &  'i^«*  »^'''- 
leur  ont  été  toujours  moins  inégales  depuis  l'origine  de  THy-  p"//^^^^ 

^ perbole  jufqu'à  fon  extrémité.  Donc  fi  Ton  prends  à  com-  mineront, fe^ 
mencerà  Torigine^un  arcHyperbolique  quelconque  avec  fon  ^J^J^^t^^ 
Abfcifie  6c  fon  Ordonnée  ;  fi  enfuite  on  prend  Tare  fuivant  gme  jufyu'k 
<le  la  noéme  longueur  >  âc  que  par  le  premier  point  de  ce  2^  l'^xtrémtîé, 
arc  on  tire  une  parallèle  à  l'axe  jufqu  à  ce  qu  elle  rencontre 
rOrdonnée  deTextrémité  de  ce  a^  arc>  on  aura  un  2^  efpace 
Hyperbolique  compris  entre  le  2^  arc ,  la  parallèle  à  l'axe,  & 
la  différence  finie  des  deux  Ordonnées  extrêmes  d  es  deux  aroKI 
&  je  dis  que  ce  2^  efpace  fera  plus  grand  que  le  i  ^S  puifque 
ie  mouvement  vertical  n'y  fera  pas  fi  inégal  à  Tho  rifontal  que 
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dans  le  i  ".  Donc  fi  Ton  conçoit  toute  l'Hyperbole  équilatere 
divifée  en  arcs  égaux,  qui  fervent  à  former  des  efpacgs  pareilt 
à  ceux  qu'on  vient  de  déterminer  >  ces  efpaces  iront  toujours 
en  croiflant  jufqu'au  dernier ,  qui  ne  fera  que  rediligne,  puif- 
que  THyperbole  eil  alors  ligne  droite,  &  feraun  triangle  reo 
tangle  ifofcele- 

1 3  57.  Quoique  Fhypotenufc  de  ce  Triangle  n  ait  pas  h 
multitude  infinie  des  côtés  qu  a  voient  les  arcs  Hyperboliques 
égaux  dans  d'autres  Trilignes  pareils  >  ce  defavantage  fera  fur- 
pafTé  par  l'avantage  qu*il  tire  deFégalité de  fes  deux  dimenfionSi 
E/  dé  mimé      1 5  38.  Il  en  ira  de  même  des  Hyperboles  non  équilateres. 
traHyLrhth-  Lcurs  efpaccs  aînfi  pris ,  moindres  que  les  correfpondans  de 
Us.  l'Hyperbole  équilatere>feront  toujours  croidkns^  parce  qu'ils 

tendront  toujours  Ôc  arriveront  enfin  à  la  moindre  inégalité 
pofllble  >  entre  une  Abfcifle  &  une  Ordonnée^  ou  ^  plus  exao- 
tément  parlant ,  entre  le  mouvement  horifontal  ôc  le  vertical 
^0  Ci  fera      13  3  p.  Ce  fera  le  contraire  de  la  Parabole  où  Ion  prendra 
démTusfsrsh  ^^^  ^fpaces  de  cette  même  manière-  Son  paramètre  étante, 
ich^  tant  que  l'on  prendra  des  Abfcifles  x  moindres  que  /»>  les  Or- 

données feront  plus  grandes  que.ces  Abfcifles  ^  mais  les  unes 
&  les  autres  tendront  à  légalité ,  &  y  arriveront  lotfque x 
fera  =^  ^,après  quoi  les  Ordonnées  feront  toujours  moindres 
que  les  Abfcifles.  Donc  fi  l'on^prendun  i  ^^  arc  Parabolique) 
tel  que  x  foit  ==: /j  =i y ,  &  qu  on  prenne  l'arc  fuivant  delà 
même  longueur ,  &  que  par  le  premier  point  de  ce  ^^  arc ,  on 
tire  une  parallèle  à  l'axe  jufqaa  la  rencontre  de  l'Ordonnée 
extrême  de  ce  2^  arc  9  ce  2^  efpaee  fera  moindre  que  le  i"> 
le  3"^^  détern^iné  de  même  moindre  que  le  2*^,  &  toujours 
ainfi  de  fuite.  Et  en  effet,  la  Parabole  devenant  à  fon  extré? 
mité  une  ligne  droite  finie  parallèle  à  fon  axe^  le  dernier  ef- 
pace  ne  pourra  être  qu'infiniment  petit* 

1 540.  L'efpace  Parabolique  déterminé  par  un  arc  tel  que^ 
X  ==-y  ===  ^  ^  eft  {>Ius  grand  que  tout  efpace  Hyperbolique* 
déterminé  par  un  arc  de  même  longueur,  6r  pris  comme  ce* 
lui  de  la  Parabole  >.  à  l'origine  de  la  Courbe,  car  nul  arc  Hy* 
f  eiboiique  aaura.  cette  égalité  de  a:  ôc.  dcjv 
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1 541»  S'il  faut  courber  le  Fit  a  en  un  arc  ou  Parabolique 
ou  Hyperbolique,  à  commencer  à4'origine  de  la  Courbe  ^  fie 
tel  que  Tefpace  qu'il  déterminera  foit  le  plus  grand  qu'il  fe 
puifTe y  il  faut  le  courber  en  arc  Parabolique  j  tel  que  Ion  y; 
ait  X  =y. 

1 542.  Si  avec  la  même  condition  du  plus  grand  efpace,  il 
ne  faut  courber  le  Fil  qu  en  arc  Hyperbolique,  à  commencer 
à  lorigine  de  la  Courbe ,  il  faut  le  courber  en  arc  d'Hypec- 
bole  équilatere. 

13 43*  S'il  faut  le  courber  en  arc  Parabolique  s  qui  ne 
commence  pas  à  l-originé  de  la  Courbe  >  il  faut  le  courber  en 
arc  qui  en  foit  le  plus  près  qu'il  fe  pourra  ;  6c  au  contraire  ^  s'il 
s'agit  de  le  courber  en  arc  Hiperbolique. 

î  i44*  Jufqu  ici  nous  n'avons  confidéré  que  ce  que  pro^    §iui  finf>r 
duit  par  rapport  à  l'aire,  l'inégalité  infime  de  la  courbure  ^^^^^^l^^^i 
venue  nulle  à  l'extrémité  dans  une  étendue  au  moins  finie.y^^x»IL^4r 
On  poutroit  jujger  d'abord  que  l'inégalité  infinie  de  la  cour-  <^^»»jîw,w* 
bure  devenue  infinie  comme  à  l'extrémité  de  la  Cycloïdcp/^,yi^J^7 
(iiip^iiao)>  devroit  produire  auifi  quelque  effet  par  rap*  f^t  rMffof$ 
port  à  l'aire.  Mais  elle  n'en  produit  abfolument  aucun.  La  ^  ^^'''^ 
courbure  infime  de  l'extrémité  de  la  Courbe  vient  de  ce  que 
fon  dernier  coté  n'efl  qu'un  Infiniment  petit  du^  x^  ordre 
(  9 1 1) ,  ou  nul  par  rapport  à  tous  les  précédens,  fie  ce  man- 
quement fubit  d'un  côté  ne  &it  rien  ni  au  périmètre  ni  à  l'aire^ 
fie  n'empêche  pas  que  la  Courbe  n  ait  eu  dans  fon  cours  une 
courbure  comparable  à  celle  de  toute  autre  Courbe,  6c  plus- 
ou  moins  inégale. 

1 34  j.  Pour  m'en  afTurer  par  le  calcul ,  Je  compare  Taire  ^^ &  c>- 
cTune  Cycloïde  à  une  aire  Elliptique  ;  fie  parce  que  la  Cy^  ^^^^  f*'  ^ 
cloïde  eft  terminée  par  fa  bafe  comme  une  demi-EUipfe  l^Tum^tl^l^ 
feroit  par  un  de  fes  deux  axes ,  je  pe  prens  qu'une  ^re  de  r^  ^^fi»^'  »  « 

demi-Empfe.  ^^£'4^!^ 

La  bafe  de  la  Cycloïde  efl =c,. circonférence  du  CttclepefUequedif^ 

firentesdeim^ 

générateur ,  dont  le  diamètre  eft  4  >  «^  ^^nt  un  nombre  iur-  Einpfis  de 

coimu  un  peu  plus  grand  que  3.  Il  ejl  démontré  que  h ««»wr  ©»'#/&:. 
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circonférence  de  la  Cycloïde  eft  quadruple  du  diamètre  du 

Cercle  générateur ,  donc  elle  eft  =  —  ,  donc  la  circonfé- 
rence d  une  demi-EUipfe  ifopérimetre  eft  auffi  —  >  &  elle  eft 
à  celle  du  Cercle  générateur  :  :  ^ .  r  :  :  4 .  x.  La  circonfé- 
rence de  TEUipfe  entière  feroit  donc  à  celle  du  Cercle  gcné^ 
lateur  ::  S^^x. 

Si  un  Cercle  avoir  la  même  circonférence  que  rEUipfe 
entière 5  fon aire  feroit  à  celle  du  Cercle  générateur  ::6^.  xx, 
&  Taire  du  demi-Cercle  à  celle  du  Cercle  générateur  ::  3z . 
xx^  Or  nulle  demi-ËUipfe  iibpérimetre  à  ce  demi-Cercle  ne 
peut  avoir  une  aulli  grande  aire  que  lui.  Donc  toute  demi* 
ËUîpfe  ifopérimetre  a  la  Cycloïde  aura  une  aire  dont  le  rap- 
port à  l'aire  du  Cercle  générateur  fera  moindre  que  celui  de 

31a  XX. 

Lairé  de  la  Cycloïde  eft  à  celle  du  Cercle  générateur  :: 
3.1.  Doncjv  étant  un  nombre  feulement  un  peu  plus  grand 
que  3  >  il  peut  y  avoir  une  infinité  de  rapports  moindres  que 
celur  de  5  z  à  ;t^  >  ou  dans  lefquels  il  entre  un  nombre  motn*- 
dire  que  52^  &  qui  cependant  foient  plus  grande  que  celui 
de^  à  I  >  c'eft-à-dire^  qu^il  peut  y  avoir  une  infinité  de  demî- 
EUipfes  ifopérimetres  à  la  Cycloïde  y  &  qui  auront  de  plus 
grandes  aires. 

Mais  par  la  même  raifon  il  y  aura  une  infinité  beaucoup 
plus  grande  de  demi-EUipfes  qui  auront  de  moindres  aires 
que  la  Cycloïde.  , 

Donc  quoique  la  Cycloïde  ait  de  fon  fommet  à  ks  deux 
extrémités  une  inégalité  infinie  de  courbure  y  elle  n  a  pas  par 
cette  raifon  une  moindre ^ire  que  les  Courbes  ifopérimetres^ 
£c  quand  elle  en  a  une  nipindre  y  c'eft  parce  que  fon  inégalité 
de  courbure  eft  plus  grande  dans  tout  fon  cours  y  où  le  der- 
nier côté  n'eft  point  compté. 

13^6.  De  toutes  les  demi-EUipfes^  celle  qu'il  eft  le  plus 
naturel  de  comparer  à  la  Cycloïde  >  eft  celle  qui  aura  pour 
grand  axe  la  bafe  c  delà  Cycloïde^  &  pour  la  moitié  du  petit  p 


DE    l'I N F I N 1.  Partie  IL  SeSf.  IK  447 

le  diamètre  -  du  Cercle  générateur.  L'EUipfe  entière  feroit 

circonfcrite  à  un  Cercle  dont  le  diamètre  feroit  7  >  &  par 

conféquent  Taire  Elliptique  feroit  à  celle  du  Cercle  infcrit 

:  :  r .  ~  :  :  A? .  2 ,  &  la  moitié  de  Taire  Elliptique  à  Taire  de 

ce  Cercle  ::x.  4.  Or  ce  Cercle  infcrit  eft  augënérateut  de 
la  Cycloïde  :  :  4^  i.  Donc  Taire  de  la  demi-^Ellipfe  eft  à  celle 
du  Cercle  générateur  :  :  :v  •  i  >  &  à  celle  de  la  Cycloïde  :.: 
X .  j  9  c^eft-à-dire  9  de  bien  peu  plus  grande. 

On  trouvera  en  même  temps  que  la  demi-Ellipfe  eft  à 
très*peu  près  ifopérimetre  à  la  Cycloïde.  L  aire  Elliptique 
entière  étant  à  celle  du  Cercle  infcrit  :  :  x.2y  fî  cette  aire ^ 
au  lieu  d'être  celle  d'une  EUipfe  y  étoit  celle  d'un  nouveau 
Cercle  que  j'imagine^  la  circonférence  de  ce  nouveau  Cercle 
-feroit  à  celle  du  Cercle  infcrit  à  TEUipfe  ::}/x.  V2.  Donc  la 
circonférence  du  nouveau  Cercle  feroit  à  celle  du  Cercle 
générateur  la  moitié  moindre  que  celle  de  Tinfcrit  :  :  2.Vxy^i 
Donc  V2  exprimant  la  circonférence  du  Cercle  générateur^ 

—  exprimera  fon  diamètre.  Donc  la  circonférence  du  nou- 
veau Cercle  fera  au  diamètre  du  Cercle  générateur  :::i\/;c.r 
-^  :\  2xVx.  V2.  Et  comme  on  ne  veut  comparer  à  la  Cy- 
cloïde qu'une  demi-Ellipfe  y  il  ne  faut  prendre  que  la  demi^ 
circonférence  du  nouveau  Cercle  qui  tient  la  place  de  TEUip* 
fe.  Donc  cette  demi- circonférence  feroit  au  diamètre  du 
Cercle  générateur  y.xVx,  V2.  Si  x  n  étoit  que  3  9  les  quarrés 
Aq  xVxia  de V2  feroient  27  &  2  ^  &  s'ils  avoient été  52  & 
2  >  ou  1 5  ôc  i^  la  demi-circonférence  du  nouveau  Cercle  6c 
le  diamètre  du  Cercle  générateur  auroient  été  :  :  4.  i  ^  ce  qui 
eft  le  rapport  de  la  Cycloïde  au  diamètre  du  Cercle  généra* 
teur  y  &  par  conféquent  la  demi-circonférence  du  nouveau 
Cercle  auroit  été  égale  à  la  Cycloïde.  Mais  il  eft  certain  que 
j  ;c  >  3  ,  ce  qui  rapproche  vMe  3  2  ;  &  de  plus  il  faut  remettre 
une  demi-ÉUipfe  à  la  place  de  la  demi -circonférence  du 
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nouveau  Cercle.  Or  comme  on  avoir  fuppofé  Taire  Ellipti- 
que &  la  Circulaire  égales ,  la  circonférence  Elliptique  eft 
néceflairement  plus  grande ,  &  par  cette  raifon  x^  s  approche 
encore  plus  de  32.  Donc  la  demi-EUipre  efl  à  peu-près  îfo* 
périmètre  à  la  Cycloïde. 

1  347.  On  voit  par-là  en  général  que  deux  arcs  égaux 
<le  Courbes  difiérentes  y  approchent  fort  d'avoir  des  aires 
égales  >  quand  leurs  Abfciiïes  &  leurs  Ordonnées  font  éga- 
ies ,  ce  qui  revient  aux  arr.  1 5  30 ,  i  ^  J4,  &c. 

1 348.  Si  deux  arcs  égaux  de  Courbes  différentes  font 
tels  que  leurs  courbures  extrêmes  aient  le  même  rapport  aux 
■courbures  de  l'origine)  c'efl  la  même  chofe  que  fi  deux  Suites 
-d'un  nombre  égal  de  termes  étoient  comprifes  entre  les  mê- 
mes extrêmes  :  celle  qui  approcheroit  le  plus  d'une  progreC- 
iion  arithmétique  j  diviferoit  l'intervalle  plus  également  ^  fie 
celle  qui  approcheroit  le  plus  d'une  progreflion  géométri- 
quelle  diviferoit  plus  inégalement.  Doiic  en  examinant  félon 
cette  vue  la  variation  de  la  courbure  des  deux  arcs  ^  on  ver- 
joit  laquelle  feroit  la  moins  inégale  y  6c  par  conféquent  le^ 
quel  des  deux  arcs  .contiendroit  avec  fon  AbfcifTe  6c  fon 
Ordonnée  la  plus  grande  aire. 

Par  toute  cette  Théorie^  on  Voit  pourquoi  dans  Texcellent 
Mémoire  que  rilluftre  M.  Bernoulli  a  donné  à  l'Académie 
des  Sciences  fur  cette  matière  >  dans  les  Mém.  de  T Acad.  de 
1706  y  il  détermine  les  plus  grandes  aires  des  Courbes  ifo* 
périmètres  par  un  certain  rapport  confiant  des  Sinus  des 
courbures. 


SECTION 
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.     SECTION    V.         • 

De  la  formation  des  Lignes  par  des  F  oint  s ,  des  Plans  par       > 
des  Lignes^  Ù*des  Solides  par  des  Plans. 

OU o I Q u' I L  parpifle  par  le  titre  de  cette  Se£lîon  que 
nous  ny  pouvons  dir€  que<leschofes.très-communes> 
&  trop  élémentaires  pour  mériter  d'être  dites,  nous  efpérons 
ne  pas  tomber  tout-à-faic  d^s  ce  défaut.  On  conçoit  ordir 
nairement  les  Lignes  comme  foMnéçs  par  des  Points ,  les 
JPlans  par  des  Lignes  y  les  Solides  par  des  Plans  ;  rien  de  tout 
cela  n'eft  exaâement  vrai. 

1 34p.  Un  Point  n  a  aucune  étendue^  c^eft  zéro  d'étendue' 
Or  o  X  oo  ==  o.  Donc  un  point,  quoiqu'infiniment  répété ^ 
ne  peut  faire  une  étendue  ou  uoe  ligne. 

13C0.  Mais  -^  X  00  ==  I.  Donc  il  faut  concevoir  la 

ligne Hnie  conune  formée,  non  parles  points,  mais  par  une 
infinité  de  lignes  infiniment  petites. 

ijy  1.  Ce  n  eft  pas  qu'on  ne  puifle  concevoir  le  poînt  $ 
&  qu'on  ne  doive  même  le  fuppofer  en  Géométrie  :  mais  il 
ne  faut  pas  le  concevoir  comme  élément  ou  partie  infinitieme 
de  la  ligne  ;  &  fi  la  ligne  eft  réellement  compofée  de  points , 
elle  Feft  d'une  manière  qui  nous  échappe ,  &  qui  ne  tombe 
pas  fous  notre  calcuL  La  Géométrie  eft  toute  intelleâuelie  , 
&  a  pour  objet,  non  la  Grandeur  Phy  fique  précifémcnt ,  mais 
la  Giupdeur  telle  que  nous  fommes  obligés  de  la  concevoir. 

1 5  5*2.  S'il  y  a  quelque  ligne  qu^il  faille  concevoir  comme  siueiesCffur" 
compofée  de  points,  c  eft  la  Courbe.  La  nouvelle  Géométrie  hesmfontfMt 
qui  confidere  les  Courbes  comme  formées  de  droites  infinir  ^^^^^^^^^ 
ment  petites ,  pafle  pour  ne  donner  qu'une  fuppofirion  infi-  i^s  Cùutbes 
niment  approchante  du  vrai,  une  approximation  infinie  des^^^^^"r[^^^^^ 
Courbes  réelles ,  qui  n'ont  aucunes  parties  droites ,  &  par  /«. 
conféquent  ne  font  formées  que  de  points.  Ceux  même  qui 
pm  ^t  naître  ^  ou  le  plus  perfeâionné  cette  Géométrie  f 
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femblent  en  convenir  ^  &  ils  fe  contentent  d'avoir  donn^  utt 
grand  nombre  de  Méthodes  infiniment  avantageufes^fondées 
îur  cette  iiippofition.  Cependant  j'ofe  avancer  que  les  Cour- 
bes réelles  ne  font  point  compofées  de  points^  ou  du  moins 
jae  peuvent  être  conçues  fous  cette  idée^ 

Une  droite  n^eft  point  par  elle-même  divifée  en  parties  > 
elle  n  a  que  celles  que  lui  donne  une  divifion  arbitraire  :  mais 
la  nature  de  la  Courbe  réelle  confiftant  dans  une  flexion  con- 
tinuelle j  elle  a  par  elle-même  pour  parties  élémentaires  & 
compofantes^  celles  que  cette  flexion  rend  diftindesles  unes 
des  autres.  Or  il  s'agit  de  fàvoir  fi  ces  parties  font  des  points 
eu  des  droites  infiniment  petites. 

Tous  les  Géomètres  conviennent  qu'une  Courbe  eft  tou- 
jours difléremment  inclinée  à  fon  axe>  ou,  ce  qui  revient 
au  même  j  que  fes  parties  élémentaires  font  toutes  difFérem- 
ment  pofées  par  rapport  à  cet  axe.  Ce  ne  font  donc  pas  des 
points  y  car  des  points  n  on^  aucune  pofîtion  par  rapport  à 
une  droite ,  ce  font  donc  des  lignes  infiniment  petites. 

1 35* 5.  Tout  le  monde  convient  aufïî  que  toutes  les  Cour* 
fees  peuvent  être  décrites  par  des  mouvemens  y  6c  il  y  en  a 
un  grand  nombre  y  telles  que  les  Spirales,  les  Cyx:loïdes ,  &c» 
que  Ton  conçoit  néceffairement  comme  décrites  de  cette  ma- 
nière y  &  l'on  convient  de  même  qq^ces  mouvemens ,  quï 
tracent  des  Courbes  y  doivent  changer  de  direâion  à  chaque 
infiant.  Or  un  mouvement  ne  peut  changea  de  direûion  à 
chaque  infiant /sHl  n'en  a  une  pendant  chaque  infiant,  & 
pour  en  avoir  une ,  il  faut  qu'il  fuive  une  ligne  droite  y  qui 
fera  infiniment  petite  j  puifque  la  durée  du  mouvemeniirelon 
cette  direâion ,  fera^un  infiant  infiniment  petit.  Donc ,  &c. 

13^4.  Les  Courbes  réelles  ne  font  donc  que  des  Poli-^ 
gones  redilignes  infinis,  &  les  Courbes  rigoureufes  ou  exactes  y 
qu'on  oppofoità  cesCourbes  Polygones^ne  font  point  réelles.. 

ijyy*  Les  Courbes  rigoureufes  ne  feroient  en  aucunes 
de  leurs  parties  ni  perpendiculaires,  ni  parallèles,  ni  inclinées 
à  leur  axe.  Il  efl  bien  vrai  que  leurs  Tangentes ,  tirées  à  leurs 
dijâférens  points,  pourcoient  avoir  ces  difiérentes  pofitions^^ 
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mais  elles  ne  les  auroient  pas^-parce  qu  elles  les  auroie  nt  prifes 
ûc  la  Courbe ,  &  ainfî  elles  ne  repréfenteroient  pas  j  comme 
tout  le  monde  le  conçoit,  les  différentes  pofitions  de  la  Cour- 
be par  rapport  à  fon  axe ,  elles  auroient  leurs  pofitio  ns  quel- 
conques par  la  feule  néceflité  de  paffer  par  uq  certain  point 
«de  la  Courbe,  &  d'éviter  tous  les  autres  ^  &  il  y  auroit  des 
cas,où  cette  néceffitéceffant  de  leur  déterminer  une  polîtion, 
une  Tangente  pourroit  avoir  des  pofitions  différent  es ,  ce  qui 
certainement  eft  abfurde.  Par  ex.  foit  une  Courbe  qu  i  ne  paffe 
point  au  deflbus  de  fon  axe ,  Ôc  qui  à  fon  origine  lui  foit  per- 
pendiculaire, la  Tangente  pourra ,  avec  une  infinité  de  pofi- 
tions différentes ,  paffer  par  ce  feul  point  de  l'origine  de  la 
Courbe  fans  entrer  dans  fon  plan ,  ou  être  Sécante* 

Il  efl  vrai^^ue  dans  toutes  ces  pofitions  elle  ne  fera  pas 
toujours  avec  la  Courbe  un  angle  de  contingence  infiniment 
petit.  Mais  d'où  vient  ]gL  néceffité  abfbluede  faire  cet  angle? 
Elle  le  fera ,  quand  il  fera  néceffaire  qu'elle  le  faffe  pour  ne 
pas  devenir  Sécante ,  ainfi  qu'il  arrive  dans  le  Cercle  :  mais 
quand  elle  pourra  ne  le  pas  faire ,  &  n'être  pas  Sécante  f 
comme  dans  la  préfente  hypothefe,  elle  ne  laiffera  pas  d'être 
toujours  Tangente. 

Il  efl  évident  que  cet  inconvénient  na  pas  Heu  à4'égard 
<les  Coiybes  Polygones ,  &  que  leurs  côtés  qui  ont  toujours 
«ne  polîtion ,  affujettiffent  les  Tangentes  qui  font  leurs  pro- 
longemens  à  avoir  toujours  celle  qu'ils  ont. 

1 3  j  5.  On  peut  à  cette  occafîon  faire  une  remarque.  Selon 
la  nouvelle  Géométrie  où  les  Courbes  font  Poligones ,  deux 
côtés  contigus  quelconques  étant  pofés,  le  prolongement  de 
Tun  d'eux  eft  une  Tangente  de  la  Courbe  au  point  qui  efl 
commun  à  ces  deux  côtés ,  ou  qui  eft  le  fommet  de  fanglc 
de  contingence:  Selon  Tancienne  Géométrie,qui  a  conçu  les 
Courbes  comme  rigoureufes ,  la  Tangente  du  même  point 
fera  tirée  par  le  point  commun  aux  deux  côtés,de  forte  qu'elle 
les  laiffera  tous  deux  au  deffous  d'elle.  De-là  iffuit  que  l'an- 
gle de  contingence ,  toujours  infinimeat  petit  dans  l'une  & 
l'autre  hypothefe^lera  deux  fois  plus  grand  dans  la  nouvelle 
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hypothefe  que  dans  Tancienne ,  &  par  conféquent  auflîfaba-: 
fe^  dont  la  détermination  eft  fort  importanre  dans  la  Théorie 
des  Rayons  des  Développées,  des  Forces  Centrales ,  &c.  Il 
feut  faire  attention  à  cela  pour  fe  conduire  félon  Thypothefa 
qu'on  a  prife ,  mais  laquelle  des  deux  que  ce  (bit  ^  elle  ne  jette 
point  dans  Terreur  ^  pourvu  qu'on  la  fui  ve  bien  y  &  qu  on  ne 
pafle  pas  fans  s'en  appercevoir  de  lune  dans  Tautre. 

13^7.  Des  Courbes  formées  de  droites  infiniment  peti- 
tes du  i  ^'  ordre  ^  lont  eflentiellement  différentes  des  lignes 
droites  finies  formées  des  mêmes  élémens  y  mais  toujours 
pofés  bout  à  bout  félon  la  même  direâion  9  au  lieu  que  dans 
les  Courbes  ils  çn  changent  toujours  ;  par  conféquent  ilfuffit 
de  pofer  pour  élémens  des  Courbes  de  petites  droites  duf 
1"  ordre  fans  aller  à  des  ordres  inférieurs ,  ft  ce  n  eft  que 
dans  certains  cas ,  comme  dans  celui  de  la  courbure  infinie  > 
il  faille  paffer  le  1*^''  ordre.  On  en  a^û  plufîeurs  exemples.. 
Nous  pouvons  ajouter  en  paflant>  que  ce  cas  de  la  courbure 
infinie  feroit  inexprimable  dans  Thypothefe  des  Courbes  ri- 
goureufes  formées  de  points- 
SlueiesVtgnes     ijjS.  Si  les  Courbes  ne  font  pas  formées  de  points  y 
clmhef^n!^ ^^^^  de  petites  droites,  les  droites  finies  ne  font  formées 
doivent  être  îiotï  pll3s  que  de  petites  droites  y  car  les  Courbes  &  les  droi- 
ficnfues  que  ^^g  ^q.  diflTer^nt  pas  par  la  nature  de  leurs  parties  élémentai- 

comme  for^  .  \  n'        r     \       \  • 

tnées  de  droi-  tcs  y  mzis  par  la  polition  leule  de  ces  parties. 
us  infiniment  1 5  jp.  Venons  aux  Plans.  Je  dis  qu  ils  nefont  pas  formés 
^^' /l  PU  ^T^^^^^^^^^^  ^^  lignes.  S'ils  l'étoient^il  faudroit  concevoir 
ne 'doivent  «n  parallélogramme  fini  comme  formé  d  une  infinité  de  li- 
itre  confus  gnes  pofécs  fut  un  de  fes  côtés  parallèlement  à  Tautre  y  Se 
formù^dl'  toutes  égalcs^dontla  fomme  feroitJ  aire  du  parallélogramme» 
flans  infini'  Or  lafomme  de  toutes  ces  lignes  finies  égales  >  feroit  infinie,. 
mentfetits.  Ponc  Cette  idée  n'eft  pas  vraie. 

1360.  Si  on  veut  concevoir  Taire  du  Cercle  comme  for- 
mée par  le  nombre  infini  de  fes  Rayons  ^  il  eft  certain  que 
cette  idée  embarrafle  l'imaginatfen:  car  on  ne  peut  conce voie 
les  rayons  du  Cercle«que  trop  ferrés  vers  le  centre  y  pofés  les 
uns  fur  les  autres  >.  ôç  fe  pénétrans  >  ôc  au  contraire  txop 
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écartes  vçrs  la  circonférence ,  &  laiffant  entr'eux  des  vuîdes>* 
qui  font  partie  de  Taire ,  &  n  y  font  pourtant  pas  comptés 
dans  cette  hypothefe.  De  plus  j  fi  Tes  rayons  font  Taire  du 
Cercle  ,  les  aires  de  deux  Cercles  concentriques  inégaux  , 
feront  comme  le  rayoti  d'un  Cercle  au  rayon  de  Tautre , 
puifque  les  rayons  font  de  part  &  d'autre  en  même  nombre 
infini ,  &  ne  différent  que  par  leurs  longueurs.  Or  tout^le 
monde  fait  que  cela  eft  faux. 

.  1351.  Le  dénoûment  de  ces  difficultés  9  cû  qu'il  faut 
concevoir  les  Plans  comme  formés ,  non  par  des  Lignes  pré- 
cifémen£>  mais  par  d'autres  Plans  élémentaires  infiniment  pe-< 
tits  par  rapport  à  ceux  dont  ils  font  élémens.  Ainfi  un  pa^ 
rallélogramme  fini,  étant  conçu  comme  formé  par  une  in-- 
fînité  de  plans ,  dont  un  des  côtés  efl  toujours  une  ligne  fi- 
nie =  I  >  fi  Ton  veut ,  &  Tautre  une  ligne  infiniment  petite 

confiante  ==»^  >  la  fomme  de  cette  infinité  de  plans  élémeiv 

taires,  ou  Taire  du  parallélogramme,  ne  fera  que  finie ,  com-*' 
me  elle  doit  Têtre.  # 

•  1 3  62.  Que  le  parallélogramme  foît  formé  de  plans  infini-- 
ment  petits  9  tels  qu'on  vient  de  les  pofer  ,  ou  de  lignes  éga-- 
les  y  qui  aient  une  longueur  finie  ,  &  une  largeur  infiniment 
petite  9  c'efl  la  même  chofe  :  mais  toujours  on  ne  doit  pas  le 
concevoir  comme  formé  de  lignes  mathématiques. 

1363.  Cette  formation  des  Plans  fe  concevra  peut-être 
encore  mieux  dans  TInfinî*  Soit  une  ligne  ==  00  ;  fon  quarré 
fera  oo^yàc  par  conféquent  Taire  du  quarré  infini ,  ne  fera  que 
la  ligne  ==  00  répétée  un  nombre  de  fois  ==  00 ,  ou  pofée 
parallèlement  à  uaçôté  ce  nombre  de  fois.  Or  pour  ne  la^ 
pofer  que  ce  nombre  de  fois  y  il  faut  néceffairement  laiffer  en* 
tr'elle  pofée  une  i  "  fois^  &  elle-même  pofée  une  2^"^  des  in- 
tervalles finis,  &  tous^,  fîpnle  veut,  pour  plus  de  facilité', 
égaux  à  I ,  car  autrement  on  la  poferoit  un  nombre  de  fois 
==  00  fur  une  partie  finie  quelconque  du  côté  infini  auquel 
elle  efl  perpendiculaire.  Il  f  eflera  donc  entre  la  ligne  =  00*^. 
pofée  un  nombre  de  fois.=3  00 ,  un  nombre  =  00  d'imec^ 

Llliij, 
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valies  vuides  finis  y  qui  n'appartiendront  point  à  i  aire  du  quar^ 
ré  infini ,  puifqu  elle  n'eft  formée  que  par  la  ligne  répétée. 
Cependant  ces  intervalles  finis  en  nombre  =  oo ,  font  ua 
efpace  infiniment  plus  grand  que  celui»  qui  eft  rempli  par  la 
ligne  mathématique  infiniment  répéfée  ;  on  néglige  donc 
dans  Taire  du  quarré  une  quantité  infiniment  plus  grande  que 
ceUe  qu'on  y  compte  y  ce  qui  eft  une  abfurdité  infoutenable. 

Il  faut  donc  concevoir  l'aire  du  quarré  infini  comme  for-* 
mée  par  des  plans  tous  égaux  y  dont  un  des  côtés  efi  ==  oo  f 
&  l'autre  ==  i  y  qui  font  infiniment  petits  par  rapport  à 
oo*,  &  qui  étant  en  nombre  ==  oo  font  la  fomme  oo*'> 
moyennant  quoi  il  ne  refte  point  de  vuides  dans  le  quarré  > 
&  toutes  les  difficultés  s'évanouiflent. 

136^  Cette  multiplication  d'une  ligne  mathématique 

par  "^  dans  le  Fini,  &  par  i  dans  l'Infini  pour  avoir  les  plans 

élémentaires ,  n  eft  néceflaire  y  que  (juand  on  vrtït  avoir  l'aire 
abfolue  des  plans  totaux ,  ou  s'en  former  une  idée  jufte  :  mais 
elle  n  eft  pas  néceflaire  pour  aw)ir  le  rapport  d'un  plan  à  un 
autre  du  même  ordre ,  car  étant  toujours  la  même ,  elle  ne 
change  rien  au  rapport  des  fommes  infinies  des  lignes  mathé- 
matiques dans  les  cas  qu'on  vient  de  voir.  C'eft  pour  cela 
qu'on  a  pu  croire  que  ces  fommes  faifoient  feules  les  aires. 

136^.  Mais  cette  même  idée  qui  feroit  quelquefois  fans 
coriféqucnce,conduiroit  à  une  erreur  gfoffîere  dans  le  Cercle 
conçu  comme  formé  par  fes  rayons  (  1 3^0  ),  il  faut  le  conùe^ 
voir  formé  d'une  infinité  de  Triangles  ifofceles,  qui  ont  leur 
fommet  au  centre ,  y  font  un  angle  infiniment  petit,  compris 
entre  deux  rayons^  &  dont  la.bafe  eft  un  arc  infiniment  petit 
de  la  circonférence.  La  circonférence  étant  nommée  r,  &  le 

rayon  r,  un  arc  infiniment  petit  eft  —  i  &  un  Triangle  élé- 
mentaire  eft  ^,  &  la  fomme  des  triangles ,  ou  Taire  du  Cer- 
cle eft  -î^  x  00  = 


cr 


3  66^  Soit  un  plus  grand  Cercle ,  dont  la  circonférence 
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foît  C,  &  le  rayon  Rfon  aura  pour  les  deux  aires  ~  &  ^  ^ 

&  parce  que  Ce  :  :  R .  r,  leur  rapport  fera  celui  de  CC 
h  ce  j  ou  do  RR  h,  rr. 

C'eft  dans  ce  cas  du  Cercle  ^  ou  en  général  des  plans  for- 
més par  des  lignes  concourantes  en  un  point,  que  la  néceffité 
de  concevoir  les  plans  comme  formés  par  des  plans  élémen- 
taires ,  eft  la  plus  fenfible.  Les  lignes  mathématiques  ne  don- 
neroient  ni  les  aires  fans  pénétration  de  lignes  ôc  fans  vuides> 
ni  les  rapports  des  aires. 

1 3  57.  ruifque  les  lignes  font  formées  par  des  lignes  >  &   Etfâreilie^ 
les  plans  par  des  plans  j  Tanalogie  conduit  nécefTairement  à  J*»'  '*'  ^^^ 
conclurre  que  les  Solides  feront  formés  par  des  Solides  qui  ^'* 
feront  pareillement  élémentaires  ^  &  ce  /l'eft  pas  la  peine  de 
le  prouver  par  les  inconvéniens  qui  naîtroient  des  plans  ma- 
thématiques conçus  comme  élémens  des  Solides.  Un  Cylin- 
dre eft  donc  la  fomme  d^une  infinité  de  Cylindres  infiniment 
petits  ^  dont  la  bafe  eft  le  Cercle  du  Cylindre  total,  &  la  hau- 
teur eft  une  partie  infiniment  petite  de  fa  hauteur.  Un  Cône 
eft  la  fomme  d'une  infinité  de  Cercles  croiffans  depuis  fort 
fommet ,  dont  chacun  eft  multiplié  par  une  partie  infiniment 
petite  de  l'axe  du  Cône. 

13  58.  Que  fi  l'on  concevoit  le  Cylindre  comme  formé 
par  une  infinité  de  parallélogrammes  qui  concourroient  à  fon 
axe  y  &  lauroient  pour  commune  Seâion,  ainfi  que  Ion  feit 
quelquefois ,  cette  idée  feroit  faufle  en  elle-même ,  &  pour  la 
reÊtifier ,  il  faut  concevoir  des  Prifmes  Triangulaires  y  dont 
l'angle  fera  infiniment  petit ,  &  qui  concourront  à  l'axe  du 
Cylindre ,  de  la  même  manière  qu'on  a  con<^u  des  Triangles 
comme  formans  le  Cercle. 

1 36"^.  Pareillement  fi  Ton  veut  concevoir  le  Cône  comme 
formé  par  des  élémens  concourant  à  fon  axe>  ce  ne  doi- 
vent point  être  des  Triangles^mais  des  Prifmes  Triangulaires- 
infiniment  petits  y  coupés  par  un  plan  diagonal  >  ce  qui  eil 
très-aifé  à  imaginer. 

1570.  De  tout  cela  on  peut  tirer  cette  réflexion  :  puifque 
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nous  fommes  obligés  de  concevoir  les  lignes  comme  formées 
par  de  moindres  lignes,  les  plans  par  de  moindres  plans^  &c 
nous  connoiflbns  les  lignes ,  les  plans ,  Ôcc.  tout  formés ,  mais 
non  pas  leurs  véritables  éldmens.  Et  (i  nos  connoifTances 
font  fi  bornées  fur  l'être  fimplcmenr  Géométrique  des  Corps , 
à  plus  forte  raifon  le  feront-elles  fur  le  Phyfique ,  ou  plutôp 
c'eft  parce  qu'elles  font  extrêmement  bornées  fur  le  Phyfi- 
que ,  qu'elles  le  font  tant  fui  le  Géométrique. 
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Sur  les  EjfMesAfymptotrques efi^générd yù*  k$ SMe$ 

^i  en  Jont  pxodmtS' 

9 

LEs  prcmlets  Qépmetres  qiii  ont  trouvé  .des  Afy  mptotcs^'  * 
ont  dû  être  étohnés  de  yoïr  des  ^Courbes  qui  s  apprp^ 
choient  à  rinfîni  de  ces  lignes  droites '>  ^  ne  ks  pouyo^en^ 

joindre.  "  ' "        '.    •  " ,\  ^ 

Quand  on  eft  venu  à  confidércr  les  efpaces  Afymptotiques; 
&  quonlesa-trouvésinfînis,  on  n'en  a  point  été 'i^ônné, 
parce  que  ccsr  e^>aces  étarit  touj^urs^d'ûriè  étettdqe.ltîi^iî^ 
il  a  paru  naturel  qu'ils- euflëhtauflfftm  îaire  infinie/.  TèlsTôrft 
les  deux  efpaces  A fymptotiqtifes  dérHypetbole  brdînaïre.^ 
'  Mais  quand  on  a  trotté  ces  efpaces  tkis  ^  quoiqu'infini-  / 
ment  étendus  >  comme  Feft  toujours  Tun  deâ  deux  de  toute 
Hypeixbole  qui  pafle  le  2A  degré  ^ôc  comme  k  font  4:eux  de 
b  Loganthmique^de  kCîflbIde  ^  de  &  Conchoide^^ 

Et  on  Vvété  «ncore  phis^  !q»and<oti  4  v&  qu'en  Êtiiàtit 
toûmevrefoace  Afyiviptotiqueitifinide  l'Hyperbole  ordinaire 
autour  de  1  Afymptote  immobik  >  ce  qui  fûroduit  un  Solide 
<L'ùiiei'certaine  oûmbure  ^-ce  Sdlide'  étoit  fini.  Cariapparem- 
,  xnem  on  s Vctendoit^  on  devoit  sWendté  à  k  tr^tfvet 'infini. 
-.  Toutes  eesnaei^etUêS  apparentes  ne  viennent  que  At  kt 
naurede  f  Infim  peuapprorondie  :  on  va  voir  qu  elfes  difpa* 
zoiflfent  abfofciment  des  qu  on  reiihotite  aux  principes  qûë 
nous  avons  établis ,  &  qu'il  n  y  auroit  riende  fttifvenant  y  que 
le  contraire  de  ce  qui  Fd  paru.  :      '' 

.    1 3^7 1 .  l\  nîy  a  point  d'âfpace  Alfymptotïqué  qcii  rife^  puî^     fi«*«»  ?/^ 
"  Atuconçu  comme  égala  un  paraUélb^mme  reSangleidont  f^'^^  Jf^ 
rÂrymptote^  qui  eft  une  ligne  iilfinie  >  fera  un  des  côtéâ  >  que  n*êfi  point 
jbnppiàne  la  bafe.  Airifi  tout  ce  qui  peut  contenir  à  ce  teâan-  P'^  f'jt  '^ 
{{le I .peut convenir auffi^^i eipace  Aiymptctique.  ^   ^^  ififm^u 
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tordre  dont  Si  cette  bafe  eft  déterminée  à  être  de  Tordre  de  OO ,  la 
^;^r"^!i'/7^  ^^ute  étant  abfolument  indéterminée ,  3  eft 

qu'Hpeutêtre  clair  que  feioij Tordre  çlçnCfcra cette  hauteur, c^eft-à- dire  » 
'  Trdre'^fe^  ^^^^^  ^^^  1^  multiplierai  oo  par  « ,  nombre  fini  indéterminé^ 
fin^Vn  inf^  ^^  P^^  °®*  ^  ou:par  — ^ ,  j'^EKirai  dans  le  i  ^''  cas  un  reÛangle 
nsmentfetit  infini  du  i"  Ordre  r  dans  le  2'^  un  infini  d'un  ordre  quel* 

qMk7nau9.  ^^"9"^  >  f^*^^  ï^  3"^  ^"  ^"^^  ^*  »=  I ,  &  pour  toutes  les 
autres  valeurs  de  »  >  i ,  un  infiniment  petit  d'un  ordre  quel- 
conque. Ainfi^le  reftaiîgle,  quoiqu'infinimentétenduà  càufe 
'èc  fa  bafe  >  eft  indifférem  d'ailleurs  à  fobs  hs  ordres  pofiibles 
de  grandeur* 

'  '  I57?.  Si  la  bafe  du  re£Ungfe  neft  point  déterminée  à 
^être c=::t=  6o ,*  mais  queue  jxu^fle  être  =  o©* j  == po^>  &c# 
!i[  eft  évident  qup ,  félon  les  différentes  hauteurs  ^  j'aurai  enc<> 
re  des  rectangles  de  tous  les  ordres  pofiibles.^ 

^p^iiu^      I  j7 5*  Il  en  ira  de  même  d'un  Parallélépipède^  dont  là 

dr^ d^tu^u^^^^  plane  fera  dun  ordre  quelconque  d'Infini  ^  car  félon  les 

hslteur  y  ou  différentes  hauteurs  il  pourraècre  de.tous  Jes:drdres  pôflibles; 

h^ûnh  ^^^'^  ce  fera  Ja  même  chofepoui:)bn  S^ltde  que  l'on  concevra 

comme  formé  par  la  révolution  d'une  bafe  plane  infinie ,  quet 

:<;ônque  autour  d^unaxe  ou  jignd  indmcdtme  ;  car  ce  Solide 

/era  un  Cylindre ,  dont  Ja  bafe  circulaire  étant  telle  qu'on 

voudra  y  il  pourra  être  d'un  ordre  quelconque  félon  la  hau* 

teur  qu'il  aura.  Il  eh  i|a  de.  même  fi  Ja  hauteur  étant  un  In« 

.fini  quelconque  j  fa  bafe  eft  indéterminée.  Ainfi  l'on  voit  déjà 

en  général  que  ni  les  ParaUélog^r^mmes  pour  avoir  un  côté 

.  infini  9  ni  les  Solides  pour  avoir  des  bafes  ou  des  hauteurs 

infinies  >  ne  doivent  pas  être  plutôt  infinis  que  finis  ^  on 

mêi^  infiniment  petits» 

Mais  avant  que  de  pouvoir  rien  déterminer  en  détail  fut 

la  grandeur  ou  l'ordre  des  difiérens  £fpaces  ou  Solides 

Afymptotiques  ^  il  faut  avoir  approfondi  ^  plus  que  nous  n'a« 

Tons  encore  fait^  la  nature  dé  TÂfymptotifme. 

confiieréh-      i  374»  Soit  laCourbe  MC,  Afymptôtique  quelconque; 

>fp»  fmicpi'  qui  a  pouï  we  >  &  ppur  A^ypif  tote  yf  £  ^saspOj^  &  lui  deyiefl^ 
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parallcle.  De  tout  ce  quia  été  établi  dans  les  art  7P9  >  &ç;  liiridgUnM- 
8oi^,  1106 ,  nop,  il  fuit  que  toute  Courbe  Afymptotiquè  Jf»*  '^^J^" 
n^eft  Courbe  que  dans  une  étendue  finie  indéterminable ,  que  ^'^'^^'•^^* 
je  fijppofe  qui  fe  termine  au  point /«,  &  qu  après  cela  elle  eft  Fxo.XVIIL 
droite  dans  tout  le  cours  innni  /i  Cy  mais  droite  non  exaâe 
(  1 1 8  4.)»  Sa  reûitude  confifte  en  ce  qu'après  des  pas  finis  elle 
ne  fait  que  des  détours  infiniment  petits  ^  Ôc  fa  reâitude  non 
exaâ:e>  en  ce  qu  elle  les  fait.  Si  l'on  conçoit  donc  que  la  partie 
inGnïepB  de  Taxe  ^  correfpQndante  au  cours  /a  C,  foit  dlviféé 
en  parties  finies  égales ,  il  fitut  concevoir  qu'à  chacune  de  ces 
parties  répond  dans  /a  C^  une  ligne  finie  exaâement  droite  > 

3ui  s'eft  détournée  infiniment  peu  de  celle  qui  la  précédoit^fic 
ont  celle  oui  la  fiiit  fe  détourne  aufii  infiniment  peu.  Et  pour 
concevoir  la  CoUrbe  totale  M/iC  divifée  uniformément  y 
il  âiudra  coacev<Mr  ^ue  /4p ,  portion  finie  indéterminable  <fe 
Taxe  j  qui  répond  au  cours  M/i ,  où  la  Courbe  eft  véritable- 
ment  Courbe  j  eft  auilî  divifëe  en  mêmes  parties  finies  égales 
qucpB.  ^  • 

De-là  il  fuit  que  toutes  les  Ordonnées  j4Mj  pm^  pf^y  &c; 
à rinfini  (ont finimeitt dîftantes^ &  que  cellesqui  répdiident 
W  cours  M/i  y  où  la  Courbe  eft  véritablement  Courbe  y  one 
entr  elles  des  différences  finies  y  mais  que  celles  qui  paflent  lo 
point  AI  >  ou  répondent  au  cours  /iCy  n'ont  que  des  dïnérenceâ 
infiniment  petites  >  puifqu'alors  la  Courbe  a  cbMgé  de^ature> 
&  qu^à  caufe  du  détour  infiniment  petit  aprèà  un  pasiini  en 
ligne  droite  y  deyx  Ôrdonnéesconfecutives  dux:oi7rs  AciC^fini^ 
ment  diftantes^  fontdans  le  même  cas  que  deux  confécutives 
du  cours  M/i  y  qui  feroient  infiniment  proches. 

1  37;«  Comme  ftCcû  ligne  droite  dans  fon^étendue  in- 
finie y  elle  a  dans  toute  cette  étendue  la  même  pofition  à  l'é- 
gard de  Taxe  j4B  y  6c  puifque  la  Courbe  eft  fuj^ofée  lui  de* 
venir  parallèle  y  elle!  eft  donc  dans  teute  retendue  fiC.  Mais 
en  même-temps  comme  elle  n'eft  pas  ligné  droite  exaâe  j  ellQ 
n  a  pas^exaâement  cette  égalité  de  pofition.  Son  parallélifine 
eft  iion  abfblu  ^  6c  il  eA  néceflairement  toujours  croifTant  dans 
la  fiippofkion  préfente ,  dès  qu  il  eft  non  ^bfolu. 
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1 3  7 é«  IL  peut  èttc  croiflânt  de  ^^randeur  &  d'ordi^e.  II  ne 
ieftque  de  grandeur  r  tant  que  les  différences  toujp^c&né- 
ceflairement  déciûiflantea^  jne  décroiltent  que  de  grajideur  ; 
^.  il  eu  crqifTant  de  giandeuf  &  d'ordre  >.  qu;ind  les  di£^cen« 
CCS  viennent  à  décroître  axjfll  d'ordre.  Amû  la  Courbe  ou 
droite  non  exaâe  /iCf  toujours  parallèle  à  j4B  y  aura  autant 
de  parallélijGxies  difFérens  en  ordre  ^  fiç  toujours  plus  grands^ 
que  les  différences  toujours  infinicnent  petîees  des  Ordonnées 
auront  de  difFérens  ordres. 

I  377.  La  courbe  n'eft  pas  feulement  toujoiwrS  plus  pa- 
rallèle à  Ton  axe  >  ou  Âfymptote,  niais  elle  en  efl  toujo^rs  auffi 
plus  proche.  Cette  proximité  eft  croifTante  de  grandeur  fie 
d'orore  comme  le  paralléliime  ^  c'eft-à*jdire  >  que  A  ^  Courte 
dans  une  xpertaine  étendue  efl  à.  une  diâance  finie  d^  Y9XP  $ 

elle  en  fka  enfuite  à  uoe^iidaflce  de  Tpcdiç  4e  4r-i  ^foiie  à 
une  diftance  de  Tordre  de  -^- ,  &c.  C'efl  la  nature  >  ou  TE- 

quanon  de  la  Courbe  qui  détermine  la  plus  nande  proûniité 
finale^  au(Ii*bien  qm&  le  plus  grand  nn^Hdtânê  Rnsàf 

J378«  La  proxipjicé dépçnd  de  ift  gfindfiur  d?» Ofdpi^ 
»ées.^€Oiaikmc  Je  paralliéùroie  dépend  di^  l^gisandeurdes  di^ 
férences  (  &  }a  Courbe  qui  doit  arriver  %  une  ceftaûis  ^imi^ 
mité  finale  >  &  à  un  certain  paraUélîrme  fioal  >  y  «rrîye  paf 
des  Ofidonnéef  j  St  par  des  difiérenees  de  tous  ka  ordres  qui 
font  dëpuis'le  6m  ^  par  qu  ces  fuites  ec«EUD(i^K:em  toujours  > 
jufqu'à  1  ordcet  qui  aok  ptoduice  &  cette  proxÛBité  &  ce 
paraUéli&ief 

1 375*  L' Afy mptotiifne  >  qui  demande  quexkfns  P^tenduB 
infinie >Cia  Coufbe  fbit  ligne  droite >&  félon  la .fiippoli- 
tion  préfentej  ligne  droite  parallèle  à  TAfyoïptote^  demapde 
a^ffi  que  cettp  inêoie  Courbe  fe  confonde  avec  T Afymptoce^ 
^  arrive  au  moins  à  n'en  être  quà  unedifiaoce  infiniment 
petite  du  i^*^  ordre.  La  confunonde  la  Courbe  avec  T  Afymp-^ 
tote  y  ou  fa  proximité  infinie  ^  efl:  auflî  nécefTaire  que  la  reâi« 
(ude  de  la  Courbe ,  ou  fon  égalité  de  pofition  par  rapport  à 
TAfymptote;  &  parconiiéquent  la  Courbe  tend  non-leùlei 
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tuent  eo  mêmç^temps  >  mais  eivore  égalçmen^  à  Tun  6c  à 
l'auttQ  4e  Q33  Termes^  &  par  conjéqqentlorfque  fa  tendance 
à  Yufi  change  4'ordre  >  ik  tendance  à  Tautre  en  ch^ge  aiiflî  > 
c  eft-à-4ve  ^  qi^  lç$  Ordonnées  6c  les  difSérenc^s  baiflent 
d  ordre  en  mêine^tenips  dans  le  çour$  feCj  où  fe  pafle  tout 
ce  qui  appartient  précifément  à  rAfymptotiihie. 

1380.  Le  parailéiifme  final  de  la  Courbe  n  eft  d'un  cer- 
tain ordre  y  que  parce  que  deux  Ordonnées  confécutives  y 
pnt use  différence  de lordxe  çorrefpondant d'infiniinent pe^ 
tit.  Or  alor$  il  faut  néçefiakement  concevoir  que  les  deux 
Ordonnées  font  de  Tordr/e  immédiatement  fupérieur.  Donc 
en  remontant  toujours  vers  lorigine  de  la  Courbe  dans  le 
cours  /iC,  ou  trouvera  toujours  les  Ordonnées  d*un  ordre 
immédiatement  fupérieur  à  celui  des  différences  >  puifque  les 
unes  &  le?  autres  ont  changé  d'ordre  en  même-temps  (13  yp). 
Donc  les  différences  qui  font  après  le  point  fi  ^  étaut  toutes 
hîfîniment  petite»  (137^1^  6c  celles  qui  le  fuivent  immé- 
diatement étant  du  1^*^  ordre  ^  puifque  les  différences  paffent 

^ar  tous  les  ordres  depuis  le  nni  (  1  $  7  8  )  5  les  Ordonnées 
»nt  çtiççn  aJlQrsftni^.  P^nc  la  Coyrbe  procède  ainfi  après 
point  ^.  Des  Ordonnées  fîaies^6^  des  di^érences  de  Tordre^ 

de  ^.  Des  Ordonnées  de  Tordre  de  ^  ^  ôc  des  différences  dp 

ççlui  de -551^  (Sec.  jufqu'aux  plus  petites  Ordopnées  ou  la  plus 

grande  proximité  ^  6c  jufqu  au  plus  petites  différences  ^  pu  k; 
plus  grand  parallélifme  que  la  Courbe  puiffe  avoir. 

1381.  Comme  1»  proximité  finale 5  6t  le  parallélifme ^^^^^^ 
final  nç  font  pas  les  mêmes  dans  toutes  les  Courpes  Afyniprm«y^  ga 
toriques  ^  ainfi  qu'on  Fa  déjà  vu  plufîeurs  fois ,  P Afympto-^^*fj^**J  '• 
tifme  n'y  efi  donc  pas  le  même  >  &  il  fera  fufceptible  de  plus^L ,  &i 
4c  die  moin3«  Unp  plus  grande  proximité  finale  j  6c  un  plus^^^M 
grand  parallélifme  fînal>  feront  un  plus  grand  A  fy mptotiimej 

6c  même  infiniment  plus  grand  >  s'ils  font  plus  grands  en 
ordre. 

1 3 82.  Il  eft  évident  qu'un  Afymptotifme  ne  peut  devenu 
infiniment  plus  grand  par  le  parallélifme  final  »  fans  le  devenir 
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enméme-temps  par  la  proximité  finale  j  &  réciproquetnetî(;# 
mais  il  faut  qu'il  le  devienne  en  même-temps  par  les  autres 
parai lélifmes^  &  par  les  autres  proximités  par  ou  il  le  peut 
devenir  i  car  tout  eft  lié  dans  le  cours  /iC^  qui  fait  rÂfymp<« 
totifme.  Mais  cela  va  être  mieux  développé. 

1583.  Une  Courbe  Afymptotique  rapportée  à  fbn  a^e^ 

OU  Afymptote  y  à  laquelle  elle  deyicintparsiUeleja  Ton  dejcnkc 

dy  de  Tordre  de  -^  au  moins  >  les  dx  étant  de  l'ordre  de  -^  ^ 

&  conftans  (  Soo  ôc  8og).  Donc  la  Courbe  qui  n'aura  Cot^ 
dernier  dy ,  que  de  Tordre  de  -^  >  aura  le  moindre  Afympto- 

tifme  poffible  ^  car  je  ne  çonfidererai  d'abord  les  AfymptodC" 
mes  que  félon  les  ordres  potentiels.  Icioùles  Jjc>.c'eil-a-dîrej 
les  intervalles  des  Ordohnées«font  finis^les  différences  ou  les 
dy  haufTent  par  tout  cTun  ordre  j  &  par  conféquent  la  Courbe 
qui  aura  le  moindre  Afymptotiime>âura  fa  dernière  différence^ 
ou  >  il  Ton  veut,  fes  dernières  différences  de  Tordre  de  -i-, 

6c  fes  dernières  Qrdonnées  delordre  de  ^.  Donc  avant  cela 
il  y  aura  eu  dans  le  cours  ykC  des  Ordonnées  finies ,  dont  les 
différences  étoient  de  Tordre  de  ^ ,  6c  rien  de  plus  dans  tou)!; 
le  cours  /iiC 

1 384.  Une  Courbe  eft  terminée  dès  qu'elle  arrive  aez 

plus  grandes  ou  aux  plus  petites  grandeurs  ^  dont  fon  Equa^ 

tionla  rende  capable.  Donc  celle-ci  eft  terminée  dès  qu  eUd 

arrive  à  une  différence  de  Tordrede  -^^dc  à  deux  Ordonnées 

00» 

de  Tordre  dje-^i  6c  en  effets  fî  o;i  la  conçoit  pouffée  plu$ 
loin  par  des  Ordonnées  décroiffantes  de  Px)rdre  de — >  6c  des 
différences  pareillement  décroiffantes  de  Tordre  de  -~  >  il  n'y; 
aura  nulle  raifo^i  de  la  concevoir  terminée^que  quand  elle  aura 
deux  Ordonnées  de  Tordre  de  -^ ,  dont  la  différence  fera  de 
il^rdre  de  -^  >  or  cela  eft  impoflible  par  fon  Equation  jdonc 
elle  eft  teimi^ée  où  nous  difons.  Cependaçt  foç  cours  ^ 
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jeft  n^ceflairement  infini^  donc  il  eft  entièrement  rempli  pat 
désordonnées  finies  décroiflantes^quiont  des  différences  de 

Tordre  de  -r^tces  deux  Suites  aboutiflant  Tune  à  deux  Ordon- 

liées  de  Torde  de^  >  &  Tautre  à  une  différence  =  —^^ 

I  î  8  j.  Il  eft  clair  que  c^eft  là  en  effet  le  moindre  Afymp- 

totifine  pofEble  en  ordre  ^  car  jamais  une  Courbe  ne  peut 

éftre  moins  proche  de  (on  dxe  y  que  quand  elle  en  eft  toujours 

X  à  une  diftance  finie  pendant  tout  Ton  cours  infini^  &  jamais 

étanrparallele  elle  ne  peut  l'être  moins ,  que  quand  des  diffé* 

tënce^  d'Ordonnées  finiment  diftantes  ne  feront  que  des  ~> 

&  cela  dans  tout  Ton  cours  infini  fie  Afymptotique  ^  excepté 
le  dernier  point  de  ce  cours« 

15  S($.  Si  la  dernière  différence  de  la  Courbe  ^  prife  tou- 
jours de  la  même  manière  y  eft  -^, ,  ce  qui  rendra  Iq$  deux 

Ordonnées  cortefpondantes^par  où  elle  fe  terminera  (13  84)^* 
de  Tordre  de  —4  >  ^^^  ^^^^  ^^"^  précédemment  des  Ordon- 
nées de  Tordre  de  -i-,  dont  les  différences  feront  des  -^  •  fie 

00  '  ^  00  *  ' 

avant  celles-là  encore  jufqu'au  point  fi  des  Ordonnées  fîniesii 
dont  les  différences  feront  des  — .  Mais  il  eft  important  de 

fàvoir  fi  le  nombre  des  termes  de  différens  ordres  fera  dans 
toutes  ces  deux  Suites  infini  >  ou  fini  dans  Tune  ^  6c  infini 
iians  Tautre» 

L'Àfymptotifme  de  cette  2^^  Courbe  eft  înfînimem  plus 
grand  que  nétoit  celui  de  la  1^^^  puifquelaa^^  fe  termine 
par  une  proximité ,  fie  un  parallélifme  infiniment  plus  grand 
que  dans  la  l '^  La  i'^  avoir  le  moindre  Afymptotifme  po(^ 
flble^  parce  que  datiis  un  cours  infini  elle  avoir  une  infinité 
d'Ordonnées  finies^  fie  dont  les  différences  n'étoient  que  des^ 
^i-(i38y)>  donc  la  t,^""  ne  doit  pas  avoir  ce  défaut  y  fie  elltf 

cil  doit  êtte  infiniment  éloignée ,  donc  elle  n'aura  après  le 
point  >  5  qu'un  nombre  fini  d^Ordonnées  finies  >  dont  les  dif^ 
férences  feront  des  JL  >  car  il  faut  qu'elle  ait  toujours  après  le 

point /«^des  Oxdonnéesûoies  (ii^So).  Après  ces  Ordonnée^ 
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finies  5  il  en  viendra  doné  an  nx>mbre  mSan  de  Tordre  de  JL  » 

dont  les  différences  feront  des"55T  >  &  enfifi  viendront  deux 
Ordonnées  de  Pordre  -^rr  >  dont  la  différence  fera  de  Tordre 

oc* 

de--i-,  ,  &  la  Courbe  fe  terminera  là.  On^itaffez  comment 

cela  fatisfaît  à  tout,  &  éclaircit  Tart.  1382. 

1 3  87.  Il  eft  très-aifé  de  voir ,  en  fuivant  ces  idées ,  que 

f]  la  dernière  différence  de  la  Courbe  eft  -— ,  elle  aura  après. 

-le  point  fA  un  nombre  fini  d'Ordonnées  fîmes ,  enfutce  um 
nombre  encore  fini,  mais  plus  grand,  d'Ordonnées  de  Tordre 

de  — ,  enfuite  une  infinité  de  Tordre  de  —r  >  &  enfin  deux 
dernières  de  Tordre  de'-^.  On  ne  {)ourroit  héfiter  d'^ord 

que  fur  le  nombre  fini  des  Ordonnées  de  Tordre  de  — ,  mais 

on  verra  fans  peine  que  le  nombre  infini  d'Ordonnées  dé 
cet  ordre  étoit  le  défaut  de  TAfymptotifme  de  la  Courbe  de 
Tart  \iî6y  &  qu'il  faut  que  la  Courbe  du  prefent  art.  s'en 
éloigne  infinimeiit.  Au  tefte  ce  nombre  fini  d'Ordonnées  de 

Tordre  de  ^  doit  être  plus  grand  dans  b  prefente  Courbe 

qiie  le  nombre  fini  précédent  des  Ordonnées  finies  >  car  le 
nombre  des  grandeurs  de  différcns  ordres  eft  croîflant  de 
Torigine  vëfs  l'extrémité,  nuifque  le  dernier  ordre  a  toujours 
un  nombre  infini  de  grandeurs  ,  les  deux  dernières  qui  font 
d'un  ordre  inférieur  ne  devant  être  conçues  qtfe  Comme  le 
Terme  auquel  ce  dernier  ordre  tendoit ,  &  eft  arrivé. 

1388.  Donc  en  général  la  dernière  dîffétence  de  h 
Courbe  éfâût -^  /ou  fes  deux  dernières  Ordonnées  ^ST^î, 
îï  y  aura  toujours  après  le  point  ^  des  Ordonnées  d  autant 
d'ordres ,  à  commencer  par  te  Fini ,  &  toujours  ea  noiûbrc 
fini ,  mais  croiffant  y  dans  chaque  ordre  ^  qu'il  pourra  y  avoir 
d  ordres  depuis -i-;  =^^  «  i  jufqu'à— i^^,  qjji  con- 

tiendta  an  nombre  infini  d'Otdofiriées,  6c  fe  terminera  pac 
les"  deux  dernières  «^  ---^.  »  nte  pçot-éoe  fci  mxàndtû 

^  .que 
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que  2  (  1 585  ) ,  &  s'il  lui  eft  égal,  le  premier  ordre ,  qui  eft 


~r;  y  fera  auffi  le  dernier ,  qui  eft  — ~i  >  &  par  conféquent 


00--—  '  -^  og' 


il  aura  une  infinité  d'Ordonnées ,  &  comme  il  eft  ==  i ,  ces 
Ordonnées  feront  finies ,  &  les  deux  dernières  ==  -i-  >  ce 

qu'on  a  trouvé  dans  les  art,  1585  &  138 4.  Si  n  ==  4,  il 
y  aura  des  Ordonnées  en  nombre  fini  croiflant  dans  les  or- 
dres — ^2  =  I  y  &  — r=T  ==  -rr  »  &  en  nombre  infini  dans 
l'ordre — î— -  ==  -î- ,  qui  fe  terminera  par  deux  Ordonnées 
s=  -^ ,  ainfi  qu'on  Ta  vu  dans  Tart.  1387.  * 

1 38p.  w  peut  être  fi  grand  qu'on  voudra  9  car  il  y  a  des 
Courbes  Alymptotiques^  telles  que  la  Logarithmique  (9S7)> 
dont  on  peut  prendre  la  dernière  différence  ou  Ordonnée 
d\m  ordre  d'infiniment  petit  fi  bas  qu'on  voudra.  Donc 
l'Afymptotifme  peut  aller  à  l'infini  de  Courbe  en  Courbe , 
croiflant  toujours  d'ordre ,  ou  devenant  toujours  infini  par 
rapport  à  ce  qu'il  étoit  précédemment.  ^ 

1 35)0.  A  mefure  que  n  fera  plus  grand,  la  Courbe  aura,' 
après  le  point  /i,  un  plus  grand  nombre  de  différens  ordres 
d'Ordonnées  toujours  confécutifs-,  &  fans  fàuts  ;  d'où  il  fuît 
que  le  nombre  des  grandeurs  contenues  dans  ces  différens 
ordres  fera  toujours  moindre,  l'axe  étant  fuppofé  le  même 
pour  toutes  les  Courbes  Afymptotiques.  Et  en  effet  >  puif- 
qu'elles  commencent  toutes ,  après  le  point  ^,  par  avoir  des 

Ordonnées  finies ,  &  des  différences  ==  -^,  c'eft-à-dire  ^  par 

la  moindre  proximité  &  le  moindre  parallélifme  pollîble ,  & 
que  tout  doit  enfuite  être  conduit  par  degrés  ,  rAfympto- 
tifrae  croiffant  d'ordre  demande  qu'elles  aient  toujours  un 
plus  grand  nombre  de  proximités  toujours  plus  grandes  en 
ordre  j  &  de  parallélifmes  plus  grands  en  oidre^  g//#//*  ej^ 

IÎ9I.  Le  dernier  ordre  d'Ordpnnées  «ui  en  contient ^^  ^*«''^' ^* 

r    .V    .    ,       I    .  .  .  •!•/?•   jpi^  grand 

une  infinité ,  doit  en  contenir  toujours,  une  moindre  innnite'^^,»^,^^/. 
à  mefure  que  n  eft  plus  grand.  Cette  infinité  qui  dxnimi^  nte  foffihiê. 

Nnn 
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toujours  >  doit  devenir  enfin  un  nombre  fini  ^  6c  même  elle 
n  eft  que  i ,  quand  n  ==  oo  >  car  alors  la  Courbe  a  des  Or- 
données de  tous  les  ordres^  &  comme  elle  n'en  a  dans  la  fup- 
pofition  préfente  qu  un  nombre  ==  oo  >  elle  n'en  peut  avoir 
qu'une  dans  chaque  ordre. 

Cette  Courbé  feroit  une  Logarithmique  >  dont  les  Ordon- 
nées feroient  -^  -i-  =  i.  -^ .  -i- ,  &c.  -i— -.  Il  eft  clair 

que  cette  Logarithmique  feroit  la  plus  baffe  de  toutes  les 
Logarithmiques  poffibles  >  que  par  ex.  elle  le  feroit  plus  que 

que ,  &c.  Ce  feroit  donc  la  Courbe  du  plus  grand  Afympto- 
tifme  poflîble. 
piHsult^'*  135)2.  Le  moindre  Afymptotifme ,  jentens  toujours  en 
ordre  potentiel ,  efl  celui  de  la  Courbe  des  art.  1 38  3 , 1 384 
&  ï  3  8  y  ^  qui  peut  être  une  Hyperbole  ordinaire  {960) y  dont 
les  Ordonnées  j  paffé  le  point  fc  ^  feront  toutes  finies  décroif- 
làntes ,  jufqu'aux  deux  dernières  ==  -î-.  Donc  en  comparant 

cette  Hyperbole  avec  la  Logarithmique  de  l'art,  précédent, 
oh  aura  les  deux  Âfymptotifmes  extrêmes^  &  il  fera  facile  de 
juger  de  tout  l'entre- deux. 

13P3.  Le  point  /a  de  la  Courbe  générale  eil  celui  où  la 
Courbe  commence  à  être  parallèle  de  fon  moindre  parallé- 
lifme^  parce  que  les  différences  y  deviennent  =  -^.  Si  on 

conçoit  que  la  Logarithmique  de  Part.  i3pi  foit  décrite^ 
elle  ne  fera  point  parallèle  >  mais  inclinée  à  l'axe  par  fa  i"  & 
îà  2^^  Ordonnée ,  qui  font  1  &  ^ ,  &  dont  la  différence  eft  r. 

Mais  elle  deviendra  parallèle  par  fa  2***  &  fa  3°^  Ordonnée  r 
qui  font  -i-  &  -^  %  &  dont  la  différence  efl  — .  Donc  le 

*  QQ  00*  ^  00 

point  ft  feroit  à  une*diftance  finie  déterminable  de  l'origine 
de  la  Logarithmique.  D'un  autre  côté  il  eft  certainement  à 
une  diftance  finie  indéterminable  de  Torigine  de  l'Hyperbole. 
Donc^dans  toutes  les  Courbes  Afymptotiques  intermédiaires, 
le  point  /i  s'eft  toujours  approché  de  leur  origine  àmefure  que 
leur  Afymptotifme  étoit  plus  grand.  Il  convient  effedivement 
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que  des  Courbes  plus  Afymptotiques  commencent  plutôt 
à  l'être ,  c'eft-à-dire ,  foient  plutôt  parallèles  à  Taxe* 

1 3P4.  De  l'Hyperbole  à  la  Logarithmique ,  le  point  fi  ne 
fait  qu^un  chemin  fini. 

139s*  Le  dernier  ordre  des  Ordonnées  dune  Courbe 
Afymptotique  ne  ceffe  d'en  contenir  une  inl|||ité ,  que  quand 
dans  Texpoiant  de  la  dernière  différence  =  -^ ,  «  eft  un 

Fini  indéterminable ,  ce  qui  ne  fe  peut  trouver  dans  aucune 
Courbe  connue. 

1 396.  Toute  cette  Théorie  fera  confirmée  par  les  Suites  confirmsthn^ 
de  nombres  ^ ,  -L.,  -i-,  &c.  que  l'on  a  vues  dans  la  Sed.  iv.  de  u  Thème 

^     A^     A^  ^  précédente 

Tant  que  leur  expofant  eft  Fini  déterminable ,  elles  repréfen-  P^  ^J  ^^*[" 

cent  parfaitement  les  Courbes  Afymptotiques,  dont  la  der-  a  '  Âî  Ti' 

îiiere  différence  eft  --^ ,  w  étant  Fini  déterminable.  ^^* 

00" 

2  qui  eft  T  ^  7 ,  y ,  &c.  -^^  &  en  général  -^ ,  —^ ,  n  étant 

focceffivement  tous  les  nombres  naturels  y  a  pour  formule 
générale  defes  différences  ^^  ^- ,  qui  devient  =  -i-^,  lorfque 

n  =  00.  Donc  -7  a  fa  dernière  *  ou  fes  dernières  différences  de 

A  * 

Tordre  de  -^^  auxquelles  répondent  des  nombres  de  l'ordre 

de  -^^  Donc  elle  aura  auffi  des  différences  de  Tordre  de  -f~ , 

auxquelles  répondront  des  nombres  finis,&  en  effet^dès  que» 
eft  un  nombre  fini  indéterminable  fi  grand ,  qu'étant  quarré 
il  devient  infini  y  les  deux  nombres  —  &  -4--  font  finis,&  leur 

différence  -  '    -  devient  —  =  — .  On  a  déjà  vu  un  cas  tout 

»»-f-»  nn  Q^  ' 

pareil  dans  les  art.  5x3  6c  ^ z4. 

Il  eft  donc  évident  que  -j  ayant  à  fon  origine  des  nom- 
bres finis  y  dont  les  différences  font  finies  y  arrive  enfuite  à  un 
nombre  fini  indéterminable  n  y  qui  n'eft  par  conféquent  qu'à 
une  diftance  finie  indéterminable  de  Torigine  y  &  tel  que  lui 
&  les  fuivans  n'ont  plus  que  des  différences  de  Tordre  de  ■—-. 

nombre  n  repréfente  le  point  /*  d'une  Courbe  Afympto- 

Nnn  ij 
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tique.  Les  difFérerices  =  —^  qui  viennent  après  n  >  repréfen- 

tent  le  premier  &  moindre  parallélifmc,  que  la  Courbe  prend 
après  le  point  /i,  n'étant  alors  encore  qu'à  une  proximité  finie 
de  Taxe ,  parce  qu'elle  a  des  Ordonnées  finies. 

Comme  j^  a  jKie  infinité  de  nombres  qui ,  étant  quarrés , 
deviennent  infiÉb,  -jen  a'une  infinité  de  finis  qui  ont  des 

dîiFérences==  ^,  &  le  parallélifme  de  la  Courbe  repréftn- 
tée  par  ;^  ,  tient  donc  une  étendue  infinie. 

Enfin  —  a  unç  infinité  de  termes  infiniment  petits  de  Tor- 
dre  de  -^  ^  qui  ent  des  diflférences  =  -i-j ,  &  c  eft  là  pour  la 

Courbe  un  fecond  parallélifme  plus  grand  que  le  premier, 
infiniment  étendu  auflî^  &  même  plus  étendu  ^  car  les  00  de 
-*^^  &  par  conféquent  les  ^  de  —  font  en  nombre  mfini  plus 

grand  que  les  finis.  Mais  cette  2^^  &  dernière  infinité  de  ter- 
mes de  -^^qu'il  eft  bon  de  confidérer  dans — prife  fimplement 

comme  Suite  de  nombres ,  n'eft  plus  à  confidérer  dans  la 
Courbe  repréfentée  par  -i-,  &  il  ne  faut  prendre  par  la  raifoa 

de  Part.  1384,  que  les  deux  premiers  —  de  leur  nombre 
infini. 

Il  ne  faut  pas  oublier  de  remarquer  que  dans  -î-,  dès  qutn, 

quoique  fini ,  eft  fi  grand  qu'il  denendroit  infini  par  l'éléva- 
tion au  quatre,  les  diflî'érences  deviennent = -i-,&  que  dès- 
que  «  eft  =s  oc^Ies  différences  deviennent  ==  -^>  ce  qui 

confirme  1  art.  ijyP* 

13pp.  On  raifonnera  de  même  fur  ;i, ,  qui  eft  en  général 

^ '  nn+[n-^,>  ^  «^o^t  les  différences  font  ^^^"„t+v' 
Dès  que»  eft  un  fini-  indéterminable ,  qui  par  l'élévation  à  la 
4""  puiflàncei ,  il  faut  foufentendre ,  €r  non  par  une  moindre 

élévation ,  devient  infini ,  la  différence  efti^^,  d«  l'ordre 

oc 
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de  -^.  C'eft  là  où  eft  le  point  ft,&  il  eft  plus  près  de  Torigine  de 

~  qu'il  n*éroit  de  celle  de  -^^  car  un  nombre  n  de  la  Suite  natu- 
relle A^  qui  ne  devient  infini  qu'étant  élevé  à  la  pulflance  4,  eft 
plus  petit  que  celui  qui  devient  infini  ^  étant  élevé  à  la  puif- 
fance  2.  Ce  qui  revient  à  Fart,  i  jp  3 ,  ôc  le  confirme.  Quand  ;x 
eft  fi  grand  qu'il  devient  infini ,  étant  élevé  à  la  puiflance  1 9 
il  devient  donc  un  infini  du  2^  ordre  y  étant  élevé  à  la  puif- 

fance  4 ,  &  »*==  oC*  >  donc  la  différence  eft  alors  ^^-^  > 
de  Tordre  de-^^  ôc  les  nombres  correfpond^ns  font  des 
— = — .  Enfin  quand  n  =:  00  ^  les  nombres  font  -^  ou  —•  % 
&  les  différences  font  —^  =  -^  =  -i-  %  ce  qui  eft  la  même 

chofe  que  la  Courbe  de  Fart.  1 38^5  pourvu  que  Ton  retran- 
che Jes  -—  de  -^  qui  font  en  nombre  infini ,  ôc  que  Pon  n  en 

conferve  que  les  deux  premiers.  -^,  ayant  une  infinité  de 

nombres  de  Tordre  de  7^  %  ôc  une  infinité  de  Tordre  de  -^ 

(  5  ^4)  >  il  f  ^fte  à  la  Courbe  ^j^  un  cours  infini  parallèle  caufé 

par  une  infinité  de  différences  ==  -^ ,  &  terminé  par  une 

feulement  de  Tordre  de  -^  qui  feit  le  plus  grand  >  &  dernier 

parallélifme.  D'un  autre  côté  la  Suite  ~  n'a  qu'un  nombre 

Fini  de  termes  finis  à  fon  origine  (  3  (f  3  )  5  comme  la  Courbe 

n'a  qu'un  nombre  fini  d'Ordonnées  finies. 

On  voit  ici,  comme  dans  Tarr.  précédent,  qu'après  le  point 

fij  où  les  Ordonnées  finies  commencent  à  avoir  des  diffé- 

jrences  =  -i- ,  les  Ordonnées  ôc  les  différences  baiffent  tott* 

00 

jours  d'ordre  en  même  temps. 

i3i)8.  Il  en  eft  de  même  de  la  Suite  -ij,  qui  eft  ^> 


,ôc  dont  lès  différences  font  -tt^ 


H-3»  +  i 


J^+î^'  +  S^  +  i  ww^  w»    i,<î^3  „f-^j  «44-»^ 

Quand  n^  ==  oc  ,  n^  eft  encore  Fini  ^  ôc  par  conféquent  le^ 

Nnn  iiji 


470         Elemens  de  la  Ge'ome'trie 

nombres ^  font  finis ,  &  leurs  diiFérences  ^'^^     ^'^       font 

oc 

de  Tordre  de  -^.  Quand  »'  ==  oC  >  les  nombres  font  — ,  ôc 
les  différences  3»^ +3»+'  jg  Tordre  de  -i- ,  car  fi  »'  =  oC  > 

oc  00*' 

i 

n^  ==  oc*.  Quand  n^  =  oC >  n'  =  oC%  &  les  nombres 

oc?  i 

font  -^  %  &  les  différences  font  — -.,  car  alors  w.==  cC' , 

oc  oc'^ 

4  ± 

»'  =  cC^  >  &  »^  =  oC^  Or  5^  =  ^  5  de  Tordre  de 

oc*  f 

^.  Enfin  quand  n  =  oC  i.les  nombres  font  -^ ,  &  les 
difiérences  — r  ===  -^. 

oc*  oc* 

Ce  fera  encore  la  même  chofe  pour  —  y  dont  les  nombres 
font  -î.  ,     n4 ■*-.«. -I- A» -j-^«  ■  -     »  ^  ^®*  difFérences 


7^^ —    ,  ^  .  , TT^^  9  &  pour  toutes  les  autres  -^  fui- 


i»«  +  4»7  +  6»<^  +  4»f  H-»*^''         r  ^ 

vantes ,  leur  expofant  n  étant  Fini  déterminable. 

I3PP*  Quelque  nombre  fini  déterminable  que  foit  «, 
les  y^"  n'ont  un  nombre  infini  de  grandeurs  que  dans  leurs 
deux  derniers  ordres  (  227  )  ^  &  par  conféquént  auffi  les  ^. 

Quand  ces  •—  repréfentent  des  Courbes  Afymptotiques ,  il 

en  &ut  retrancher  les  grandeurs  du  dernier  ordre  y  en  ne 
confervant  que  les  deux  premières  y  &  alors  les  Courbes  -^ 

n  ont  qu  un  dernier  ordre  où  le  nombre  des  Ordonnées  foit 
infini  félon  Tart.  1388. 
vhermind'     1400.  Tout  Cela  pofé  j  il  eft  très-facile  de  voir  quand  les 


tion  des 


fft^  Efpaces  Afymptotiques  feront  finis  ou  infinis. 


/i^»«ii^i^^  Je  divife  Tefpace  total  AECMA  en  deux  parties,  Tune 
êu  finis ,  &Ap/AM  A  y  que  j'appelle  P  y  parce  qu'elle  eft  la  première  > 
ild!2Î7]'^^^^^  P^CiAfj  ou  la  féconde,  que  j'appelle  S.  P  eft  tou- 
Uur ordre. Li^jouts  uti  efpacc  fini,  égal  à  quelque  reâangle,  qui  auroitpour 


N 
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bafe  Apj  &  pour  hauteur  quelque  Cydonnée  moyenne  entre  mius  d  font 
yî  M  &L  p/i.  S  cH  toujours  un  efpace  infiniment  étendu  ^  ^"^7//^ ^ ^ '^" 
caufe  de  fa  bafe  pB  ===  oc,  refte  à  favoir  quelle  eft  (k  hau-  tôtiquesZfi' 
teur ,  ou  plutôt  quels  feront  les  efpaces  partiaux  dont  il  peut  »**• 
être  compofé. 

Après  le  point  /a  ,  viennent  toujours  des  Ordonnées  finies. 
Si  elles  font  en  nombre  infini  ^  comme  dans  la  Courbe  des 
art.  JtjSj,  i^S^yôc  138  y,  elles  tiennent  tout  Fefpace  S, 
car  les  deux  dernières  de  Tordre  de  -^  ne  font  pas  à  compter 

ici.  Donc  S  eft  égal  à  un  redangle ,  dont  la  bafe  feroit  00 ,     * 
&  la  hauteur  quelque  Ordonnée  moyenne  entre  toutes  les 
Finies  décroifTantes.  Donc  5*==:  00  x  i  =  00.  Donc  P  Hh 

Si  après  le  point  /i  y  les  Ordonnées  finies  ne  font  qu'en 
nombre  fini ,  &  qu  enfuite  il  en  vienne  une  infinité  de  Pordre 
de  — ,  comme  dans  la  Courbe  de  lart.  1385, 5fera  compofé 

ide  deux  efpaces  partiaux  >  le  premier  ayant  une  bafe  finie  ^ 
qui  répondra  aU  nombre  fini  des  Ordonnées  y  &  une  hauteur 
finie ,  &  par  conféquent  cet  efpace  fera  fini  >  le  fécond  aura 
une  bafe  infinie ,  car  ce  fera  p  B  ==  00  moins  quelque  gran- 
deur finie  >  &  fa  hauteur  fera  moyenne  entré  toutes  les  Or- 
données de  Tordre  de  •^>&  par  conféquent  fera  de  cet  ordrcr 

Donc  ce  fécond  efpace  partial  de  5* fera  00  x  -i-  =  i .  Donc 

les  deux  efpaces  partiaux  qui  compoferont  S^  étant  finis  y  S  le 
fera  auffi  9  6c  P  -+-  S  fini. 

Si  comme  dans  la  Courbe  de  Tart.  1387,  il  y  a  après  le 
point  fjt ,  un  nombre  feulement  fini  >  tant  d'Ordonnées  finies  > 
que  d'Ordonnées  de  Tordre  àt^  ,  &  un  nombre  infini  de 

'^n  compofé  de  3  efpaces  partiaux  >  le  1 


Tordre  de 


00 


ixi,le2^=ix 


00 


00 


>le3 


me 


box 


00 


cr 


00 


Donc  i* fini,  &  P  -f-  5* auffi. 

On  voit ,  fans  aller  plus  loin^  que  S,  &  par  conféquent  Tef-* 
pace  total  Afymptotique  ;  ne  fera  infini  que  dans  le  i"^  cas  >^ 
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où  les  Ordonnées  fînig^ont  en  nombre  infini  ^  &c  que  dans 
tous  les  autres  S  fera  fini^  parce  que  fon  i"  efpace  partial 
fera  toujours  fini  y  les  fuivans  n'étant  que  des  infiniment  pe- 
tits ,  toujours  d'ordres  plus  bas  &  confécutifs. 

1401.  Il  cft  bon  de  remarquer  qu'il  fuit  de -là  que  quand 
même  on  donneroit  aux  Courbes  Afymptotiques  repré- 
fentées  par  les  Suites— >  -^^  &c.  deux  dernières  infinités 

d'Ordonnées  correfpondantes  aux  deux  dernières  infinités  de 
nombres  de  ces  Suites  y  on  ne  changeroit  rien  à  Tordre  trou- 
vé de  S.  Car  quand  dans  la  Courbe  —  on  conferveroit  une 

dernière  infinité  d'Ordonnées  ==  -i- >  on  auroit  feulement 

un  2^  efpace  partial  de  S  y  qui  feroit  oC  x  -^  de  l'ordre  du 

Fini,  ce  qui  ne  changeroit  rien  à  l'ordre  de  Pefpace  partial 
précédent  y  qui  feroit  toujours  oC  x  i ,  ou  de  l'ordre  de  00. 
On  verra  aifément  la  même  chofe  pour  les  autres  cas. 

1402.  Du  1"  ordre  potentiel  d'Afymptotifme  y  qui  eft  ce- 
lui où  les  Ordonnées  finies  font  en  nombre  infini ,  au  2^  où 
les  Ordonnées  finies  font  en  nombre  fini,^,  d'infini  qu'il 
étoit  y  devient  Fini ,  &  l'eft  toujours  enfuite,  ce  qui  marque 
que  5* infini  ne  doit  être  qu'un  très-  petit  Infini.  On  en  a  un 
exemple  dans  la  Suite  —  y  qui  repréfent^  une  Courbe  où  S 

eft  infini.  Car  dès  que— a  des  nombres  Finis ,  dont  les  dif- 

férences  fonts=s-^>  ce  qui  eft  le  commencement  du  cours 

Afymptotique  y  les  nombres  toujours  moindres  que  i  y  dont 
elle  eft  compofée  y  font  des  -j-  en  nombre  infini ,  tels  que  x 

deviendroît  infini  par  Télévation  au  quar|^(  3<5  3  ).  Donc  les 
-j  font  de  très^etits  nombres  Finis  y  &a^ï  conféquent  aufli 

le  nombre  ~  y  moyen  entr'eux  tous  y  qui  fera  la  hauteur  d  un 

xeÊlangle  y  dont  la  bafe  =  00.  Donc  ce  redangle  eft  00  x  -^ 

—  ^  y  très-petit  Infini.  Quand  dans  Fart.  1 400 ,  nous  avons 

pofé 
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ptofé  c6  reâangle  c=s  oo  x  i  >  nous  n'avons  entendu  par  i 
qu'une  grandeur  Finie  indéterminée. 

1405.  5  infini  eft  d'autant  plus  petitj  que  la  dernière  dif- 
férence de  Tordre  de  -^eft  plus  petite  dans  fonordre^  car 

les  Ordonnées  finies  en  nombre  infini  en  font  plus  petites  >  ou 

la  Courbe  plus  proche  de  fon  axe. 

1 404.  S  fini  efl:  d'autant  plus  petit  j  que  la  dernière  difi^é- 

rence  d'un  ordre  inférieur  à  — ^  eft  d'un  ordre  plus  bas  >  £c 

00  *•  *■ 

plus  petite  dans  fon  ordre.  Car  le  nombre  des  difiérens  or- 
dres d'Ordonnées  en  eft  plus  grand  (  i  jpo  ) ,  &  par  confé- 
quent  le  nombre  des  Ordonnées  finies  moindre  y  &  ejles  font 
moindres  auflfi. 

140;.  L'e(pace  P  eft  auffi  d'autant  moindre  ^  que  la  der- 
nière différence  eft  d'un  ordre  plus  bas  y  car  le  point  /a  appro« 
che  davantage  de  Torîgine  A/(  1 3Pî  )  ^  &  Ap  bafe  de  r  en 
eft  plus  petite ,  &  l'Ordonnée  moyenne  qui  fera  (à  hauteur 
plus  petite. 

140^.  Donc  l'efpace  total  Afymptotique  eft  toujours  d'au- 
tant plus  petite  que  la  dernière  différence  eft  d'un  ordre  plus 
i^as  >  &  ptus  petite  dans  fon  ordre. 

1407.  Plus  l'Âfymptotifine  eft  grand  >  félon  l'idée  de  l'artJ 
1 3  8 1  >  plus  Tefpace  Afymptotique  eft  petit  ;  &  au  contraire  ^ 
&  cela  tant  en  ordre  qu'en  grandeur.  \ 

1 408 .  Il  refte  les  Cou tbes  Afy mptotîques  >  qui  étant  tou-^ 
)ours  prifes  de  la  manière  dont  elles  le  font  ici  >  auroient  leur 
dernière  différence  de  l'ordre  de  -^  incomplet.  Telles  font 

les  i'"^  Hyperboles  de  chaque  degré  paffé  le  2^.  La  1'^  du 

5««  a  pour  ià  dernière  différence  -i—  ^  ^^  i'*  du  4"*  -ij  > 

7  T 

la  1"  du  5"*  -~>  &ç.  ceft-à-dire>  que  ces  différences  font 


des  ordres  1  î  >  i }  >  i  ^  j  &c.  d^infinîment  petit.  On  a  né-- 
gîigé  les  coëfficiens  inutiles  à  Tordre.  Jl  eft  clair  que  fi  les 
Courbes  •  dont  la  dernière  différence  eft  de  l'ordre  de  ~ 

Ooo 
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ont  un  efpace  Âfymptotique  infini ,  à  plus  forte  raifon  celles-' 
ci  9  dont  rAfymptotifme  eft  moindre  ^  &  par  conféquent 
refpace  Afymptotifme  plus  grand  (  i407), 

140p.  Quelles  que  foient  leurs  différences  de  Tordre  de 
-^  incomplet  ^  comme  leur  expofant  fera  toujours  i  plus 

une  fraûion  pure ,  en  retranchant  cet  i  pour  avoir  Tordre 
des  deux  dernières  Ordonnées  qui  ont  ces  différences  i  on 
aura  la  fraâion  pour  expofant  des  Ordonnées ,  qui  feront 
donc  des  — i-. 


00 


141  o.  Ces  deux  dernières  Ordonnées  ne  peuvent  être 
précédées  qued^une  infinité  d'Ordonnées  furies  ,  puifque  les 
autres  Courbes  >  immédiatement  inférieures^  en  ont  bien  aufli 
une  infinité ,  quoiqu'elles  aient  un  plus  grand  Afymptotif- 
me ^  ou  foient  plus  proches  de  Taxe ,  mais  ici  les  Ordonnées 
feront  plus  grandes* 

141 1.  Il  y  aura  Afymptotifme  tant  que  la  deriuere  dilfé* 
rence  fera  de  Tordre  de  -4-  incomplet ,  c'eft-à-dire  j  quelque 

grande  qu  elle  foit  fans  fortir  de  cet  ordre.  Mats  fi  on  con- 
çoit qu  elle  aille  jufqu  a  -^>  il  n^y  a  plus  d'Afymptbtifinej  il 

cft  devenu  nul  en  décroiffant  toujours.  Car  fi  la  dernière 
différence  eft  ==  ^ ,  le  parallélifme  de  la  Courbe  n'eft  donc 

que  là ,  ce  qui  eft  impoflîble  dans  une  Courbe  Afymptotique. 
Mais  dans  ce  cas  impoffible  toutes  les  Ordonnées  >  &  même 
les  deux  dernières ,  étant  finies ,  Tcfpace  feroit  00  x  i  ^  tou- 
jours de  Tordre  de  co ,  &  par  conféquent  du  même  ordre 
que  Tefpace  Afymptotique  des  Courbes  qui  oiu  leur  dernière 
différence  de  Tordre  de  -—  complet.  Donc  dans  tputc  cette 

étendue  Telpace  Afymptotique  infini  de  toutes  les  différentes 
Courbes,  qui  y  font  comprifes^  ne  change  point  d ordre > 
&  il  faut  bien  remarquer  qu  il  y  a  pourtant  un  00  extrême 
jufqu'ou  il  ne  peut  aller. 

141 2.  Cependant  fi  Ton  conçoit  toutes  ces  Courbes 
diipofées  de  fuite  ^  à  commencer  par  celle  qui  aura  fa  derniers 
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cUfiférence  plus  approchante  de«-^  complet  ^  ou  >  ce  qui  eft 

le  même  i  fes  deux  dernières  Ordonnées  d*un  ordre  d'infini« 

foit  poffible  p 
iptotifme  cef- 
que  rAfymptotifme  iroit  toujours  en  dé* 
çroi0ant  par  des  ordres  radicaux  j  puifque  le  dernier  parallé^ 
lifine  des  Courbes  décroîtroit  par  des  ordres  radicaux  j  &  par 
conféquent  (  1 407)  l'efpace  Alymptotique  croîtroit  en  même 
temps  par  des  ordres  radicaux.  Mais  cet  accroiiTement  de 
Tefpace  par  des  ordres  radicaux  n  a  rien  de  contraire  à  l'art; 
prâc:édent>  Duifque  félon  ce  même  art.  cet  accroiflement  fe 
fera  dans  le  (eul  ordre  potentiel  de  00  ^  &  fans  aller  jufqu  a  OQ 
complet^pourvû  que  ces  ordres  radicaux  foient  radicaux  purs* 

141 3*  Donc  dans  l'intervalle  que  nous  confîdérons  ici>  §luêUsplHi 
èc  qui  eft  celui  où  les  plus  gpnds  elpaces  Afymptotiques  font  ^J^^çymu^ 
néceflairementjes  plus  grands  efpaces  Afymptotiques  infinis  t$qu$s  tnfinis^ 
ne  font  que  des  Infinis  radicaux  purs  ;  &  comme  c'eft  là  la  J!,^^^/*^ 
moindre  efpece  d'Infinis  >  les  plus  petits  efcaces  infinb  ne  fe*  du^fws. 
ront  au(0  que  de  cette.  $tfpece  ^  mais  d'orares  radicaux  infé- 
rieurs >  &  un  efpace  Afymptotique  infini  ne  pourra  être  infi« 
nimeht  plus  grand  qu'un  autre  infini  >  que  de  quelques  ordres 
radicaux  purs. 

14 14.  Ces  Courbes  >  dont  la  dernière  différence  eft  de 

Tordre  de*-^  incomplet^  font  analogues  aux  Suites  -ip.  U 
iufHra  d^en  donner  un  exemple  dans  la  Suite  -^  ^  dont  les 

A^ 


nombres  font  -V 9  — ^ > 6cles différences 


n+i  * 


n 


X 


»*      »  +  i*  »+i*x»' 


1        t 


-~  a  une  infinité  de  termes  iims  >  &  une  infinité  moindre 
jL*  Ooo  ï; 
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d'infinimenc  petits  de  Tordre  de  -~  {2$^).  La  Contbe 


00* 


correspondante  eft  terminée ,  dès  qu'elle  arrive  aux  deux  i*" 
nombres  de  ce  dernier  ordre  y  qui  repréfentent  fes  deux  der« 
nieres  Ordonnées  félon  Tart.  140p. 

La  différence  générale  de  ~  eft  la  différence  des  V  de 

deux  nombres  confécutifs  de  la  Suite  naturelle  >  divifée  pat 

!a  V  du  produit  de  ces  deux  nombres.  La  différence  \^2  — 
1^  1  efl  beaucoup  moindre  que  1  >  puifque  i  eft  la  différence 

des  quarrés  a^  &  i  •  v^} \^2  eft  encore  moindre ,  puifque 

les  quarrés  5  &  2  approchent  plus  de  Tégalité  que  2  &  i  > 
&  toujours  ain(i  de  fuite.  Donc  la  différence  des  V  de  deux 

nombres  confécutifs  peut  être  exprimée  par  -^  >  x  étant  un 

nombre  toujours  croiffant;  &  comme  leis  deux  1^"  -^  de 


^  feront  arrivés  à  Fégalité  -^  fera  =  -î-.  Le  produit  de 

ces  deux  nombres  fera  00  *  x  00  *  ==5  po  ^  dont  la  /  fera 

00  ^  Donc  la  dernière  différence  fera 1 — ;  — s  ' , ,  aioTi 

0©  X  00*         00* 
que  Tanalogie  propofée  le  demandoit. 

Quand  ;i  eft  fi  grand  y  que  par  félévation  au  quatre  il 


*      ^» 


devient  infini  >  la  différence  générale  ^^'      ,—  eft 

I*— »*' 

-^ ==  j;.  Or  fi  alors  x ,  qui  a  toujours  crû  >  & 

» 

doit  devenir  s=  oo ,  eft  égal  à  »,  ou  plus  grand ,  j;  eft 
s=  •— ,  qui  feroit  ==3  -L  ,  ou  bien  7-  eft  encore  moindre 

dans  ce  même  ordre.  Si  x  eft  moindre  que  n,"*  croiflânt 
lODJours  trouvera  bien-tôt  un  autre  n  plus  grand  auffi  j  avec 
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ici^uel  il  fera  un  produit  ==  »*  ==  oC  >  &  la  différence  de 

deux  nombres  finis  fera  de  Tordre  de  -^  ^  ce  qui  eH  toujours 

le  commencement  du  cours  vraîement  Afymptotîque» 

141  y*  Il  refte  encore  les  Courbes  dont  la  dernière  diffé- 
rence feroit  entre  Tordre  de  -4>  qui  donne  Tefpace  Afymp- 

cotique  infini  >  &  Tordre  de  — i^^  qui  le  donne  fini  (  1400  )  ^ 

<feft-à-dire ,  que  cette  dernière  différence  feroit  de  Tordre  de 
'—  incomplet  i  telle  que  — î-^  qui  cft  celle  de  la  4*°^  Hyper^ 


00 


bole  du  7*"*  degré.  Dans  le  préfent  intervalle  Tefpace  5pour- 
roit  pu  continuer  d'être  infini ,  on  devenir  fini  >  ou  pailer  de 
rinfîni  au  Fini  vers  le  milieu  de  Tintervalle.  Mais  il  eft  aifé 
de  voir  par  analogie^que  (i  les  dernières  différences  de  Tordre 
de  -^  mcomplet  donnent  des  efpaces  infinis  au(E-bien  que 

celles  de  cet  ordre  complet^des  dernières  différences  de  Tor- 
dre de  -—  incomplet  ne  donneront  que  des  efpaces  finis  ^ 

puifque  tels  font  ceux  que  donnent  les  dernières  différences 
de  cet  ordre  complet.  En  général  on  a  toujours  vu  que  les 
ordres  incomplets,  ont  les  mêmes  propriétés  que  les  com« 
plets  >  &  la  raifon  effentielle  en  efl  que  les  incomplets  font 
toujours  des  parties  finies  >  &  par  conféquent  du  même  ordre 
que  les  complets  confidérés  comme  des  Touts.  Donc  dans 
le  cas  préfent^  S  cû  toujours  fini. 

1416;^  On  peut  le  voir  encore  plus- précifément.  La  der-' 
niere  différence  de  ces  Courbes  aura  pour  expofant  2{,  ou 
2  }  ^  ou  2  ^  9  &c.  &  en  général  2*  -+-  -J^.  Il  en  fiiut  retrancher 


un  ordre  pour  avoir  les  deux  dernières  Ordonnées^  encore 
un  ordre  pour  avoir  les  Ordonnées  en  nombre  infini  qui 
précéderont  les  deux  dernières.  Donc  ces  Ordonnées  en 
nombre  infini  feront  des  infiniment  petits  de  quelque  ordre 
radical  pur.  Et  en  effet  cela  doit  être  j  puifque  les  Ordonnées 
en  nombre  infini  étoient  finies  dans  les  Courbes  fupérieures 
(  1 4 1 0}  ^  &  qu  elles  feront  de  Tordre  de  -^  dans  les  Courbe^ 

Poo  Uï 
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immédiatement  inférieures  >  dont  la  dernière  diâërence  Ccti 
de  l'ordre  de  -~  complet  (  1 58^ ).  Or  la  bafe  p B  étant  da 

00 

même  ordre  dans  les  Courbes  du  préfent  art.  &  dans  les  fin 
périeures  ^  les  deux  efpaces  S  feront  pour  Tordre  comme  les 
hauteurs ,  qui  font  dans  celles-ci  des  — ^ ,  &  dans  les  autres 

00  * 
des  grandeurs  finies.  Donc  dans  celles-ci  >  5*  fera  infiniment 
petit  par  rapport  à  5*  dans  les  autres  ^  donc  «S*  dans  cçU^es-cî 
fera  fini  ^  puifqu  il  eft  infini  dans  les  autres. 

1417.  Il  auroit  pu  fe  préfenter  ici  une  difiiculté.  Dans,le$ 
Courbes  préfentes  j  l'Ordonnée  moyenne  y  hauteur  du  rec« 
tangle  égal  kS^  eft  --h->  &  on  trouveroit  5^=  00  x  — i— . 

00^  00- 


— I 


00  *  ^  infini  radical  pur  >  ce  que  «S  n  eft  pourtant  pas. 
JVIais  il  faut  prendre  garde  que  comme  pour  les  Courbes  fu« 
périeures ,  la  même  manière  de  prendre  le  produit  égal  à  Sf 
a  donné  00  x  i  (  1 400  )  infini  potentiel  >  aue  Ton  a  reconna 
enfuite  être  toujours  infiniment  jplus  grand  que  «S'ypuifque  S 
ne  peut  être  qu^un  infini  radical  pur  (1412)  :  ainfi  dans  le 
jcas  préfent  le  produit  00  x  — ^  donne  «S  infiniment  plus 

00  • 
grand  qu'il  ne  doit  être  :  mais  ces  deux  produits  confervés 
tels  qu'ils  font ,  donnent  le  rapport  des  deux  S^  qui  foni: 
;  :  I  •  — V«  Or  le  1^^  S  eft  un  iimni  radical  pur  ^  donc  le  2^ 

eft  finh 

On  pourroit  dire  que  comme  il  y  a  une  infinité  d^ordres 
radicaux  purs  >  toujours  infiniment  grands  les  uns  par  rapport 
aux  autres  j  le  i^  5"  peut  être  un  infini  radical  pur  ^  &  le  n* 
un  inférieur.  Mais  cela  ne  peut  avoir  lieu  ici.  Car  tous  les 
infinis  radicaux  pues  étant  renfermés  dans  le  feul  ordre  po« 
tentiel  de  00  ^  les  Courbes ,  dont  la  dernière  différence  feroit 

de  Tordre  de  ~  jufbu  à  celle  exclufivement  où  elle  feroit  de 

00       * 

l'ordre  de ^(i^ii^  i j;i2)>auroot  pour  leurs  ^ tous  le| 
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infinis  radicaux  purs  poifibles  >  &  il  n  en  reliera  point  pour 
les  Courbes  inférieures. 

1418.  Les  préfentes  Courbes  9  dont  les  deux  demieresr 
Ordonnées  feront  toujours  des  infiniment  petits  de  Tordre 
•  de  I  -+-  i,  ou  I  -4-  1 ,  &c.  (141 5) ,  ou  en  général  de  Tor- 
dre à%  ~^^^  I  feront  analogues  aux  Suites  —^  des  art.  27P  j 

i%o  >  28  r  ^  il  fera  aifé  de  le  voir  plus  en  détail  >  félon  la 
méthode  qu'on  a  tenue  dans  cette  Seâion. 

1419»  Nous  avons  toujours  fuppofé  ici  ^  pour  plus  de 
£icilité  >  que  les  grandeurs  radicales  pures  ^  foit  infinies  >  foit 

infiniment  petites  9  étoient  de  Toklre  de  -^  ^  mais  il  eft  bien 

fur  qu'il  y  en  a  encore  d'autre$  ordres  y  &  quoique  ce  qui 
eft  vrsd  des  uns  ^  le  foit  auffi  des  autres  >  &  que  la  fuppofîtion 
que  nous  avons  âite  ne»condui(e  à  aucune  emur  >  il  fera  boa 
d'approfondir  un  peu  plus  cette  matière. 

Les  fîraûions  pures  fe  partagent  en  deux  efpecês  oppofées* 
La  1^  eft  celle  des  firaûions  comprifes  dans  la  Suite  î>  f  ^ 

5  9  &c.  &  en  général  -7 .  La  2"**  eft  celle  des  firaûions  com- 
prifes  dans  la  Suite  {>\y\y  &c.  &  en  général  —^.  Cea 
deux  Suites  font  oppofées  y  en  ce  que  la  i  ^^  eft  décroiflante  &: 
aboutit  à  -^  5  la  2^""  croiftante  ôc  aboutit  à  i.  Toute  firaâîon 
pure  y  qui  n'appartiendra  pas  à  Tune  des  deux  9  fera  moyenne 
entre  deux  firaâions  j  dont  Tune  appartiendra  à  la  Suite  -^  > 

6  Tautre  à  la  Suite  —-•  Ainfi  7  eft  moyenne  entre  \  y  qui 
appartient  à  -^  >  &  j  qui  appartient  à  ^^^.  U  fuffira  donc 

jde  raifoimer  fut  les  deux  Suites  oppofées. 

±  -^ 

4"  ^^  toujours  moindre  que  —^ ,  donc  00  "  <  00  *•  "+"  S 

Je— V>  — ^-  D'ailleurs  î  eft  la  plus  grande  des  -^  fie 
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la  moindre  des  '^rr^^  Donc  oo  *  eft  toujours  moyen  entre 

tous  les  Infinis  radicaux  purs  >  &  -^  entre  les  Infiniment 


OQ* 


petits  correfpondans. 

1420.  Donc  tous  les  efpaces  Afymptotiques  infinis  ^tant 

I 

des  infinis  radicaux  purs  >  un  efpace  =  00  "^  fera  le  moyen 

entr'eux  tous.  Us  commenceront  par  un  00  "  ^tel  que  n  y  foit 
la  dénomination  de  la  plus  grande  v^  pofiible^  qui  ne  change 
point  00  en  fini.  Or  cette  dénomination  ou  ce  nombre  n  eft 
indéterminable.  Cependant  il  eft  certain  que  les  Courbes  dortt 
la  dernière  différence  eft  de  l'ordre  de  -^  complet  ^  ont  un 

efpace  infini  de  cet  ordre  radical  indéterminable^  &  le  moin«^ 
dre  de  tous.  D'un  autre  côté  le  plus  grand  efpace  infini  po£> 


fible  fera  un  00  * + S  tel  que  n  foit  le  plusgrand  qu'il  fe  puifle 

fans  être  infini  par  rapport  à  i  ^  car  alors  on  auroit  00  * 
e=aOO  5  ce  qui  eft  impoflible  (  141 1  )•  Or  ce  fi  eft  pareille^ 
ment  indéterminable. 

1421.  Les  Courbes^  dont  la  dernière  différence  eft  de 
l'ordre  de  -~  incomplet^ayant  toutes  leurs  dernières  Ordon-i 

nées  en  nomlJre  infini  ^  de  quelque  ordre  d'infiniment  petit 
yadical  pur  >  &  des  efpaces  Âfymptodques  finis  (141^)^  ces 
efpaces  feront  d  autant  plus  grands^que  ce$  Ordonnées  feront 
de  grands  infiniment  petits  radicaux  ^  &  au  contraire.  Celle 
qui  aura  fes  Ordonnées  de  Tordre  ^ ,  aura  fon  eipace  fiai 


00* 


moyen  entre  tous  les  autres ,  &  il  eft  aifé  de  voir  par  Part, 
précédent  >  que  les  Ordonnées  qui  détermineroient  les  eipa-« 
ces  extretnes^ièroient  d'un  ordre  indéterminable. 

141^.  Il  eft  clair  que  toutes  les  Courbes  inférieures  à 
celles  que  nous  aypns  vues  y  n  auront  plus  .que  des  elpaces 
Afymptotiques  finis  toujours  décroiffans. 
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i4^ î f  Donc  il  y  a  infiniment  plus  tfefpaces  Afymptoti^ 
ques  finis  que  d'infinis. 

1 424.  Un  reâangle  formé  de  la  bafe  AB  8c  de  la  l '^ 
Ordonnée  A  Mac  h  Courbe  MC^  eft  AMxoo  >  infini  du 
i^^  ordre  potentiel  ^  &  par  conféquent  infiniment  plus  grand 
que  tout  efpace  Afymptoiique  y  même  infini.  On  pourroit 
dire  que  cela  fe  voit  à  Toeil.  Ceft  une  efpece  de  repréfenta- 
Ûon  de  ce  que  font  les  Infinis  radicaux  purs  par  rapport  à 
l'Infini  potentiel  du  i  "^^  ordre ,  ce  que  les  expreflions  ea 
nombres  ne  font  pas  fi  bien  apperCevoir. 

I42jr«  Et  même  comme  on  peut  fuppofer  que  les  mê-* 
mes  lignes  AB  U  /^Affoient,  Tune  1  axe  ou  Afymptote^ 
&  lautre  la  l '^  Ordonnée  de  toutes  les  Courbes  Afyrapto- 
tiques ,  le  même  reébngle  AMxoo  comprendra  tous  les 
eipaces  Afymptotiques  pofiibles ^  tant  finis qu infinis >  fie IcA 
verra  qu'ils  doivent  être  aflez  peu  différens  leis  uns  des  autres  ^ 
ooxi-feulement  les  infinis  fupérieurs  des  fupérieurs  en  ordre 
mais  même  les  infinis  des  Finis.  Le  plus  grand  efpace  Afymp<^ 
torique  infini  fera  celui  de  la  i  ^^  Hyperbole  d'un  degré  le  plus^ 
élevé  qu'il  fbit  poflible  (  1408  )>  &  le  plus  petit  efpace  fini 
poffîble  fera  celui  de  la  Logarithmique  de  l'art.  1 5p  i  • 

1425.  Toute  cette  Théorie  fuppofe  pour  plus  de  facilité 
que  la  Courbe  générale  MC  ait  fon  Afymptote  pour  axe  ^  & 
lui  devienne  parallèle.  On  voit  qu'il  fera  tjrès-aifé  (le  rsunene^ 
à  ces  deux  conditions  les  Courbes  qui  ne  les  auront  pas.  Par 
exemple  j  fi  l'on  veut  jug»  quel  eft  l'eibàce  Afymptotique  dé 
la  I " Hyperbole  du  }°Vdegréjdu  côteoù  x  ==  -^  (  1 21  j  ), 

'c'eft-à-dire  j  du  côté  où  elle  eft  perpendiculaire  à  fon  axe  i 
qui  n'eft  point  alors  fon  Afymptote  >  cette  Hyperbole}  qui  eft 
oc.ay.  a^  .y* ,  deviendra  par  une  fimple tranfpofition  d'axe  j 
y  .a::  a^  .X*  y  &i  fera  parallèle  à  fon  axe  ou  Afymptote  x. 
Alors  fa  dernière  différence^  prife  comme  on  les  prend  tou- 
jours ici  y  fera  -^  >  &  par  coméqpent  l'efpace  Afymptotique 

fim^èbmme  on  Ta  trouvé  (£reâement  (121 5).  En  effet 
y,a:'.a\x*e&h  même  chofe  que  la  2^  Hyperbole  du  3"^ 

Ppp  • 
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degrépdotit  lefpace  AfymptotiqQe  eâ  fiai  du  o6të  oùat  âsdOt 
(xiié), 

Lds  Coudés  Afymptdtiqiies  oMtques  à  leor  axe^  Èofmne 
THyperboIe  ordinaite  rapportée^ ion  axe  traveriànt^fe  ramè- 
neront aufli  très- facilement  à  notre  Théorie.  On  en  voit  un 
exemple  dans  cette  Hyperbole  même. 

1  oiites  lesïlyperboles  de  tous  les  degrés  fournkwit  aa* 
tant  d  exemples  qu'on  voudra  de  la  Théorie  préfenie.  En 
^       voici  encore  quelques-uns* 
Tfpacê         1427,  La  Ciflbïde  étant  prife  comme  elle  Peftj  p.  n 
^ue7Jucif  &  ^  5  dès  Jnf.fetitSy  &  dans  la  même  Fig,  xiv  >  on  peut  lui 
fiïiefim.     donner  pour  axe  fan  Âfyn^tûte  y  qui  fera  une  droite  înfifiie 
tirée  perpendiculairement  fur  l'extrémité  iS  du  dimtetre  fB 
(»)  du  demi-Cetdc  générateur  FAB  ,  &  la  CiffoSde  devien- 
dra parallèle  à  cet  aice.  Alors  la  i*^  &  phis  grande  Ordonnée 
de  la  CifFoïde  ^^BF{a)y  après  kqueue  toutes  les  autres  qui 
feront  pamlleles  &  égales  aux  parties  BL  >  BGj  BEy  &c.  du 
diamètre  BF,  iront  toujours  en  décroiffant.  Si  Ton  cohçoit 
dans  la  Fig.  la  ligne  LM  tkée  jafqu'au  demi-Cercle  5  elte  en 
Ibia  une  Ordonnéej^>  6c  l'exprefSbn  de  BL  égale  à  l'Ordon- 
née correfpondame  de  la  GlToïde  fera  H  ^  6c  cette  exptef* 
(ion  fera  générale  >  pourvu  que  Ton  conçcHve  LF  vatiable  6t 
croifTante,  Or  L  F  ne  peut  être  plus  grande  que  a ,  donc  ^ 

efl  la  dernière  Otdonnée  de  h  Cifibf  de;  Or  alors  j^  y  dernière 
Ordonnée  dudemi-Cercle^ft  :ssas^.  Donc  la  detoiasy  00 

plutôt  les  deux  dernières  Ordonnées  de  la  Ciflbïde  font  =» 
^^ .  Donc  les  Ordonnées  précédentes  en  nombre  infini 

font  de  Tordre  de  -^  ^  Donc  l'efpace  Afytnptotique  Ciffôh 

dal  eÛ  fini. 
Celui  iiU     1428.  Si  Ton  pretnl  rAlVmptote  d^une  Conchoïde  poot 

finTsuot     '^  ^^^  ^  ^  ^^^  ^  ^^  cohçoîve  une  infinité  de  droiteyirées 
jwi  Mup.      ^^  p^j^  ^  j^  Coutbes  &  coupant  par  conféquent  FAfy mptote, 

chaque  Ordonnée  de  la  Courbe  fera  le  Sinus  de  l'angle  que 
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fera  chacune  de  ces  lignes  avec  rAfymptote ,  le  Sinus  total 
étant  la  partie  de  ces  lignes  comprife  entre  rÂfyntptote  Ôc 
la  Courbe.  Et  comme  par  la  nature  de  la  Conchoïde  cette 

Partie  eft  confiante ,  &  que  tous  les  angles  de  ces  lignes  avec 
Afymptote  depuis  le  i  ^^  qui  eft  droit,font  aigus  &  décroif- 
r^ns^  les  Ordonnées  delà  Conchoïde  font  des  Sinus  toujours 
décroiffans^  pris  dans  un  même  Cercle  fini.  Donc  une  Or- 
donnée infiniment  petite  de  la  Conchoïde  fera  le  Sinus  d*un 
angle  infiniment  petit  pris  dans  ce  Cercle.  Mais  rien  ne  dé- 
termine la  Conchoïde  à  fe  terminer  au  point  où  fe  fait  (uc 
fon  Âfyn^P^^^  ^^  angle  infiniment  petit  du  1'' ordre  ;  &  Ton 
peut  encore  tirer  du  Pôle  des  lignes  qui  feront  avec  TAfymp- 
tote  des  angles  de  tous  les  ordres  inférieurs  d'infiniment  petit* 
Donc  la  Conchoïde  >  aufli-bien  que  la  Logarithmique  >  a  de^ 
Ordonnées  infiniment  petites  de  tous  les  ordres  >  donc  fon 
elpace  Al&mptotique  eft  fini. 

•  1 4  2p«  il  fera  bon  de  prévenir  ici  une  difficulté  ^  qui  n'au- 
roit  pourtant  pas  de  rapport  à  laThéorie  des  efpaces  Afympto- 
ttques*  Pourquoi  la  Ciifoïde  n'a-t'elle  pas  par  la  même  raifon 
que  la  Conchoïde  des  Ordonnées  infiniment  petites  d'ordres 
quelconques  ?  Car  les  Ordonnées  de  la  Ciflbïde  fe  rapportent 
«ifli  à  celles  d'un  Cercle  >  qui  peuvent  être  d  un  ordre  fi  bas 
qu  on  voudra.  Mais  il  fiiut  prendre  garde  que  l'Ordonnée  de 

la  Ciflbïde  en  général  étant  f^  >  6c  que  h  F>  qui  croit  tou- 
jours >  ne  pouvant  être  plus  grande  que  a^Xz,  Coqrbe  eft  né- 
ceflaitement  terminé^^  quand  cela  arrive  ;  &  alors  il  n'eft 
néceflaire  de  concevoir^que  s=s  -^.  Il  n'en  eft  pas  de  même 

<le  la  Conchoïde. 

1430.  Il  fera  utile  pour  fixer  mieux  les  idées  ^  &  même 
par  rapport  à  ce  qui  va  fuivre  >  de  raifembler  fous,  un  feul 
coup  d  œil  le  réfultat  de  tout  ce  qui  a  été  dit. 
,    Les  Ordonaées  des  Courbes  Afymptotiques  étant  expri- 
mées en  nombres  ^  ce  font  toujours  des  firaûions  -^  décroît 

fantes  >  la  1  "  Ordionnéè  ayant  été  prife  pour  1 . 

Ppp  ij 
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Si  au  lieu  de  prendre  leur  dernière  difFérence^commetiouS 
avons  fai|  ordinairement  y  on  ne  prend  que  les  deux  dernières 
Ordonnées  égales  dont  elle  eft  la  différence  >  &  qui  font  tou- 
jours d'un  ordre  potentiel  fupérieur ,  ou  plutôt  la  dernieie 
Ordonnée  feule ,  ce  qui  fuffit ,  on  a  vu 

Que  quand  la  dernière  Ordonnée  eft  de  Tordre  de  -^  îfl- 

complet ,  ou  ^  ce  qui  eft  le  même  >  d'un  ordre  d'infiniment 
etit  radical  pur ,  les  Ordonnées  précédentes  en  nombre  in- 
ni  font  finies  y  &  l'efpace  Afymptotique  infini  (  x^oS^  i^j); 

.&  1410).  é^ 

Que  quand  la  dernière  Ordonnée  eft  de  l'orore  de  ^ 

complet^  les  Ordonnées  précédentes  font  encore  finies;& 
refpace  Afymptotique  infini  (  1400  ). 

Quand  la  dernière  Ordonnée  eft  de  Tordre  de  -^  încom^î 

plet ,  comme  -^ ,  les  Ordonnées  précédentes  éh  nombre 


00» 


infini  font  des  infiniment  petits  radicaux  purs ,  &  Tefpacc 

Afymptotique  fini  (141  ^  &  14» 6) ,  après  quoi  les  efpaces 

Afymptotiques  ne  peuvent  être  que  Fmis. 

SùMesfûf      1451.  Venons  maintenant  aux  Solides  formés  par  la  ré- 

%ffiZti!rt  volution  des  efpaces  Afymptotiques.  On  ne  peut  faire  tourner 

solutions     Tefpace  ou  plan  ABC  M  A  que  de  deux  manières ,  ou  autour 

iZ'^Mjt^  /^iW,  i«  Ordonnée  de  la  Courbe ,  ce  que  j'appelle  i'* 

sêti^of.       r^olmion  j  ou  autour  de  TAfymptote  AB ,  1^  révolmion. 

Il  eft  clair  d'abord  que  les  Solides  de  chacune  de  ces  deux 
révolutions  feront  décroiffans  entr'euxj  aufli-bien  que  les 
Eljpaces  qui  les  auront  produits* 

14}  I.  Commençons  par  la  1"  révolution.  J'appelle  P  ^ 
partie  du  Solide  produite  par  la  révolunon  du  plan  AMufA 
autour  de  AMy  &  5*  la  partie  formée  par  la  révolution  àx 
plan  p  B  Cfip. 

P  eft  égal  à  un  Cylindre  qui  auroit  pour  bafe  un  Cercle 
dont  le  rayon  feroit  Ap ,  &  pour  hauteur  quelque  Ordonnée 
moyenne  entre  AM,àLp/4^  toutes  deux  Finies* 


V        > 
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'^peut  être  compofé  d'autant  de  Solides  partiaux  quil  y 
aura  dans  la  Courbe  après  le  point  fi  d'ordres  difFérens  d'Or« 
données.  Mais  comme  il  n'y  a  d'Ordonnées  en  nombre  infîm 
que  celles  qui  précédent  la  dernière  y  &  font  de  Tordre  im« 
médiatement  fupérieur,  on  ne  peut  concevoir  de  Cylindre 
partial  dans  S  qui  ait  pour  bafe  un  Cercle  dont  le  rayon  foit 
c=  oo  i  que  celui  qui  aura  pour  rayon  de  fa  bafe  la  dernière 
portion  infinie  de  l'axe  où  feront  les  dernières  Ordonnées  en 
nombre  înfkii;&  la  hauteur  de  ce  Cylindre  fera  une  Ordonnée 
moyenne  entre  toutes  celles-là.  S'il  y  a  plusieurs  Cylindres 
partiaux  dans  «9  ^  le  premier  fera  toujours  fini  y  parce  qu'il 
n'aura  pour  rayon  de  fa  bafe  qu'une  étendue  finie  de  Taxe  ^ 
&  pour  hauteur  une  Ordonnée  moyenne  entre  des  Ordon-^^ 
nées  Finies.  Âinfi  le  Solide  total  S  fera  toujours  au  moins 
Finr.  La  détermiriation  de  fon  ordre  fini  ou  infini  dépendra 
du  dernier  Cylindre>qui  peut  être  auflî  le  feuL  Tout  cela 
convient  avec  ce  qui  a  été  dit  dans'Yart.  1 400  >  &  en  eft 
une  fuite.  Nous  appellerons  déformais  <S ce  dernier  Cylindre^ 
foit  qu'il  foit  précédé  de  quelques  autres  j  foit  qu'il  ibit  fetiL 

143  5.  «S  égal  à  un  Cylindre  qui  auroit  pour  rayon  de  fa  ^imti$  ùk 
bafe  un  Cercle  dont  le  rayon = cso  >  a  donc  une  bafe  de  l'or-^*^^;^^ 
dre  de  oo\  Donc  il  ne  peut  être  fini  que  quand  il  aura  une  finis  d$  u  i«» 

hauteur  ==  -î-  $  &  il  ne  l'aura  que  quand  la  dernière  Or-'''''**^'^** 

00 

donnée  fera  de  Tordre  de  -^.  Donc  pour  toutes  les  Courbes 

dont  la  dernière  Ordonnée  fera  au  deflus  de  l'ordre  de  -^  1 

le  Solide  Afymptodque  de  k'  i^^  révolution  fera  infini. 

îf^54.  Donc  pour  toutes  les  Courbes  dont  la  dernière 
Ordonnée  fera  de  l'ordre  de  -~  «  ou  de  tous  les  ordres  in* 

§éncut9  >  ce  Solide  ne^iera  que  Fini. 

143  y.  Lefpace  Afymptotique  cefle  d*être  infini  dès  que  §ufiifH€$ 
la  dernière  Ordonnée  eft  au  deffous  de  -^(1430)  •  donc  Ws^deshrfimt 

00^     *  '        ^  produits  far 

y  a  deux  intervalles  potentiels  >  celui  de  -^  exclufivement  ï^^i  ^ff^^^ 
^ ,  &  celui  de  -i-  à  -^  exclufiyement  «  où  les  efpaces  Fii 
pis  donnent  des  Solides  Infinis^  ^?V  H 


^i6         Elemens  de  la  Ge'ome'trie 

14)6.  Trois  intervalles  comprennent  les  dernières  0(^ 
données  auxquelles  répondent  les  Solides  infinis.  Le  i"  io- 
tervaile  commence  par  des  dernières  Ordonnées  de  Tordre 
d'infiniment  petit  radical  pur^  le  plus  élevé  qu'il  foit  poffiblei 
éc  finit  par  celles  de  Tordre  de  ^  complet  ^  &  par  confia 

quent  comprend  toutes  celles  de  Tordre  de  —  incompleti 

ou  qui  ne  font  des  infiniment  peûts  radicaux  purs.  Le  i^ 
commence  par  celles  de  Tordre  de  ^  complet ,  6c  finit  par 

celle  de  -^  complet  >  &  par  conféquent  comprend  toutes 
celles  de  -^-  incomplet.  Le  3"^^  commencé  parcelles  de  -1« 
incomplet ,  &  finit  par  celles  de  ^  complet ,  6c  comprend 
toutes  celles  de  -^  incomplet.  Les  ^'infinis  doivent,  à  com- 
mencer par  le  plus  gc^d  >  décroître  félon  ce  même  ordseï 
&  avec  analogie  à  c^^rdre. 

La  bafe  de  S  eft  toujours  de  Tordre  de  00*.  Quand  h 
dernière  Ordonnée  eft = ~^  il  faut  multiplier  00*  par  la  mê« 

me  grandeur  -j  qui  dans  Tart.  1 40  z  a  donné  Tenace  Âfymp- 

totique*  Or  cet  ej^ace — n  eft  qu  un  infini  radical  |>Qr  (  1 41  i)$ 

ou  f  ce  qui  eft  le  même  >  n  eft  que  de  Tordre  de  00  incomr 

plet.  Donc  le  Solide  -^  ne  fera  que  de  Tordre  de  00'  ia« 

Complet  ^  comme  eft  j  par  exemple  >  ûo  ^  Mais  une  dernière 
Ordonnée  de  Tordre  de  —  complet  eft  la  grandeur  qui  finit 

le  I"  des  3  intervalles  pofés.  Donc  à  cette  grandeur  répond 
un  S  de  Tordre  de  00*  incomplet ,  6c  cet  6*  eft  unique  dans 
cet  Intervalle  j  comme  Tétoit  l'Ordonnée  =s  '^.  Donc  à 

toutes  les  Ordonnées  fupérieures  ont  répondu  des  S  de  Tor-» 
dre  de  06*  completi 

Enfuite  djins  le  a^  intervalle  il  n  y  aura  que  des  5*  de  Tor^ 
dre  de  oo*  incomplet^  6c  décroiflans  jufqu au  dernier  qui 
fera  de  Tordre  de  ôo«  £t  dans  le  3"^  intervalle  feront  des  S 
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kiftnîs  radicaux  purs  décroîflan^  jufqu  au  dernier  qui  fera  Fini» 
,   1437.  Les  Solides  Afymptotiques  infinis  de  la  i"  révo- 
lution ne  paflent  point  Tordre  de  00*  complet. 

1438.  Soit  maintenant  la  a^^  révolution.  ^  y  eft  égal  à 
en  Cylindre  dont  la  hauteur  fera  toujours  ==?oo  y  ôc  la  bafe 
(e  quarré  de  POrdonn^e  moyenne  entre  celles  qui  précèdent 
Êi  dernière  y  &  font  en  nombre  infini. 

S'il  y  a  des  j* Inlinis  y  ils  feront  au  moins  dans  le  i^  des 
3  intervalles  de  Tart.  précédent.  Dans  cet  intervalle  les  Or- 
données en  nombre  infini  (ont  toujours  Finies ,  &  fônt  des 
-i(  i43o},ftôn-'fettlement  toujours  décroiffarites  dans  une   «» 

rnême  Courbe ,  mais  encore  d'une  fupérieure  ou  moins  . 
Afymptptique  à  une  inférieure  ou  plus  Afymptbrique.  Pat 
tonféquent  kufs  dénominateurs  x  font  croiffans  de  h  même 
&^on# 

Dans  cet  iniervaïle  *$=k  00  x  ^  =  •—  >  fera  infini^**  étant 

fiAi:  ttiats  il  ne  fera  qi;ie  'fkit  ^fi  «*  peut  être  kifini.  Les  »  ^tane 
toujours  crôiflkis  des  tDourbes  f^érieures  de  cet  intervalle 
ai^  klférieuresyles  x  des  Coutbés  fesplus  fup^ieores  peuvent 
être  dop  petite  p<)ftirdei^nk  infinis  par  Tëlévation  au  qikan^^ 
mais  ils  pourront  être  affez  grands  pour  cela  dâAs  quelques 
Courbes  iftférieures.  La  dernière  Courbe  de  cet  intervalle  eft 
celle  dont  k  dernière  Ordonnée  eft  ^^^  complet;  Or  il  eft 

certain  que  dans  cette  Courbe  analogue  a  -i-  (  1 5p  tf  )  ^  les  x  cb 

cours  Afyn^totique  font  tels  qu'ils  deviennent  infinis  pat 

rélévation  au  quatre.  Donc  dans  cette  Courbe  5"== — gran« 

aeur  finie  (i«8).       '  • 

14^9.  Je  dis  eh  même  temps  que  toutes  les  Courbes  de    zîmtes  ok 
ce  niême  intervalle  ^  (upéri'eures  à  là  dernière ,  tioi vent  avoir/^»'  ^f^* 
leurs  S  infinis  Car  cet  intervalle  comprend  toutes  les  Cour-j/^^f^^  /"^^ 
hes  y  dont  les  dernières  Ordonnées  font  des  infiiniment  petits  révaintipM. 
radicaux  purs  >  qui  defcendent  par  tous  les  ordres  radicaux 
poflibles  lopérieurs  à  ~  >  Ôc  tous'6ompris  dans  le  feul  ordre 


1% 


# 
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potentiel  qui  eft  entre  i  &  -^«  Donc  les  S  correfpojidaflS  | 

dont  la  Suite  (e  termine  par  un  5" Fini  (  1 438  )  >  doivent  êtrd 
tous  compris  dans  le  feul  ordre  potennel  qui  eft  entre  00  àc 
I.  Et  comme  la  Suite  des  dernières  Ordonnées  n  eft  compo^; 
fée  que  de  diffêrens  ordres  d'infiniment  pents  radicaux  purs  y 
qui  fe  terminent  par  -i-  j  la  Suite  des  S  n  eft  compofée  qap 

d'infinis  radicaux  purs  y  qui  fe  terminent  par  i.  Donc  5  &c; 
/i?!*îî?^5'      1440.  La  même  correipondance  ou  analogie  des  deux 
Ui^ révolu-  Suites  hît  voir  que  comme  celle  des  dernières  Ordonnées 
tiôn  m  font  ne  peut  Commencer  par  1  >  1"  terme  de  Tordre  potentiel 
m!  r^j^^  ^^^  s'ét^id  depuis  1  îufqu'à  -^ ,  puifque  jamais  la  dernière 

t^h  Ordonnée  d'une  Courbe  Afymptotique  ne  peut  être  Finie 

dans  rhypothefe  de  toute  cette  Sefl:,  de  même  la  Suite  des  5 
ne  peut  commencer  par  00  potentiel >  i"  terme  de  lordrp 
qui  s'étend  depuis  00  jufqu  à  i.  Donc  tous  les  S  infinis  de 
la  %'^  révolution ,  ne  font  que  des  infinis  radicaux  purs. 

1441.  Donc  depuis  le  dernier  S  inclufivement  du  i^ 
intervalle  >  qui  eft  en  même  teosps  le  1^'  ^  du  9^  j  tous  les 
S  font  finis  ou  infiniment  petits  pour  toutes  les  Courbes  in- 
férieures >  &  par  conféquent  les  Solides  totaux  de  la  x^""  ii% 
yolution  toujours  Finis. 

1 442.  Mais  il  fera  bon  d  approfondir  davantage  ce  oui  Mi 
pve  dans  le  2^  intervalle  >  où  l'on  pourrait  jtrouyer  de  la  di& 
fîculté.  Les  Ordonnées  en  nombre  mfini  ;  dont  la  moyenne 
détermine  l'ordre  de  S  y  font  des  infiniment  petits  radicaux 

jpurs>  dont  les  plus  grands  font  des  — ^-^  &  les  moindres 


00- 


jdes  — i-— >  &  le  nioyen  JL. (  1419 )•  Si  Ion  pjrend  le  iS 


00*+"*  ^* 


d'une  Courbe  j  donties  Ordonotées  en  nombre  infini  fbien^ 


des~i-;^>pnaura5=oox— ^ŒOQ*'*'SSi»===f| 
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o 


auquel  cas  — î-^  — ■    '  ;  >onauraSs=i=:QO*'"'==:i>  6c 


fenfuîte  »  ëtant  plus  grand  que  i  j  on  aura  toujours  S  infini- 
ment petit.  Cela  quadre  avec  l'art,  précédent ,  &  fait  juger 
que  pour  les  Courbes  fupérieures  y  dont  les  Ordonnées  en 

nombre  infini  lecont  des  — ^>  «!?  fera  fini.  Cependant  on 

00  "^ 


n— iMi 


trouve  S  =a  oo  x  *-i-j.s==  oo    '^    ^  qui  nefl  ==:  i  que 


• 

00 


dans  le  cas  j>  où  »  =3  a,  qui  efl  celui  où  —-===  ~,  &  pour 


If  ^ 

00  00 


tous  les  autres  cas  où  »  >  ^  ^  oo    "     efl  un  infini  radical 

pur.  Or  il  n  eft  pas  poflîble  que  cela  foit  >  puifque  le  i"  5"  de 
ce  2^  intervalle  n  efl  que  Fini»  Mais  voici  d'où  eft  venue 
Terreur, 

Les  Ordonnées  en  nombre  infini  d'une  Courbe  Afympto-^ 
tique  quelconque  font  décroiflantes  dans  leur  ordre  ^  quel 

qu'il  foit.  Si  elles  font  de  l'ordre  de  — ^>  ôc  par  exemple >^ 


00 


xle  Tordre  de  -4-  j  il  feut ,  pour  les  concevoir  décroiflantes ^ 


3 
00 


concevoir  que  ce  font  des  -^  l  z  étant  un  nombre  fini 


«00  ' 


variable  >  toujours  croiflânt.  Ce  z  ne  fait  rien  à  Tordre  des 
Ordonnées  ^  tant  qu'on  ne  les  prend  qu'à  leur  1'^  puifTance: 

mais  fi  on  les  quarre  ^  00  a  — ^  ^  U  z"  peut  être  devenu 


.*oo' 


un  infini  qui  élèvera  Tordre  de  00  ^  >  Ôc  il  n'a  befoîn  pout 

Qqq 
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cela  que  d'être  un  très-petit  infini.  Ici  ^  où  il  faut  quarreï 
one  Ordonnée  moyenne^ii  ne  la  faut  pas  prendre  fimpiemeni 

=  -V>  ™^is  ==  — ~  j  ce  qui  donnera  S  y  non  pas  ==  oo 

X  -ip  ==:  OO  '  j  mais  =  ■■  ^  ^>  &  cette  grandeur  fera  finie , 

pourvu  que  z*  foit  un  petit  infini  :  or  il  peut  Têtre ,  &  il  le 
fera  néceflaîrement  y  puifque  5  ne  peut  être  alors  infmi ,  un 
iSfupérieur  étant  fini  (  1438  )• 

1442.  On  voit  par -là  que  dans  le  2^  intervalle  le  der- 
nier S  fini  ne  fera  pas  précifément  celui  du  milieu  qui  appar- 
tient aux  Courbes,  dont  les  Ordonnées  en  noniwre  infini  font 

des  -V 1  mais  qu  il  fera  un  peu  plus  haut ,  ce  qui  eft  indé- 


1 
00 


terminable. 

Hu'U y  H,     1445,  Le  1*'  5* de  cet  intervalle  étant  fini ,  &  par  confé- 

finis  produits  ^"^"^  ^^  Solidc  total  de  toutes  les  Courbes  Afymptoriques, 

par  dis  e/pn"  dont  la  demîere  Ordonnée  eft-^ ,  &  ces  Courbes  ayant  leur 

cesusfims.     ^pp^^e  Afymptotique  infini  (1430),  il  ya  donc  des  Solides 

finis  formés  par  A^s  efpaces  infinis  >  ce  qui  eô  le  cas  oppofé 

à  celui  de  lart.  143 y. 

1444*  Le  caa  de  Fart.  143$  arrive  dans  Tétendtae  de 

deux  ordres  potentiels,  au  lieu  que  celui-ci  n  arrive  qu  alex- 

tcémité  d'un  feuK 
•ExempUsde      I44J'*  L'Hypcrbolc  du  2<J  degré  a  fbn  folide  de  la  i^ 
%lx\iL r^olution , infini ,  &  celui  de  la  2^^ ,  fini. 
tions  endiffé'      1445.  Et  pout  donner  un  exemple  de  toutes  les  Hyper- 
rnstes  Cour-  \yo\ts  dans  uu  feul  degré ,  qui  fera  fuffifamment  juger  de  tous 

les  autres,  je  prens  les  quatre  Hyperboles  du  y"*' degré.  La 

dernière  Ordonnée  de^  la  i*^^  eft  -^7"  >  ^^  ^^  ^^""^  -V^  ^^^ 


4  5 

00  00 


""S  -^  >  de  la  4«»S  -1-.  Donc  la  1"  aura  fes  deux  So- 


1' ^        '004 

00* 


lides  infinis,  la  2^*  pareillement  y  la  f^  aura  celui  de  la  i" 


'v 
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rïvolution  )  infini ,  &  celui  de  la  i''  >  fini ,  h  i"' ,  tons 
deux  finis* 

1447.  La  detnicte  Oidonnée  de  la  CUToIde  étant  -^ 

(1427)  >  fbn  Solide  de  la  i"*  lévoludon  lèra  infini ,  6c  celui 
de  la  2* ,  fini. 

1448.  Xa  Conchoide  les  atous  deux  fiuis}  &  pareille- 
nient  la  Logacithmi^ue. 


Cqq  n 
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SECTION     VIL 

Sur  la  Communication  ou  non -Communication  des 
Rapports  entr^  l^ Infini  Ù*  U  Fini. 

i44p."pxEs  Grandeurs  du. même  ordre  quelconque  ne 
JL/  peuvent  avoir  entr*elles  que  des  rapports  finis , 
&  tous  les  ordres  étant  parfaitement  analogues  les  uns  aux 
autres,  dès  que  certains  rapportis  finis  font  dans  un  ordre,  ils 
doivent  être  néceffairement  dans  un  autre  ordre  quelconque; 
il  y  a  dans  tous  les  ordres  des  grandeurs  qui  font  comme  i  " 

à  1 ,  &  comme  133^  &c.  cela  eft  bien  fur,  &  ce  n  eft  pas  ce 
que  nous  voulons  traiter  ici.  Mais  il  y  a  des  grandeurs  infi- 
nies entre  lefquelles  on  ne  trouve  des  rapports  finis  que  par 
le  moyen  du  Calcul  de  Tlnfini ,  &  par  les  principes  qui  lui 
font  particuliers.  Par  ex.  on  ne  fait  que  par  le  Calcul  de 

rinfinî ,  que  la  fomme  des  Quarrés  naturels  ôft-^  >  car  pour 

avoir  cette  fomme ,  il  à  fallu  négliger  des  grandeurs  (  jSo) 
que  Ton  n'eût  pas.  négligées  dans  le  Fini ,  &  fi  Ton  conçoit 
une  autre  Suite  formée  du  même  nombre  de  grandeurs  toutes 
égales  à  oc*  ^  dernier  Quarré  naturel ,  fa  fomme  fera  00' ,  & 
les  fommes  des  deux  Suites  :  :.  1  •  3 ,  rapport  fini ,  que  je  dis 
qui  fe  retrouvera  entre  deux  autres  fommes  pareilles ,  quoi- 
que finies.  C'eft  là  ce  que  j'appelle  Communication  des  rapports 
entre  f  Infini  &  le  Fini ,  parce  que  ces  rapports  ne  fe  trouvent 
dans  le  Fini  que  confiaéré  comme  Infini ,  ôc  quelquefois  ne 
fe  trouveroient  pas  autrement,  ou  du  moins,  pas  fi  aifément, 
&  d'une  manière  fi  naturelle. 

i-j.j'o.  Une  Suite  croiflante  d'un  nombre  infini  de  giyn- 
deurs  ^  que  je  fuppofe  toujours  =  00 ,  étant  pofée ,  ;  appelle 
Suite  pleine ,  par  rapport  à  celle-là ,  celle  qui  feroit  formée  du 
même  nombre  de  grandeurs  toutes  égales  à  la  dernière  de  la 
Suite  croiflante. 


._ji^« 
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14^1.  Toutes  les  Suites  croifTantes  de  nombres  j  telles  que 

1 

les  /^,  y^",  i^  • ,  &c.  pouvant  être  conçues  comme  des  Li- 
gnes difpofées  fur  un  axe  ==  oc ,  &  divifé  en  une  infinité  de 
parties  foutes  ==  i ,  elles  forment  ou  rempliflent  un  certain 
efpace  ^  &  la  Suite  pleine  correfpondante  en  forme  un  autre 
qui  eft  u  n  parallélogramme ,  dont  un  des  côtés  eft  Taxe = ce  , 
&  Tâutrè  la  plus  grande  ligne  de  la  Suite  croiffante.  J'appelle 
ce  parallélogranime  circonfcrit  à  Tclpace  rempli  par  les  Lignes 
croifTantes  y  ou  à  Tefpace  croijfanu 

145:2.  Le  rapport  du  parallélo|;ramme  circonfcrit  à  Pef- 
pace  croidant  eu  le  même  que  celui  de  la  fomme  de  la  Suite 
pleine  à  celle  de  la  Suite  croiffante. 

I4y5.  Si  le  rapport  d'une  de  ces  femmes  infinies  à  l'autre^  g««/«p4- 
&  par  conféquent  celui  des  deux  efpaces  y  eft  fini ,  il  demeu-^^'^^^'^T*'"" 
rera  encore  le  même,  quand  les  intervalles  finis  égaux ,  qu'on  ^n^V7es' 
a  fiippofés  entre  les  Lignes,  &  qui  ne  faifoient  rien  au  x^p^ effaces croif- 
port  de  Qcs  Lignes,  feront  devenus  des  infiniment  petits ^J^/  Hp/ 
égaux ,  &  quand  en  même  temps  les  Lignes  de  chaque  ordre  port  à  as  £yi 
différent  feront  devenues  de  Tordre  immédiatement  infé-^^^/j^^^ 
rieur,  en  confervant  le  même  rapport  entr  elles.  Or  alors  les  f^utdans  i:m* 
efpaces  infinis  fënt-  devenus  Finis.  Donc  le  rapport  fini  dU'^"'* 
parallélogramme  circonfcrit  à  fefpace  croiflànt  fera  le  même 
dans  l'Infini  &  dans-  le  Fini ,  dans  les  deux  Touts ,  Ôc  dans 
leurs  parties  quelconques  correfpondantes. 

145:4.  Quand  le  dernier  terme  d'une  Suite  infinie  croif*^ 

n  -  - 

faute  eft  00  "" ,  quelques  nombres  que  foient  n  &  ;7a ,  Ôc  que  la 
fomme  de  cette  Suite  eft  00  ""       ,  de  quelques  coëfHciens 


0  I 


fiftis  -r  que  foît  afFeâé  c&t  oo  *"      ,  la  fomme  de  la  Suite 
pleine>  qui  eft  le  dernier  ternie  de  la  Suite  croiffante  multiplié 


+•1 


par  00 ,  ou  00  "*      ^  a  toujours  un  rapport  fini  à  la  fomme 


4;94        Siemens  de  la  Ge^ome'trib 

de  la  Suite  croifTante  qui  eft  1S2 ^  car  la  i'^  efl:  à  la 

SL^""  ::  I .  y.  Donc  il  y  aura  toujours  un  parallélogramme 

circonfcrit  qui  aura  ce  rapport  à  lefpace  croiflant  >  tant  dans 

le  Fini  que  dans  l'Infini. 

pltmntfM^      1 4  j  j.  La  Parabole  ordinaire  ou  du  2*  degré  étant  x  ==y  ^ 

!^^  i/f^  ^Efi  ^ù  X  eft  un  axe  ou  infini  ou  fini  j  di vifé  en  une  infinité  de 

f^es  Pmrét^  parties  égales  finies  ou  infiniment  petites  j  ôc  par  conféquent 

ïfraUiic^'*^  croiflant  félon  la  Suite  des  nombres  naturels^  la  Suite  des  Or* 

^c^c^tL  ''^"  données^  eft  croiflante  comme  les  V  des  nombres  naturels. 

i 

Or  la  fomme  de  la  Suite  de  ces  V  eft  ^^  (jS^)  qui  eft 

à  00  *  X  00  ==:  00  *  ^  fomme  de  la  fuite  pleine  :  :  2 .  j.  Donc 
tout  efpace  de  cette  Parabole  fini  ou  infini  eft  à  fon  parallé-^ 
logramme  circonfcrit  :  :  2  •  3  • 

i4i$6.  JDe  même  dans  la  i^^  Parabole  du  5"*  degré 

x=^y^  y  les  y  étant  croiffantes  conmie  les  v^  des  nombres 

4 

naturds>dontJafomnieeft-^^(  j8f  )>&celle  de  la  Suite 

±  4 

{)leine  étant  00  '  x  00  s=  oo  '  >  Pefpace  croiflant  eft  au  parais 
élogramme  circonfcrit  :  :  5  .  4« 

1 4.^7.  Dans  la  2^  Parabole  du  même  degré  **  ==>'  j  les 
y  étant  croiffantes  comme  les  nombres  naturels  élevés  kj^ 


dont  la  fom^ne  eft  —   ^  &  la  fomme  de  la  5uite  pleine  étan$ 

00  '  X  oc  ==00^^  les  deux  efpaces  font  :  :  3  •  J. 

1478.  £n  général  on  trouvera  toujours  que  les^  de  toii^ 
tts  les  Paraboles  croiflant  toujours  comme  les  nombres  na-^ 

tùrels  élevés  à  ^  ou  ^ ,  »  étant  <  w>  les  efpaces  Paraboliques 

croiilâns  finis  ou  infinis  auront  à  leurs  parallélogrammes 


DE  l'Infini.  Partie  IL  SeSt,  Fît  4^^ 
cîrconfcrks  les  mêmes  rapports  finis  que  les  fommes  des 
Suites  des  nombres  naturels  ^  ainfi  élevés  >  aux  fommes  de^ 
Suites  pleines. 

145p.  Les  eQ>aces  Paraboliques  que  nous  trouvons  \c\i 
(ont  les  efpaces  intérieurs  j  c*eft-à-dire ,  pris  du  côté  que  les 
Paraboles  font  concaves  vers  leur  axe ,  mais  il  refte  les  exté- 
rieurs >  ceax  qui  font  de  Tautre  côté ,  toujours  compris  les  uns 
&  les  autres  dans  le  même  pattiUélogramme  circonfcrit^  au 


de  Textérieur^complément  du  parallélogramme^left  auflî.  Par 
exemple,  dans  la  Parabole  du  2^  degré,  Fefpace  intérieur 
étant  les  f  du  parallélogramme ,  Textérieur  en  eft  j.  Mais  cela 
fe  peut  trouver  encore  direâement ,  en  tranfpotant  \ts  axes 
At%  Paraboles,  c'efl-à-dh:e ,  en  mettant  dans  leur  équation ;c 
au  lieu  de^ ,  &^  au  lieu  de  x,  x  repréfentant  toujours  la  Suite 
àt^  nombres  naturels.  Par  exemple ,  dans  la  Parabole  du  2A 
degré  on  aura  x*  =j^,  &  par  conféquentles  Ordonnées  croif- 
fantes  comme  les  Quarrés  des  nombres  naturels ,  dont  la  fom^ . 


00^ 


me  eft  -7-  (  î86  )•  Le  paraflélogramme  fera  00*  x  5o  =  00^ ,; 

&  Tefpace  Parabolique  au  parallélogramme  :  :  r .  3/ 

146^0.  Il  peut  fe  préfenter  ici  une  difficulté  apparente. 

Lorfqu  ona  confidéré  Tefpace  intérieur  de  cette  ParabQle,on 

I 
a  eu  ;i:  ==  00 ,  &^  ===  00  *^  ;  or  en  la  tranfpofant,  on  doit  feu- 
lement trouver  que  ce  qui  étoit  x  eft  devenu  j^ ,  &  récipro- 

qcrement,  donc  ici  x = 00  * ,  &  non  pas  ==  op>  àiy  =  oo> 
6c  non  pas = 00%  ce  qui  donnera  feulement  pour  le  parais 

lélogramme  circonfcrit  00  "^i  comme  on  Tavoit  eu  d'abord^ 

&  non  pas  00' •  Mais  il  faut  obferver  que  quand  dans  Thypo- 

I 
thefe  de  la  tranfpofîtion  on  ne  prendra  x  que  ==  00  * ,  cela 

n^empêchera  pas  qu'il  ne  foit  divifé  en  une  infinité  de  parties 

finies  égales,  ôc  quil  ne  croiffe  félon  la  Suite  des. nombres 

naturels^  feulement  fesparties  égales  feront  moindres  que 


49^  El  E  M  EN  S   DE   LA   Ge'OME'TRIJÏ 

Tunicë  qu'on  fuppofoit  dans  la  première  hypothefe^  6c  Iesj|| 
croîtront  toujours  comme  Ic^  Quarrés  naturelsvce  qui  donne 
toujours  le  même  rapport  du  pacallélogranune  circonfcrit 
à  Telpace  Parabolique  ;  or  il  ne  s'agit  ici  que  de  rapports. 

1451.  On  trouvera  très  -  aifément  de  la  même  maniéré 
que  les  Ordonnées  extérieures  de  toutes  les  Paraboles  quel- 
conques font  les  Suites  infinies  des  nombres  naturels  élevés 

à  »  ^  ou  à  ^ ,  w  étant  >  n ,  &c  comme  on  a  les  fommes  de 

toutes  ces  Suites  (  5:84)  5  on  aura  auflî  direâement  tous  les 
efpaces  Paraboliques  extérieurs  par  leurs  rapports  aux  parais 
iélogrammes  circonfcrits. 

1^6!.  On  peut  regarderie  Triangle  comme  la  Parabole 
(du  I"  degré ,  &  en  effet  il  eft  la  fomme  des  nombres  natu- 
rels élevés  à  I ,  il  eft  donc  -211,  &  fon  parallélogramme  cir-' 

confcrit  efl  00*  ^  ce  qui  donne  le  rapport  fi  connu  de  i  à  2^ 

1 4^  5 .  S'il  étoit  impoflible  d'avoir  ou  tous  ces  rapports  ^  ou 

quelques-uns  d'entr'eux  ^  par  des  méthodes  qui  ne  fuppo&r- 

fent  point  ^'Infini ,  on  les  auroit  par  celles  qui  le  fuppofent  ^ 

mais  du  moins  les  a*t'on  par  celles-ci  d'une  manière  plus 

courte  y  plus  générale^  &  plus  lumineufe.  Il  eft  même  certain 

qu'on  les  prend  ici  dans  leur  véritable  (burce^  car  jréeUemenç 

tout  Fini  eft  un  Infini. 

Siue  le  m-     1 4(^4.  Les  efpaces  Afymptotîques  peuvent  toujours  avoir 

fort  iCun  if-  ujj  parallélogramme  circonfcrit ,  puifqu  ils  font  étendus  le 

^tTtîquê  ^in/ni  long  d'un  axe  ==  00,  &  qu  il  y  a  une  i",  &  plus  grande  Or-^! 

eu  fini  k  fin  donnée  finie  de  la  Courbe ,  ce  qui  fait  le  reâangle  1  x  00 

Jr^li w^r w- ^^==  00.  Mais^tout  efpace  Afymptotique  eft  fini  ou  infini ,  & 

confcrit ,  ne  s\i  eft  Infini ,  il  ne  peut  être  qu'un  Infini  radical  pur  (  141 3  )  : 

^trTuJlr  ^Zns  ^^  ^^  tapport  de  00  foit  au  Fini ,  foit  à  un  Infini  radical  pur, 

;#  fini,        ne  peut  jamais  être  dans  le  Fini  ;  donc  il  n'eft  pas  poflîble 

qu'il  y  ait  dans  le  Fini  un  efpace  qui  ait  à  un  autre  le  rapport 

d'un  efpace  Afymptotique  à  fon  parallélogramme  circonfcrit; 

C'eft  là  ce  que  j'appelle  la  non^Çomtnunication  des  rapport^ 

fntre  ^nfim  &  h  Fini. 


DE  L^  I  N  F  I  N  I.  Partie  IL  SeSi.  P^ÎI.  ^py 
145;.  Il  eft  vifible  que  cela  n'empêche  pas  qu'un  efpace 
Afymptotique  fini  a'ait  un  rapport  fini  à  quelqu  autre  efpace 
que  fon  parailélogramme  circonfcrit.Âinfirefpace  Afympto- 
tique CifToIdal  eft  triple  du  demi-Cercle  générateur.  De 
même  il  eft  poffible  qu'un  efpace  Afymptotique  infini  ait  un 
rapport  fini  a  quelqu'autre  efpace  infini  que  fon  j^arallélo-: 
gramme. 

1^6 S.  Il  n'y  a  point  de  portion  finie  d'un  efpace  Afymp- 
totique >  qui  pùifFe  avoir  à  fon  parallélogramme  circonfcrit 
le  même  rapport  que  l'efpace  Afymptotique  entier  a  au  fiçn  ; 

car  ce  rapport  eft  celui  de  i  ou  de  oo  —  à  oo  j  &  ce  rapport 

ne  peut  être  entre  deux  grandeurs  Finies.  Ceft  là  le  contraire 
de  ce  qu'on  a  vu  dans  les  efpaces  Paraboliques* 

1467.  Au  défiiut  du  rapport  de  l'efpace  Afymptotique  ^p^^Jrl^^ 
(on  parallélogramme  circonfcri);  >  on  peut  trouver  l'ordre  mi^Hesdl 
dont  eft  cet  efpace  $  qui  eft  toujours  ou  Fini  ou  Infini  radi-  '*«^«^«  fljr- 
cal  pur ,  fon  parallélogramme  étant  co  $  &  cela  fe  trouve  t^é/^h 
tout  d'un  coup  9  quand  les  Ordonnées  de  la  Courbe  font  re*  f^  ^s  fi^ 
préfentées  par  des  Suites  de  nombres  y  dont  on  connoît  For-  ^^^^^^^^ 
dre  des  fbmmes ,  l'axe  ou  Afymptote  x  croiffant  toujours  ^  ^  ~  * 
comme  les  nombres  naturels.  Ainfi  parce  que  l'Hyperbole  j^   ±^ 
ordinaire  ou  du  2^  degré ,  prife  entre  les  Afymptotes  >  eft  Ary  7^  ' 

es  I  ^  on  a^  =s  -^  >  c'eft-à-xlire ,  les  Ordonnées  décroifTantes 

comme  la  Suite  }  ^  î  *  7  >  &c.  qui  eft  celle  des  nombres  na* 
turels  réduits  en  fiââions  j  dont  h  fomme  eft  inRnit  (  36 z 
£c  600  )• 

De  même  de  ce  que  la  i"  Hyperbole  du  3™^  degré  eft 
«^y-sEss  i^  ilfuitj^ssss-^'  >  &  P^  conféquent la  Suite  des 

jr'  * 

s 

Ordonnées«eft  celle  des  V^  desnombres  naturels  réduites 
enfiraâions^  or  la  fomme  en  eft  infinie  {366). 

La  2^«  Hyperbole  du  5"^  degré  eft  x^  y  ==  i  ^  &  pat 
conséquent  j^  ==:  j^  >  6c  la  Suite  des  Ordonnéejs  eft  celle  des 

Rrr 


4P^        Elemens  de  la  Ge^ome^thie 
Quarrés  naturels  réduits  enfraâions  j  dont  la  fooune  eft  finie 

(363).      ,  ..        xr     ;. 

1458.  Nous  n  avons  confidéréici  les  efpaces  Hyperboli- 
ques que  du  côté  où  Tune  des  Afymptotes  a  été  prife  pour 
l'axe  jc=  oo*  Si  l'on  veut  confidérer  dans  chaque  Hyperbole 
Vefpace  qui  eft  de  l'autre  côté  >  il  n  y  a  qu'à  prendre  pareille- 
ment Tautre  Afymptote  pour  Taxe  x  =  00^  &  pour  cela 
changer  enx  ce  qui  étovty  dans  Téquation  des  Hyperboles  > 
&  cny  ce  qui  étoit  x.  On  trouvera  que  dans  l'Hyperbole  du 
2,^  degré ,  ce  changement  ne  fera  rien  à  Pefpace  >  que  la  i'* 
du  3  ^"^  deviendra  la  2,^^  du  même  degré ,  &  que  par  confé- 
quent  refpace  qu'elle  avoit  infini  deviendra  fini  j  6c  toujours 
ainfi  de  fuite.  Ce  qui  revient  à  Tart.  1^26* 
Comme  Us     1/^69.  De  tout  Cela  il  fuit^  &  on  le  pourra  voir  plus  en 
^{I7"ui^%  détail ,  fi  ?on  veut ,  que  tous  les  efpaces  Paraboliques  étant 
font  far  les  des  fommes  de  Suites  infinies  des  nombres  naturels  élevés  à 
fammes  des   jçg  puiffanccs  quelcouqucs  parfaites  ou  imparfidtes  {i^SSf 
ni  'h^  ^r!  ^^'  ï  4^  0  >  les  efpaces  Âfy mptotiques  des  Hyperboles  font 
*  les  fommes  décès  mêmes  Suites  réduites  en  fraâions^  dont 
X  eft  le  numérateur  conftant.  Ainfi  puifqu  on  a  les  fommes 
de  toutes  les  Suites  des  nombres  naturels  élevés  à  des  puiil 
iances  quelconques  (58o^&c.584)>6c  l'ordre  des  fommes 
de  toutes  ces  Suites  réduites  en  fiaélions  (  3  (^<f  ^  )  ^7  >  3  ^8  )  > 
on  a  par  les  propriété^  des  nombres  naturels  la  quadrature 
de  tous  les  efpaces  Paraboliques  finis  ou  infinis  ^  &  Tordre  de 
tous  les  efpaces  Âfymptotiques  Hyperboliques^de  forte  que 
fur  les  fommes  ou  fur  l'ordre  des  fommes  des  nombres  na- 
turels élevés  à  des  puiflances  quelconques  j  foit  entiers  >  foit 
réduits  en  fi:a£tions  y  il  ne  refte  rien  qui  ne  foit  pris  y  pour  ainfi 
dire  >  par  les  efpaces  Paraboliques  y  ou  Hyperboliques. 

£^hfiÙ^     1470-  Quand  ces  Suites  fradionnaires  ont  des  fommes 
^/j.    .j_ infinies >  comme  le  font  celles  de  t,  r>  t^  *^<^*  ou  de  f, 

A^  -jlyiji^  &c.  ces  fommes  ne  font  que  des  Infinis  radicaux 

f^  ^  ^"^^  P^^s  y  ^^^  ^ï^^  repréfentent  des  efpaces  Afymptotiques ,  qui 
pÊfl.    ^^  <iuand  ils  font  infinis  ^  ne  peuvent  être  que  de  cette  efpece 


DE  l'Infini.  Partie  IL  Seff.  Fil.  '4P> 
icf  Infinis.  C'cft  là  une  connoiflance  fur  ces  Suites  que  Pbn 
n^auroit  pas  eue>  en  ne  les  confidérant  qu  en  elles-mêmes  ^  6c 
làns  les  appliquer  à  des  efpaces  Hyperboliques.  On  eût  pu 
croire  que  leurs  fommes  roujours  neceffairement  moindres 
que  oo^  fomme  des  Unités  j  en  étoient  quelque  partie  d  une 
dénomination  Finie. 

1 47 1 .  Donc  le  rapport  de  ces  fommes  infinies  à  oo  ne 
peut  jamais  être  déterminé  >  car  c'eft  celui  d  un  infini  radical 
pur  à  oo. 

1 472.  Par  la  même  raifon  ces  fommes  y  quoiqu  infinies  >  8c 
de  Tordre  potentiel  de  oo  >  font  infiniment  moindres  que  oo. 
La  fomme  infinie  de  j  ^  j  j  j  j  &c.  —  eft  infiniment  moindre 
^e  celle  des  Unités. 

1475.  Comme  on  a  les  fommes  de  toutes  les  Suites  infi-  Sla*  ^^» 
nies  de  nombres  Polygones  (  J72  ) ,  &  par  conféquent  ^^'^^^Xl^^Jp^jj^ 
rapports  finis  aux  fommes  des  Suites  pleines  i  on  aura  les  fim  u$  qus^ 
quadratures  des  elpaces  infinis  des  Courbes  j  dont  les  Ordon*  ^ratuus  àt 
nées  feroient  ces  nombres  Polygones>&  par  conféquent  auffi  ^comhtilimt 
les  quadratures  des  efpaces  curvilignes  finis.  Ainfi  la  fomme  les  ordonnées 

infinie  des  Triangulaires  étant  i-Çi,  celle  des  Quarrés  *-^,  r'^^po^t  dis 
dés  Pentagones  J-SlL>  6cc.  ôc  les  fommes  pleines  étant  i^ly  fygones  ^mU 


*  ^  •  ^^-    &c.  parce  que  les  derniers  des  Triangulaires  > 


% 


des  Quarrés,des  Pentagones^&c.  fontî-^  >  ^-—^i^  j  &c, 

on  aura  toujours  le  rapport  de  i  à  3  pour  celui  de  Tefpace 
infini  croiflant  à  fon  parallélogramme  circonfcritj  &  pour 
celui  de  tout  efpace  curviligne  fini  de  la  Courbe  qui  expri«> 
mera  les  nombres  Polygones  quelconques  à  fon  parallélo-^ 
gramme. 

1 474.  La  Courbe  des  nombres  Quarrés  eft  évidemment 
la  Parabole  prife  du  côté  qu'elle  eft  convexe  vers  un  axe 
divifé  en  parties  égales  >  ou  croiflant  félon  la  Suite  des  nom« 
bres  namrels  j  car  alors  fes  Ordonnées  croiflent  comme  les 
Quarrés  de  ces  nombres.  On  a  vu  auflî  que  fon  efpace  cur- 
viligne eft  au  parallélogramme  circonfcrit  :  :  i.  3  (  1 4;p  ). 

Rrrij 
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i47f«  n  étant  un  nombre  naturel  quelconque  ^  le 

gulaîre  correfpopdant  eft  ^""J -^j  &  par  conféquent  l'équation 

de  la  Courbe  des  Triangulaires  eft  2ay=xx'^ax,  x  étant 
Taxe  qui  croît  félon  la  Suite  naturelle.  On  voit  par  cette 
équation  que  la  Courbe  des  Triangulaires  eft  encore  la  Para* 
bole  y  mais  dont  il  faut  retrancher  une  certaine  portion  félon 
que  feu  M.  Carré  l'a  enfeigné  dans  les  Mém.  de  FAcad.  de 
1701.  La  portion  reftante  infinie  ^  ôc  qui  eft  la  Courbe  des 
Triangulaires ,  eft  encore  convexe  vers  l'axe  j  il  n'eft  plus  le 
même  ^  &  ne  part  plus  du  même  point  que  celui  de  la  Para- 
bole entière  >  Courbe  des  Quarres.  Ses  divifîons  ne  répon< 
dent  point  à  celles  de  l'autre^fic  les  Ordonnées  qui  en  partent^ 
terminées  à  d'autres  points  de  la  Courbe  ^  croifTent  félon  d'au* 
très  rapports. 

1 47  (f.  L'équation  différentielle  de  la  portion  Parabolique 
ou  Courbe  des  Triangulaires  eft  2ady  =  2xdx -+- adx  ,  ce 
•  qui  donne  dy.  dx  :  :  a>;  -h  /i.  u,  &  au  point  où  x  =  o  ^ 
dy.  dx  ::  a.  2a::  1.2.  La  Courbe  à  fon  origine  eft  donc 
oblique  à  fon  axe  y  ce  qu'on  voit  qui  ne  conviendroit  pas  à 
la  Parabole  entière. 

C0^s7ê'  ^477*  ^^  prenant  de  fuite  les  formules  des  Polygones 
tôm  unlôurs  (  5  72  ) ,  OU  Verra  que  l'équation  de  la  Courbe  des  Pentagones 
Tu^êl^^t  ^^^* ^^y ^^^ 5**  —  ax^de ceHe des Exagones^^  2ay  =  ^x 

depé^  ph)us ^^*  >  ou^j(  ==  2XX ûx  y  &c.  Et  comme  ces  équa- 

portions  do  nons  ne  fortent  point  du  2 ^  degré  y  &  qu'elles  font  toujours  à 
hu.  ^^^  ï^  Parabole  de  ce  degré ,  on  voit  que  les  Courbes  des  nom* 
bres  Polygones  feront  toujours  ou  la  Parabole  de  ce  degré , 
ou  des  portions  de  cette  Parabole  y  mais  différentes  ^  &  qui 
appartiendront  ou  à  une  même  Parabole  y  ou  à  des  Paraboles 
de  différens  paramètres  j  ce  qu'il  feroit  inutile  ici  d'examiner 
plus  en  détail. 

m£^\1^       1478*  On  doit  raifonner  des,  Nombres  Figurés  commc: 
turUvoio    des  Polygones. 

tJirif^a* ,    Le  dernier  des  Naturels  étant  00 ,  &  leur  fomme  ^  * 


DE   l'I  N  F  I  N  I.  Partie  IL  SeSi.  Fil.      ybi 
Le  dernier  des  Triangul.     étant  -2^,  &  leur  Tomme  i^       *  '*«'«  '•' 

•  .  ^  Courhn.doni 

Le  dernier  des  Pyramidaux  étant  ^,  &  leur  fomme  -22i       '«  ordonnées 

'  ^  *4.  jHivreient  U 

Le  dernier  des  Triafag.  Pyr.  étant  -2^,  fie  leur  fomme  .511,  &c.  'f  ^T*  ^". 

Le  Parallélogramme  circonfcrit  à  la  Courbe  des  Naturels>^»r//. 
qui  ne  fera  qu'un  Triangle  $  fera  oo^  >  dont  le  rapport  à  la 
(bmme  des  Naturels  fera  t* 

Le  parallélogramme  circonfcrit  à  la  Courbe  des  Triangu^ 

laires  fera-^ ,  dont  le  rapport  àlelpace  curviligne  des  Trian- 
gulaires fera  f« 

Le  Parallélogramme  circonfcrit  à  la  Courbe  des  Pyrami- 
daux fera  -^  ,  dont  le  rapport  à  lefpace  curviligne  des  Pyra-^  : 
midaux  fera  ^  >  &  toujours  ainfî  de  fuite. 

Donc  auflS  dans  toutes  les  Courbes  >  dont  les  Ordonnées 
repréfenteront  les  difiërens  ordres  des  nombres  Figurés  j  les 
efpaces  curvilignes  finis  feront  à  leurs  parallélogrammes 
circonfcrits  :  :  i  •  2  ^  à  compter  le  Triangle  parmi  ces  Cour« 
bes^  ou::  i.  5^  ou::  i.  4>  &c* 

I47P«  La  quadrature  des  Courbes  des  nombres  Figurés 
prife  de  fuite  ^  à  commencer  par  celle  des  nombres  Naturels^ 
eft  donc  la  même  ^  ou  confifte  dans  le  même  rapport  que 
celle  des  i'^  Paraboles  de  chaque  degré  prifes  de  fuite  >  à 
commencer  par  le  Triangle  >  &  confidérées  du  côté  qu  elles 
font  convexes  vers  leur  axe  (  14  j:p  ^  1 46 1  &  14^2  ). 

1480.  De-là  9  &  de  ce  que  les  quadratures  des  deux  i^   ^««  ^^/ 
ordres  de  nombres  Figurés  font  effeaivement  celles  de  deuxfj^'^fj^'j^ 
Paraboles  des  deux  i"^'  degrés  ^  le  Triangle  ^  &  la  Parabole  p^rit^^/^/i^ 
ordinaire ,  on  peut  conjeâurer  que  les  quadratures  des  ordres^*^  ^^^' 
fiiivans  de  nombres  Figurés  ^  font  celles  des  i^^  Paraboles/iVm  de  17$ 
des  degrés  ûiivans.  Et  en  effet  Téquation  de  la  Courbe  des'*»****^'» 
Pyramidaux  étant  6a^y  =  x^  h-  3^;if*^  -h  2a^x  9  celle  des 
Triang.  Pyram.  24^^^  =^=  oc^  -H  6ax^  -^  wà^x"-  -4-  6a^x 
{116)  s  &c.  on  voit  que  toutes  ces  équations  font  tou- 
jours à  des  Paraboles  de  tous  les  degrés  confécutifs  y  mats 

Rrr  iij 
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difFéremment  prifes  ^  de  la  manière  dont  on  a  donné  Tidée 
dans  l'art.  1475. 
eiuêdss^f'     14S1.  L*analogie  conduit  à  croire  que  (i  on  réduit  en 


fiMi;  fnêdi-  Suites  d'Ordonnécs  décroiflantes  feront  des  effaces  Hypct- 
%réfintis  boliques  Afymptotiques^ceux  qui  feront  formés  par  des  nom- 
f»r  Usfim-  bres  Poligones  appartenant  tous  à  une  même  Hyperbole  >  & 
7^\nelùuTi-  ^^"^  ^^  feront  tormés par  des  nombres  Figurés  appartenant 
gwis  ^réduits  de  fuite  à  des  Hyperboles  de  degrés  confécutifs»  (J'eil  ce  qui 
m  frétons,  fç  trouve  en  effet. 

Il  eft  fiir  déjà  qu'entre  les  Polygones  les  nombresQuarrés 
réduits  en  fraâions  appartiennent  à  la  2"^^  &  dernière  Hy- 
perbole du  3°*^  degré,  prife  du  coté  où  x  =  00  (  iiitf)i 
car  X  étant  tous  les  nombres  Naturels  de  fuite  j  dont  les 

Quarrés  réduits  en  fraôions  font  -j^,  féquation  de  cette  Hy^ 
perbole  eft^==:  — .  De  même  Téquation  de  la  Courbe  des 
Triangulaires  étant;^«:-î^^tîï(  147;).  elle  devient  >  lorf- 

qu'elle  eft  réduite  en  fraâions  ^y  c=t=  ^^^^^  — ^x+x^  ^^  ^^ 

encore  une  équation  àcette  mêmeHyperbole^mais  modifiée; 
n  en  ira  de  même  des  autres  nombres  Polygones  y  qui  ne 
fortent  point  d  un  même  degré. 

Il  eft  mr  aufli  que  les  i^'MesFigurés>c*eft-à-dire,IesNaturcIs 
réduits  en  fraâionsjforment  lefpace  Afymptotique  de  THy- 

{>erbole  ordinaire  ou  du  2^  degré.  Nbus  venons  de  voir  que 
esTriangulaires^les  a^^des  Figurés  réduits  en  fra£lions  ap[»r« 
tiennent  a  la  %^  Hyperbole  do  s*"^  degré ,  ce  qui  doit  dé* 
terminer  tous  les  Figurés  (uivans  à  appartenir  aux  Hyperbo« 
les  des  degrés  (iuivans  ^  ft  même  à  la  dernière  de  chaque 
degré.  Cette  dernière  circonftance  paroitra  encore  pins  clair 
rement ,  fi  l'on  confidere  que  les  derniers  termes  des  Figurés 
s*é]evant  toujours  d  un  ordre  potentiel  ^  &  par  conféquent 
s  abailTant  toujours  aulli  d'un  ordre  >  lorfqu'ils  font  réduits  en 
fi:a£tions^  les  dernières  Ordonnées  des  demiçresHyperbole& 
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de  chaque  degré  s'abaiflent  toujours  précifément  de  ménie 

1 4S  2.  Donc  les  qfpaces  Paraboliques  &  Hyperboliques 
.Afymptotiques  répondent  non-feulement  à  toutes  les  Suites 
pofllbles  de  Nombres  Naturels  entiers^ou  réduits  en  fraâions 
élevés  à  des  puifllknces  quelconques  1  mais  encore  à  toutes  les 
Suites  de  nombres  Polygones  ou  Figurés  entiers  ou  réduits 
en  iraâiions. 

14S5.  S'il  sagiflbit  de  plans  formés^  non  par  des  lignes  SuMiraturê 
parallèles  cntr  elles  #  mais  par  des  Ugnes  concourantes  en  un  1*  ^^'^'J^f 
pomt  j  on  en  auroit  tes  quadratures  par  la  même  conununi-  rsuxfarniPi 
cation  de  rapports  entre  rinfioi  &  le  Fini.  Soit  ^  par  exemple,  M 
la  Spirale  d'Archimede>telle  que  c  étant  la  circonférencadu 
Cercle ,  dans  lequel  elle  fe  décrit ,  r  le  rayon ,  x  Tare  indé- 
terminé de  la  circonférence  covrefjpondaotaumouvement^pac 
lequel  une  portion  de  la  Spirale  a  été  décrite ,  àcy  le  rayon  de 
Ja  Spirale  correfpondant  a  at  ^  on  ait  toujours  c.  x  ::r.yj]c 
dis  que  la  quadrature  de  la  Spirale  j  ou  le  rapport  de  lelpace 
Spiral  au  circulaire  fe  trouvera  par  llofùii. 

Il  Êtut  imaginer  un  Cercle  dont  le  rayon  foit  ^ps  00  >  6c 
jdont  Taire  (1  j6$)  foit  remplie  par  une  iidinité  de  Triangles 
iégaux  îfofcfiles  I  inlkMtticm  petits  pv  nipport  à  «elle.  U  &ot 
d  un  autre  côté  imaginer  dans  ce  Cercle  une  Spirale  pareille- 
ment infînie,dont  Taire  foit  remplie  d  uu  même  nomore  infini 
de  Triangles>infiniment  petits  auflî  par  rapport  à  elle^Ôc  croiP> 
fans.  Ils  ne  font  pas  ifofceles. comme  ceux  du  Cercle  ^  car  la 
"Spirale  s'éloignant  toujours  du  centre  du  Cercle  à  mefure 
qu'elle  croitjou  s'étend^un  Triangle  Spiral  quelconaue^dont 
la  bafe  eft  un  arc  6ni  de  h  Spirale^  a  toujours  un  de  les  côtés 
plusgrand  que  l'autre*.  Mais  on  doit  concevoir  que  du  centre 
du  Cercle  ^  où  font  les  f<5mmets  de  tous  les  Triangles  y  il  fort 
décric  par  l'extrémité  dupluspetit  côtéd'un  Triangle  Spiral > 
un  arc  circulaire  fini  ^  qui  rendra  chaque  Triangle  ifolcele  , 
en  y  négligeant  la  partie  retranchée  du  plus  grand  côté  5  ou  ^ 
plutôt  Tefpace  mixtiligne  t}ui  fe  formera  à  l'extrémité  de 
chaque  Triangle  i  cas  cet  efpacc  qui  eft  fini  j  eft  infiniment 
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petit  par  rapport  au  Triangle  ^  qui  eft  de  Tordre  de  00 1  éc 
quoiqu'exiflant  9  Pexaâitude  demande  qu'on  le  néglige  î 
comme  dans  Texemple  de  Tart.  1 20^, 

Tous  les  Triangles  Spiraux  font  donc  ifofceles  >  &c  parce 

Îu'ils  ont  tous  le  même  angle  au  fbmmet^ils  font  femblables. 
>  un  autre  côté  le  dernier  >  ôc  plus  grand  Triangle  Spiral  eft 
égal  à  un  des  Circulaires  qui  font  tous  égaux  entr'eux.  Donc 
tout  Triangle  Spiral  eft  femblable  à  un  Circulaire. 

L'aire  du  Cercle  eft  la  fomme  des  aires  de  tous  les  Trian- 
gles  Circulaires  ^  Ôc  Taire  de  la  Spirale  eft  la  (bmme  des  aires 
de  tous  les  Triangles  Spiraux^  tous  femblables  aux  Circulai** 
tes.  Or  les  aires  de  deux  Triangles  femblables  font  comme 
les  Quarrés  de  leurs  côtés  homologues ,  donc  la  (bmme  des 
«aires  de  tous  les  Triangles  circulaires  fera  à  la  fomme  des 
aires  de  tous  les  Spiraux  >  comme  la  fomme  des  Quarrés  des 
rayons  du  Cercle  infini  à  la  fomme  des  Quarrés  des^  de  la 
Spirale^qui  font  des  côtés  des  Triangles  Spirauxhomologuei 
à  ceux  des  Circulaires. 

Or  la  fomme  des  Quarrés  des  rayons  du  Cercle  eft  00^ 
X  00  =:  00'  j  6c  les^  de  la  Spirale  croifTent  comme  les  nom-i 
bres  naturels  ^  parce  qu'ils  croiflent  toujours  comme  les  xi 
jqui  font  toujours  fuppofés  croître  comme  ces  nombres.  Ia 

fomme  des  Quarrés  naturels  eft  -p.  Donc  Telpace  Circu^ 

laire  eft  au  Spiral  :  :  5.  i .  Et  dç-là  fuit  le  même  rapport  dm 
Je  Fini. 

148,4.  $.i  ,dans  une  autre  Spirale  quç  celle  d'Archimede^ 
X)n  avoir  c.  xi:  r\  y"-  >  les  y  ou  côtés  des  Triangles  infini- 
ment petits  de  cçtte  Spirale ,  prife  dans  le  Fini,  feroîent  donc 
tels  que  leurs  Quarrés^croîtroient  comme  les  nombres  natu-^ 
^els.  Or  des  grandeurs  c)oot  les  Quarrés  croiffent  comme  les 

nombres  naturels,  nepeuveçitêtre  que  comme  les  K  de  jpes 

«ombres.  Donc  les  y  font  représentés  par  les  K  desupm^ 
hrcs  naturels.  Donc  lefpace  Spiral  >  qui  eft  comme  la  fomme 

des  Quasxés  ^es  j^ ,  eft  CQmme^la  ibmme  des  noml)res  natu^ 

xete 
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tels  ==5  -T"  •  I^'un  autre  côté  la  fomme  des  quartés  de  tous 

les  côtés  des  Triangles  égaux  du  Cercle ,  fera  comme  oo  x 
OO  =i=  oo*.  Donc  l'efpace  Circulaire  fera  au  Spiral  :  :  2.  !• 
148 j»  Si  on  a  r  •  :c  ::  r^  .y* ,  les^  de  la  Spirale  croiffent 

donc  comme  les  k   des  nombres  naturels  ,  &  ces  j^  étant 

quarrés ^  on  a  pour  lefpace  Spiral  la  ibmme  des  nombres 

i 

naturels  élevés  à  ~.  Or  cette  fomme  çft  122J.  (  584) ,  la 

fomme  des  quarrés  de  tous  les  côtés  des  Triangles  égaux  du 

Cercle 5 fera  00  '  x  00  ==; 00  K  Donc  lefpace  Circulaire; 
fera  au  Spiral;:  $.3^ 


n 


i^S6.  En  général.  Ci  onze,  x  ::  r"^  .y"^  ^  les  y  de  la 
Spirale  font  donc  tels>  qu  élevés  à  -^  ils  croiiTent  comm0 
les  nombres  naturels^  Or  les  feuls  nondbres  qui  élevés  à  -^ 

proifleac  comme  les  naturels  >  font  les  naturels  élevés  à  -^ 

•m  mn 

car  X  »  élevé  à  -^  >  eft  jc  »  «  ==5  x.  Donc  il  faut  prendre  les 

quarrés  des  nombres  naturels  élevés  à  ^^  c  eft-à-dire ,  élever 

les  naturels  à  7^,  ôc  leur  fomme  repréfentera  Telpace  Spî^ 

xslI*  Par  exemple  jRonzc.xiir^^.y^^  Teipace  Spiral  fera 
comme  la  fomme  des  naturels  élevés  à  i-^  ==:  5.  Or  cette 

fomme  eft  -^.  DoncTeipace  Circulaire  fera  au  Spiral  :  :  4.  i. 

1487.  Si  on  a  /, ;if'  ::  iT .y^ y  on  a  en  tirant  de  ces  4. 

mm 

grandeurs  la  K',  c .  «  ::  r  "  .^." .  Ce  qui  retombe  dans  l'arti 
précédent. 

1^88.  Donc  le  rapport  des  elpaces  des  Spirales  de  tous^ 


f 
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les  degrés  aux  Cercles  circonfcrits^  dépend  des  fommes  vsy 

finies  des  nombres  naturels  élevés  à  des  puiflances  quelcon^ 

ques y  ainfi  que  le  rapport  des  elpaces  Paraboliques  auxparaU 

lélogrammes  ctrconfcrits.  On  voit  que  ces  Cercles  aufli-bieif 

que  ces  parallélogrammes  repréfentent  les  Suites  pleines^  6c 

que  les  premières  &  véritables  fourcés  des  rapports  finis  de 

ces  Figures  font  dans  l'Infini. 

f^^ports  de     1 48p.  On  trouvera  dans  les  Solides  la  même  commanî^ 

nM^^'^x'  ^^^^^^  ^^s  rapport^  entre  Tlnfini  &  le  Fini.  H  feut  les  conce- 

Cylindres  cir- voit  comme  foroiés  de  Solides  élémentaires  en  nombre  \Tf 

confcrits ,     gj^j  ^  j^^^  ji^  fgj Q^t  les  fommes.  Les  Solides  finis  ou  infinis^ 

Vinfini[  ^  ^roiflàns  auront  des  Solides  pleins  circonfcrits ,  qui  auront 
la  même  hauteur  >  &  toujours  la  même  bafe  qqela  plus  gran* 
de  des  Solides  croilTans  >  les  rapports  des  folidités  feront  des 
rapports  de  fonunes  infinies  j  ôc  quandi^^n  confiderera  des 
Solides  finis  y  il  ne  fera  point  befoin  de  palfer  par  les  infinb 
corre(pondans  :  mais  on  pourra  tout  d'un  coup  tran/porter 
dans  le  fini  les  rapports  des  (oxoiôm^  infinies. 

Soit  un  Prifme  dont  la  bafe  eft  un  polygone  quelconque 
fini  ',  £c  une  Py timide  qui  ait  la  même  bafe  >  de  Ja  même  hau* 
teur  ou  axe.  Le  Prifme  eft  le  Solide  plein  circon(crit  à  la  Py* 
camide^  Solide  croiflant.  L  axe  commun  étant  divifé  en  une 

infinité  de  parties  égales  de  Tordre  de  ~->  la  (blidité  do  PrîT-: 

me  eft  la  fomme  d'une  infinité  de  polygones  égauxj  ôc  fenH 
blables  à  celui  delà  bafe^  dont  chacun  eft  multiplié  par  -^^ 

&  la  folidité  de  la  Pyramîde  eft  la  fomme  d'une  même  in- 
finité de  polygones  femblables  à  celui  de  la  bde  ^  mais  dom 
les  rayons  >  à  les  compter  depuis  le  fommet  de  la  Pyramide  f 
croiffent  comme  les  nombres  naturels  y  6c  chacun  d'eux  eft 
muldplié  par  —  ^  ce  qui  fiiit  que  cetce  ipultiplication^  la  mê^ 

me  de  part  &  d  autre ,  n'eft  point  à  confidérer.  Donc  le  Prif- 
me eft  a  la  Pyramide  >  comme  la  fomme  des  aires  de  tous  les 
polygones  du  Prifme  eft  à  la  fomme  des  aires  de  tous  les  poc 
tygones  de  la  Pyramide.  Les  aires  des  polygones  femblables 
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font  comme  les  quarrés  de  leurs  rayons  >  donc  la  femme  des 
ajres  des  polygones  de  la  Pyramide  efl:  repréfentée  parla  fom« 

me  des  quarrés  des  nombres  naturels^  qui  eft  -^.  En  même 
temps  la  fomme  des  aires  des  polygones  du  Prifme  ne  peut 
être  repréfentée  que  par  ooS  car  chacune  de  ces  aires  eu  re-* 

Çréfentée  par  oo* ,  &  elles  font  en  nombre  ==  oo.  Donc  le 
^rifme  eft  à  la  Pyramide  :  :  5 .  i  • 
1 4po.  Le  Cylindre  aura  le  même  rapport  au  Cone^puifque 
la  démonftration  précédente  laiffe  le  polygone  de  la  bafe  in- 
déterminé; ce  polygone  peut  donc  devenir  infini,ou  un  Cer- 
cle,&  alors  le  Prifme  eft  un  Cylindre,&  la  Pyramide  un  Cône. 
1 4P  1  •  Si  on  conçoit  qu'un  efpacë  Parabolique  fini  du  2^ 
<legré  tourne  autour  de  fon  axe^  ce  qui  produit  un  Sçlide  ou. 
Conoïde  parabolique  >  tous  les  plans  qui  le  formeront  feront 
ides  Cercles  croiffans  depuis  le  fommet  ^ont  les  rayons  fe- 
ront les  Ordotmées  de  la  Parabole.  Or  ces  Ordonnées  étant 

les  V  des  nombres  naturels  ^  les  aires  de  ces  Cercles  feront 


00' 


comme  les  nombres  naturels  >  dont  la  fomme  eft  — ^ .  Le 
Cylindre  circonfcrit  au  Conoïde  fera  repréfenté  par  qo% 
Donc  il  fera  au  Conoïde  :  :  2.  i. 

14^2.  On  trouvera  de  même  que  les  Ordonnées  de  la 

1^*  Parabole  du  5°*  degré  croiffant  comme  les  v  des  nom» 

bres  naturels  (i4^(^)  >  les  aires  des  Cercles  qui  feront  le  Co^ 

noïde  de  cette  Parabole  j  feront  comme  les  nombres  naturels 

i 

élevés  à  y.  Donc  leur  fomme  infinie  ==  ^^  repréfentera  ce 

Conoïde ,  auquel  le  Cylindre  circonfcrit  fera  :  :  J  •  3  •  Pour  la 
SL^  Paral^le  du  même  degré>fes  Ordonnées  croiflant  comme 
les  nombres  naturels  élevés  à  f  9  &  par  conféquent  les  aires 

des  Cercles  comme  ces  nombres  élevés  à  j^  la  fomme  de  ces 

7 

aîres  =  -^ ,  repréfentera  le  Conoïde  Parabolique  auquel 

le  Cylindre  fera  :  :  7 .  j» 

Sff  ij 
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Il  fera  aifé  d'en  faire  y  Ci  Ton  veut ,  une  formule  générale.* 
14P  3.  Les  Conoïdes  Paraboliques  formés  par  la  révolu* 
tion  des  efpaces  extérieurs  autour  de  Taxe  des  Paraboles,  pris 
avec  les  Conoïdes  formés  par  les  efpaces  intérieurs ,  font  le 
Cylindre  circonfcrit,  &  par  conféquent,  fi  dans  la  Parabole 
du  2^  degré  le  Conoïde  intérieur  eft  au  Cylindre  :  :  1.2, 
ie  Conoïde  extérieur  lui  èft  en  même  raifcm  /  6c  les  deux 
Conoïdes  font  égaux  ;  fi  dans  la  1"  Parabole  du  3°*  degré  le 
Conoïde  intérieur  eft  au  Cylindre  :  :  5  .  y  >  l'extérieur  lui  elj: 
:  :  2 ,  y  ,  &  ils  font  lun  à  Tautre  ::  3.2.  &c-  Mais  pour 
avoir  cela  directement  ^  il  auroit  fallu  prendre  un  autre  tous 
dans  la  même  méthode. 

Si  dans  la  Parabole  du  2^  degré  on  confidere  Pefpace  ex- 
térieur qui  tourne  autour  du  même  axe,  autour  duquel  tour- 
noit  Fefpace  intérieur  >  la  Parabole  eft  tranipofée  ^  &  fon 
équariôn  eft  x*  ==5^  >  x  étant  une  tangente  au  fommct  qui  de- 
vient fon  axe ,  divifé  en  parries  éjgafes  y  &  dont  liafpAbfcifles 
croiftent  comme  les  nombres  naturels.  Les  Ordonnées  ne 
décrivent  plus  des  aires  de  Cercles  par  la  révolution^mais  des 
furfaces  Cylindriques  toujours  croiilantes  9  qui  mulnpliées 
thacune  par  une  des  parties  égales  de  Taxe  y  font  les  Solides 
élémentaires  >  dont  le  Conoïde  eft  compofé.  Il  eft  inutile  de 
confidérer  cette  mulriplication.  Les  fur&ces  Cylindriques 
(ont  en  raifon  compofée  des  rayons  des  Cylindres^fic  de  leun? 
hauteurs.  Ici  les  rayons  font  les  Abfciftes  croiiTantes  comme 
les  nombres  naturels ,  &  les  hauteurs  font  les  Ordonnées  (y) 
de  la  Parabole  égales  à  x^  y  ou  croiflantes  comme  les  quarrés 
des  nombres  naturels.  Donc  la  (bmme  infinie  des  furfaces 
Cylindriques  eft  repréfentée  par  celle  des  nombres  naturels 

élevés  au  Cube ,  qui  eft  ^,  D'un  autre  côté  le  Cyéindre  cir- 
confcrit eft  la  fomme  d^une  infinité  de  furfaces  Cy  lindriques> 
.dont  les  rayons  font  croifTans  comme  les  nombres  naturels  > 
&  les  hauteurs  toutes  égales  à  oc*  >  la  plus  grande  des  hau- 
teurs des  furfaces  du  Conoïde  croiflant^-Donc  ce  Cylindre  efl: 

repréfenté  par  une  fomme  =3  4"  ^  ^9*  «  -t-«  ^'^  "t-  • 

2«  !• 


ÛE  l'Infini.  Partie  IL  SeSfé  VIL  yop 

De  même  dans  la  i'*^  Parabole  du  }"•  degrë ,  on  trouvera 
que  les  furfêices  Cylindriques  croiflantes  du  Conoïde  exté- 
rieur auront  pour  rayons  les  nombres  naturels  >  &  pour  hau^ 
feurs  ces  nombres  élevés  au  cube.  Donc  leur  fomme  fera 

f epréfentée  par  -2^  ^  fomme  des  nombres  naturels  élevés  à 

fa  puiffance  4.  Toutes  les  hauteurs  des  furfaces  du  Cylindre 
circonfcrit  feront  c=  00^ ,  &  leurs  rayons  comme  les 
nombres  naturels.  Donc  ce  Cylindre  fera  repréfenté  par  00* 

x-^=±=-^,&-25_^.i2-  ::  y  .-2.  Il  en  ira  de  même  de 

tous  les  autrës.- 

1 4P4.  En  général  de  ce  que  1  ^  tout  Fini  eft  réellement 
un  Infini,  2^  tous  les  Finis  nom  entr'eux  que  des  rapports 
finis,  30  les  Infinis  peuvent  avoir  des  rapports  finis,  il  fuit 
que  tous  les  Infinis' qui  ont  des  rapports  finis ,  ont  des  Finis 
eorrefpondans  qui  ont  les  mêmes  rapports  y  &  que  quand 
des  rapports  font  communs  à  des  Infinis  ôc  à  des  Finis  confia' 
dérés  comme  lafTemblage  de  toutes  leurs  parties,  les  fources 
de  ces  rapports  font  dans  Flnfini ,  Ôc  non  dans  le  Fini ,  parce 
que  le  Fini  eft  un  Infini ,  &  que  l'Infini  n'eft  pas  un  Fini. 

I4P7.  On  voit  afiez,  par  ce  qui  a  été  dit,  qu'il  ne  faut  Ordres  des 
pas  efpérer  de  trouver  des  rapports  finis  entre  les  Solides  ^^^'^ 
Afymptodques  quelconques)  &  leurs  Cylindres  circonfcrits.  ifJalro!^ 
Mais  on  pourra  trouver  Tordre  des  Solides  Afymptotiques^*'?^''^" 
quelconquesycn  les  cônfidérant  comme»  formés  d'iine  infini-^^^'^  ^^ 
té  de  Cylindres  élémentaires* 

Soit  la  Courbe- AfymptotiquC'Af^C  dont  Tefpace  Afymp-  Fig.  xVlil. 
totique  tourne  autour  de  -/^-M,-!"  révolution  (  14^1  ).  Le 
Solide  qui'fe  forme ,  eft  compofé  i''  d'un  Conoïde  qui  a 
pour  bafe  Rm^àc  pour  hauteur  R  M^  2°  d'un  Conoïde  tron* 
que ,  qui  a  pour  bafe  r  11^  &i  pour  hauteur  rRy&L  tou joirt^ 
ainfi  de  fuite  de  pareils  Conoïdes  tronqués.  Il  eft  clair  que 
le  1^'  Conoïde  &  les  Conoïdes  tronqués  futvanà  feroat  du 
même  ordre  quç  des  Cylindres  de  même  bafe  &  de  même 
hauteur:  &  comme  il  ne  s  agit  ici  que  d'ordre  ^  je  les  prends 
tous  pour  de^  Cylindres^  6c  le  Solide  pour  la  fomme  de  ces. 

Sff  iij 
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Cylindres  pofiés  tous  les  uns  fur  les  autres  parallèlement  à  là 
bafe  /^  B  9  6c  de  forte  que  leurs  axes  foient  dans  la  même 
ligne  MA. 

Les  rayons  de  ces  Cylindres  élémentaires  feront  AP^Ap^ 
&c.  c'eft-à*dire  5  les  nombres  naturels  %  &  leurs  hauteurs  ou 
axes  feront  RMyfR  =  s  w,  &c.  c  eft-à-dire,  les  diflférencci 
des  Ordonnées.  Il  eft  vrai  que  le  dernier  Cylindre  aura  pour 
hauteur  la  dernière  Ordonnée ,  6c  non  une  différence!  mais 
la  Suite  des  Cylindres  ne  laiffera  pas  d'être  très-réguliere  :  car 
il  faut  concevoir  la  Courbe  MC  terminée  à  la  i'*  Ordonnée 
de  fon  dernier  ordre  (  1 3  84  )  >  ôc  comme  les  différences  font 
toujours  de  Tordre  immédiatement  inférieur  à  celui  des  0> 
données  (138  o)5Ôc  qu'elles  changent  d'ordre  en  même  temps 
que  les  Ordonnées  (  I37P  )>  la  dernière  Ordonnée  eft  de 
l'ordre  des  différences  qui  ont  été  les  hauteurs  des  Cylindres 
précédens  >  car  quoiqu'il  y  ait  toujours  deux  dernières  Or« 
données  égales  à  caufe  du  paralléliime  fuppofé  de  laCourbci 
on  peut  ici  n'en  confidérer  qu'une, 

Uzns  une  Courbe  Afymptotique  terminée  à  la  i'^  Or« 
donnée  de  fon  dernier  ordre  >  il  y  a  toujours  une  infinité 
d'Ordonnées  de  l'ordre  immédiatement  fupérieur  (  1 388  ôc 
1 3  8p  )  >  donc  aufli  une  infinité  de  différences  de  l'ordre  de 
la  dernière  Ordonnée.  D'un  autre  côté  yf  £  eft  infinie  pen» 
dant  un  cours  infini  de  la  Courbe.  Donc  il  y  a  une  inanité 
de  Cylindres  qui  ont  pour  xayon  ABde  l'ordre  de  00  >  ou 

{)our  bafe  00^  9  &  pour  hauteur  une  grandeur  de  Tordre  de 
a  dernière  Ordonnée  >  &  c'eft  de  cette  hauteur  que  dépend 
Tordre  du  Solide  Afymptotique  total. 

1495.  Si  la  dernière  Ordonnée  eft  -^  ^  il  y  a  une  infinité 

de  Cylindres  élémentaires  dont  la  hauteur  eft  de  l'ordre  de 
^  5  &  la  bafe  de  Tordre  de  00*  ^  &  qui  par  conféquent  font 

de  Tordre  de  op.  Leur  fomme  feroit  ==  oo%  fi  toutes  les  hzr 
fes  étoient  ==s  00* ,  mais  parce  qu'il  n'y  a  que  la  dernière  qui 
le  foit^  &  qu'elles  font  toutes  moindres  ^  &  enfin  la  première 
égale  au  moindre  oC^poflîble  ^  que  d'ailleurs  le  nombre  infini 
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die  ces  Cylindres  n*eft  pas  =  oo  >  leur  fomme  ne  peut  être 

âu'entre  oo*  &  oo.  Donc  le  Solide  total  Afymptotiq^  eft 
'un  ordre  moyen  entre  oo*  &  oo. 
I4p7<.  Si  la  dernière  Ordonnée  eft  -î-,  il  y  a  une  infinité 

00* 

ée  Cylindres  y  qui  font  —  x  oo* ,  ou  Finis ,  &  leur  fomme 

ou  le  Solide  total  eft  de  Tordre  de  oo. 

1 4p8.  Si  la  dernière  Ordonnée  eft  — i-j ,  il  y  a  une  infinité 

de  Cylindres  de  Tordre  de  ^ ,  dont  la  fomme  eft  Finie* 

1 4pp«  Il  eft  aifé  de  voir  par  là  ce  que  feront  les  Solides 
de  la  1'^  révolution  pour  des  Courbfcs>  dont  les  dernières 
Ordonnées  feront  des  Infiniment  petits  radicaux  j  ou  purs> 
eu  compris  entre  JL  &  -^ . 

lyoo.  Quant  aux  Solides  Afymptotîques  de  la  a^^  révo- 
lution^ leurs  Cylindres  élémentaires  auront  tous  qne  hauteur 
s=  tfài  une  bafe  qui  fera  le  quarré  de  chaque  Ordonnée. 
La  Courbe  étant  terminée  à  la  i^^  Ordonnée  de  fon  dernier 
«>rdre  ^  il  y  aura  une  infinité  d'Ordonnées  de  Tordre  immé-^ 
diatement  fupérieur  ^  dont  les  quarrés  détermineront  Tordre 
du  Solide  total.  Ces  quarrés  rendront  cette  confidération  un 
peu  plus  difficile  ^  mais  ce  ne  fera  au  fond  qtM  ce  qu'on  a  vu 
dans  la  Seâ.  précédente ,  &  il  feroit  inutile  de  le  répéter  ici. 

I  ;oi.  Jufqu'ici  en  confidérant  dans  les  Solides  la  com- 
munication de  rapports  entre  TInfini  &  le  Fini ,  nous  n  V 
Tons  conçu  les  Solides  que  comme  formés  par  des  Solide^ 
élémentaires  5  ou  par  des  Cylindres  équivalens  tous  pofés  pa« 
xallelement  les  uns  fur  les  autres.  Mais  fi  Ton  veut  concevoir 
ks  Solides  comme  formés  par  des  Solides  élémentaires  con- 
courans  en  une  ligne  commune  >  tel  que  feroit  le  Cylindre 
:fermé  par  des  Prifines  triangulaires  infiniment  petits  concoie 
nxis  à  fon  axe  >  félon  Tidée  de  Tart.  1 3  <^p  ^  on  retrouveroit 
la  même  communication  de  rapports  entre  TInfini  &  le  Fini  9 
x^ar  exemple,  le  même  rapport  du. Cylindre  au  Cône.  Cac 
l'élément  du  Cône  feroit  un  Prifme  trianguhûre  coupé  en 
deux  dû  haut  en  bas  par  un  plan  diagonal  ^  ôc  ce  Prifme 
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leroît  la  fomine  d  nne  infinité  de  triangles  ifofceles  &  fembla^ 
blés  ^  dont  les  côtés  croîtroient  comme  les  nombres  natiirels> 
&  lêk  aires  comme  les  quarrés  de  ces  nombres».  Donc  le 

Prifme  élémentaire  du  Cône  feroit  repréfenté  par  -2^.  En 

mênie  temps  ce  Prifme  entier  eil  Pélément  du  Cylindre  qui 
eft  repréfenté  par  oo'  ^  puifque  Taire  de  chacun  de  fes  Trian-  ' 
gles  tous  égaux  eft  repréfentée  par  oo^  5  &  qu'ils  ibnt  en 
nombre  ==  oc.  Donc  l'élément  du  Cylindre  eft  à  celui  du 
Cône  y  ou  le  Cylindre  au  Cône  :  :  }  •  i  ^  cet  exemple  fuffirau 
ju^iiym      iyo2.  Nous  conclutrons  cette  Théorie  par  une  efocce 
unTinfimii  (Je  non-communicadoft  de  rapport  cotre  l'Infini  &  le  Finii 
finï^sMhJh^  qui  pourroit  paroître  furprenante,  fi  les  principes  n'en étoient 
mtnt  ineon-^  déjà  répandus  dans  tout  cet  ouvrage.  Il  y  a  entre  des  gran^ 
^s^qSuur  ^^V»rs  Finies  des  rapports  finis  ^  qui  parce  qu'ils  viennent  de 
tMffort  mx  rinfini  ^  nous  font  abfolument  inconnus. 
Pfnieufsfi'      On  a  vu  (4^0 ,  &c.  454)  quil  y  a  qu?itre  efpeces  de 
nefm  être  nombres  rmis  mcommenluraoles. 

^  nombres^      Les  i^"  font  les  V  de  tous  les  nombres  tels  qu'Us  ne  font 
jw  #»  ^^#/.  points  la  puiflance  n. 

Les  2^  fontitous  les  nombres  »  ^  tels  que  dans  Texpoûnî 
•^  ^  OC  &  00  n'ont  qu'une  difTérence  Finiie. 

n 

Les  3"*** font  les QO  <^,n numérateur  de  Texpofant  étant 
«m  nombre  Fini. 

Les  4""  font  les  00  «^ ,  le  numérateur  &  le  dénomîna-' 
leur  de  Fexpofant  ayant  une  différence  Infinie. 

Les  Incommenfurables  de  la  i'"^  efpece  font  les  feuls  qut 
aient  été  connus  jufqu'à  préfent.  Leur  nature  fait  qu'il  eft 
impoffible  de  les  exprimer  en  nombres  5  on  ne  peut  qu'en 
approcher  toujours  ae  plus  en  plus^  mais  il  n'y  en  a  aucua 
qui  ne  fe  détermine  exaâement  en  lignes  >  par  exemple  « 

y^2  ;  qui  ne  fe  peut  déterminer  jexaûemeat  en  nombres  ;  eft 

m   U 
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la  diagonale  de  tout  quarré.  La  raifon  de  cette  différence  eft 
que  les  nombres  font  des  quantités  difcretes  y  qui  laiffent  tou- 
jours entt'elles  des  intervalles>&  que  les  lignes  font  des  quan^^ 

* 

tités  continues.  Pour  avoir  V^2  en  nombres  >  il  faudroît  rem- 
plir aûuellement  par  une  infinité  de  nombres  Tintervalle  qui 

eft  entre  i  &  2  ,  ce  qui  eft  impollîble  :  mais  pour  avoir  l^z 
en  ligne  ^  il  ne  Êiut  que  tracer  la  diagonale  d'un  quarré  ^  parce 
qu'on  fait  que  le  quarré  de  cette  diagonale  fera  double  du 
quarré  dont  elle  eft  diagonale.  ^ 

Ce  rapport  ou  d'autres  pareils  des  Incommenfurables  de 
la  i^^  e(pece  à  des  nombres  exa£ts  &  commenfurablesj  font 
que  quoiqu^on  ne  les  puifTe  exprimer  en  nombres  y  on  les 
exprime  toujours  en  lignes  :  mais  cette  raifon  cefle  entière- 
ment à  l'égard  des  Incommenfurables  des  trois  autres  efpe- 
ces  ;  ils  n'ont  à  des  nombres  commenfurables  aucun  rapport: 
qu  on  puiffe  connoître ,  6c  qui  puiffe  fervir  à  les  déterminer 
en  lignes. 

Cela  prouve  feulement  que  Ces  Incommenfurables  ne  pour-^ 
ront  être  déterminés  en  lignes ,  6c  non  pas  qu'il  nV  aura  pas 
de  lignes  qui  expriment  ces  Incommenfurables.  Il  y  en  aura 
certainement^  mais  telles  que  leur  rapport  à  toute  grandeur 
commenfurable  fera  éternellement  inconnu. 

1 5*05.  Il  eft  bien  fôr  qu'il  y  a  quelque  ligne  droite  égale 
à  la  circonférence  du  Cercle ,  6c  qui  par  conféquent  a  un  rap- 
port fini  au  diamètre.  Si  cette  droite  tant  cherchée  eft  ou 
commenfurable ,  ou  un  Incommenfurable  de  la  i  ^*^  efpece  j 
il  fera  poffible  de  la  trouver ^  6c  de  la  déterminer^  quelque 
compliquée  que  puiffe  être  la  conftruftion  dont  elle  dépen- 
dra :  mais  fi  elle  eft  un  Incommenfurable  de  quelqu'une  des 
trois  autres  efpeces ,  on  ne  la  déterminera  jamais.  Et  fi  on 
peut  démontrer  qu  elle  n  eft  ni  commenfurable ,  ni  incom- 
menfurable de  la  i^^  efpece ,  il  eft  démontré  que  la  Quadra- 
ture du  Cercle  eil  impoflible>  6c  par  conféquent  le  Problème 
eft  réfolu, 

Ttti 
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I  j'04/  Comme  on  n'a  connu  jufqu'ici  que  des  commen- 
furables  ^  ou  la  i  ^^  efpece  dlncommenfurables ,  on  a  crû  la 
Quadrature  du  Cercle  poffible  en  elle-même>  &  tant  d'efforts 
employés  inutilement  pour  la  trouver  n'ont  été  une  preuve 
que  de  la  difficulté  du  Problème  >  ou  du  défaut  de  l'art.  Mais 
les  trois  nouvelles  efpeces  d'Incommenfurables  font  voir  que 
cette  Quadrature  pourroit  être  impoffible  en  elle-même  >  du 
moins  pour  Fefprit  humain» 

1 50 5.  Il  y  a  même  toute  apparence  qu  elle  eft  impolltble 

par  cet  endroit.  00  00  eft  un  Incommenfurable  de  la  5^'^  el- 
pece  >  plus  grand  que  i  y  dont  la  différence  à  i  eft  finie  >  mais 
finie  indéterminable  en  petiteffe ,  ou  telle  que  fon  quarré  eft 
infiniment  petit  ( 3  5:7 )•  Je  fuppofe  que  le  diamètre  du  Cercle 

étant  ijfa  circonférence  foit  5  00  ^^  je  dis  qu'on  trouvera 
tout  ce  qu^on  trouve  préfentement  dans  ce  Problème.  La 
circonférence  fera  un  peu  plus  que  triple  du  diamètre  :  mais 
en  ne  pourra  déterminer  la  fraâion  qu'il  fàudroit  ajouter  à 
5  pour  avoir  la  circonférence.  Car  quelque  firadion  qu'on 
trou  venelle  fera  déterminable^puifqu'elle  fera  déterminée  ',  or 

il  en  Êiudroit  une  indéterminable  :  car  00  «"  ==: i-*-  -^ , 

X 

9t  étant  un  fini  indéterminable  en  grandeur  ^  &  }00  ^  =3 

\^o6.  Il  fera  même  impoflible  en  ce  cas  là  de  démontrer 
diredement  TimpoSibilitédelaQuadrature^c'eft-à-dire  de  dé- 

montrer  que  le  diamètre  eft  à  la  circonférence  ::  i .  300  oô"> 

d'où  s'enfuivroit  Timpcffibilité  de  trouver  une  ligne  =  3; 
I 

00  ^  ;  car  il  pourra  feulement  n'être  pas  impofEble  de  dé^ 
montrer  y  que  la  circonférence  ne  foit  ni  commenfurable  au 
diamètre  ^  ni  incommenfurable  de  la  i*^^  efpece  >  mais  parmi 
les  trois  autres  eipeces  d'Incommenfurables  y  dont  elle  fera 
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h^ceffaicement  une  des  grandeurSi  il  feia impoffible  de  déter- 
miner, ni  de  quelle  efpece  elle  fera,  ni  quelle  elle  fera,puif- 
que  ces  trois  efpeces  font  abfoluhient  inconnues. 

1 507.  Il  eft  bon  de  fàvoir  que  ces  trois  efpeces  exiftent,  & 
que  comme  elles  contiennent  une  infinité  d'infinités  de  gratif 
deurs  finies  j  dont  les  rapports  à  toutes  les  grandeurs  corn- 
menfurables  ou  incommenfurables  de  la  l '^  efpece ,  ne  peu- 
vent abfolument  être  connus ,  on  doit  trouver  en  Geomé-, 
trie  des  lignes  qui  aient  à  d'autres  ces  rapports  indétennî> 
nables  j  que  même  on  en  doit  ttouver  fouvent,  qu'il  ne  feroit 
point  du  tout  étonnant  que  le  rapport  de  la  circonférence  du 
Cetcle  au  diamètre  fut  de  ce  nombre ,  qu'il  y  a  même  toute 
apparence  qu'il  en  eft  j  &  que  toutes  les  autres  reâificacions 
ou  quadratures  qu'on  ne  trouve  point ,  pourroient  bien  avoir 
pne  impoûibilité  prife  dans  la  m^me  çauTe. 


Ttt  y 
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SECTION    VIIL 

Sur  les  forces  des  Corps  en  général. 

Cique^ifl  lyog.T  TN  Corps  n'a  de  force  que  par  le  mouvement, 
Vc^t^^^  \^  ou  j  ce  qui  eft  le  même,  il  n'a  de  force  qu'au- 

tant qu  il  eft  en  mouvement,  de  forte  que  quand  il  a  plus 
de  mouvement ,  il  a  plus  de  force ,  Ôc  au  contraire. 

150p.  La  quantité  de  mouvement  d'un  corps,  qu'on 
appelle  aufli  fa  force  ^  eft  le  produit  de  fa  mafîe  par  fa  viteflfe. 
Car  il  eft  d'autant  plus  capable  d'un  grand  effet ,  ou  a  d'au- 
tant plus  de  force  qu'il  eft  plus  grand,  &  fe  meut  plus  vite, 

ou  au  contraire» 

«  • 

I  y  I  o.  Comme  deux  produits  formés  de  différentes  gran- 
deurs peuvent  être  égaux ,  deux  Corps  inégaux  en  maflfe  ôc 
en  viteffe  peuvent  avoir  des  quantités  de  mouvement  ou  àits 
forces  égales.  Ainfi  fi  le  Corps  ^  >  a^  pour  viteffe  u  <Fy 
&  que  A.awV.Uy  Au  eft  ==  ^  ^. 

1511.  Si  de  plus  ,  ces  deux  Corps  font  difpofés  de  ma- 
nière que  l'un  ne  puiffe  exercer  fa  force  fans  furmonter  celle 
de  l'autre  >  ils  demeureront  tous  deux  immobiles ,  quoiqu'a* 
vec  une  tendance  au  mouvement ,  parce  qu'une  force  égale 
n'en  peut  furmonter  une  égale.  C'eil  là  le  principe  général 
de  tout  Equilibre  >  qui  ëftjpar  conféquent  un  Repos  produit 
par  deux  forces  égales  qui  tendent  à  des  effets  oppofés. 

I  j  1 2.  Une  viteffe  infiniment  petite  peut  être  prife  pour 

le  Repos.  On  la  peut  exprimer  par  —,  «  étant  une  viteffe 

finie  quelconque. 

1^13.  a  X  —  eft  donc  une  force  infiniment  petite  ou 

nulle  par  rapport  à  toute  force  axu. 

1^14.  De-là  vient  qu'on  dit  que  la  force  de  la  Percur» 
fîon  eft  infinie  par  rapport  à  celle  de  la  fimple  Pefanteur 
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Car  lorfqu  un  corps ,  quelque  pefant  qu'il  foit ,  eft  en  repos  > 

fa  force  eft  —>  &  fi  le  moindre  corps  donne  un  choc,  ou 

fait  une  percuflîon  y  il  a  une  vitefle  finie  y  quelque  petite 
qu'elle  foit ,  &  fa  force  eft  a  u. 

I  n  S*-  La  vitefle  eft  le  rapport  de  TEfpace  parcouru  au  vitijft. 
Temps  pendant  lequel  il  a  été  parcouru ,  de  forte  que  plus 
l'efpace  eft  grand  y  &  le  temps  petit  ou  court,  plus  la  vitefle 
eft  grande ,  ou  au  contraire.  Donc  e  étant  fefpace ,  &  r  le 

temps ,  «  =  -î- . 

i^i6.  Donc  dans  un  temps  fini  la  vitefle  ne  peut  être  vitejfes  fi- 
infinie ,  fi  Tefpace  n'eft  infini^  ni  infiniment  petite ,  fi  Fefpace  *''^'>  **  '»^- 
n'eft  infiniment  petit  ou  ^..  S/^/î 

I  y  17.  De  même  dans  un  temps  infiniment  petit  àt  j  la  '^^  d^»^  des 
vitefle  ne  peut  être  infinie  y  fi  lefpace  n'eft  fini ,  ni  infiniment  î|^7r/«w«^^ 
petite ,  fi  1  efpace  n  eft  infiniment  petit  du  2^  ordre  oudde.    nimlnt  feùtr. 

lyiS.  Puifque  dans  le  cas  de  l'Equilibre  une  force  de-  virerions 
meure  fans  aûion  (  i  j*  1 1  )  ,  on  voit  en  général  qu'il  doit  ^'^  ^^'^^"^ 
y  avoir  d'autres  cas  où  une  force  perdra  une  partie  de  fon 
a6lion;c'eft-à-dire,  qu'elle  fera  dans  des  circonftances  où  elle 
fera  moins  que  ce  qu'elle  eût  pu  par  elle-même.  Pour  ce  qui 
eft  de  faire  plus ,  il  eft  clair  que  nulles  circonftances  ne  lui 
en  fauroient  donner  le  pouvoir ,  &  qu'il  y  auroit  contradic- 
tion. Seulement  plufieurs  forces  peuvent  fe  joindre  enfemblei 
&  faire  plus  qu'une  feule.  Ainfi  Ci  une  force ,  c'eft-à-dire ,  un 
corps  mû  avec  une  certaine  vitefle,fi:appe  un  autre  corps  per-^ 
pendiculairement ,  il  y  fait  toute  Timpreflion  qu'il  y  peut  ja- 
mais faire  ^  étant  mû  de  cette  vitefle  :  mais  il  en  fait  une 
moindre ,  s'il  frappe  obliquement  avec  la  même  vitefle.  11 
en  va  de  même  de  toutes  les  impulfions  ou  tracions ,  où  il 
faut  toujours  confidérer  félon  quel  angle  ou  quelle  diredioa 
la  force  s'applique  au  corps  qui  doit  être  mû. 

I pp.  Quand  la  force  agit  pleinement,  fon  effet  la  re- 
préfente ,  c'eft-à-dire  ^  peut  être  pris  pour  fa  mefure ,  puifque 
£  eft  tout  ce  qu'elle  peut  i  ôc  quand  deux  forces  différente^ 

Ttt  uj 
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agiflent  ainfi,  leurs  effets  les  repréfentent  ^  ou  les  mefutent; 
ou  leur  font  proportionnels. 

I  y ao.  Mais  quand  deux  forces  ou  caufes  ont  leurs  aâions 
diminuées  par  les  circonflances^  les  effets  ne  font  proportion- 
nels qu'aux  forces  ou  caufes  modifiées  comme  elles  doivent 
rêtre.  Ainfi  fi  de  deux  forces  différentes  l'une  donne  un  choc 
perpendiculaire^  6c  l'autre  un  oblique  y  les  deux  effets  ou  im- 
prefTions  font  comme  la  maffe  de  la  i'^  >  multipliée  par  fà 
viteffe ,  &  par  le  Sinus  de  l'angle  droit,  &  la  mafle  de  la  z^ 
multipliée  par  fa  viteffe  >  &  par  le  Sinus  de  l'angle  aigu  qu  on 
aura  fuppofé.  Et  fi  les  deux  forces^c'efl-àndirejes  deux  maffes 
&  les  deux  viteffes  font  égales ,  &  les  ehocs  différens  j  les 
effets  feront  comme  les  deux  Sinus  correfpondans« 
Tûrcefim^       ijai.  Outrc  la  manière  de  l'application  de  la  force  au 
fUmffnf  mo-  corps  mù  >  en  quoi  confifte  la  direàion  de  la  force  >  il  y  a 
^r^éU^Z  co^^^^  ^^  durée  de  l'application.  Ou  la  force  ne  s'applique  au 
^içu  corps  qui  doit  être  mû  y  qu'autant  de  temps  précifément  qu'il 

en  faut  pour  le  choc>  après  quoi  le  corps  fe  fépare  de  la  force 
motrice;  ou  cette  force  s'apf^que  continuellement  au  corps  > 
le  pourfuit  dans  (on  mouvement^  6c  renouvelle  toujours  fon 
impreffion  fur  lui.  Dans  le  i^'  cas  j  le  mouvement  du  corps 
eft  uniforme  y  c'eft-à-dire ,  qu'il  a  toujours,  6c  à  Tinfini^  une 
viteffe  égale,  fuppofé  qu'il  ne  rencontre  point  d'obflacles  qui 
la  diminuent.  Dans  le  2,^ ,  le  mouvement  efl  accéléré ,  parcç 
que  la  force  qui  meut,augmente  dans  le  fécond  infiant  Peffet 
du  premier ,  ôc  toujours  ainfi  de  fuite  y  tant  qu  elle  efl  applir 
quée.  C'efl  de  cette  a"*^  manière  que  Ton  conçoit  qu'agit  la 
force  de  la  Pefanteur  y  quelle  qu  elle  foit  >  toujours  appliquée 
aux  corps  qu'elle  meut  vers  le  centre  de  la  Terre.  Ài^mou* 
vement  accéléré  s'oppofe  le  retardé ,  tel  que  celui  d  une  Pier-; 
re.  que  j'auroi$  jettée  en  l'air  de  bas  en  haut. 

I  jaa.  J'appelle  force  fimplement  motrice  y  celle  qui  n  efl 
appliquée  qu  autant  qu'ft  feut  pour  le  choc ,  6c  force  accéléra- 
trice celle  qui  Tefl  toujoiurs;  car  il  fufïit  de  confidérer  le  mou- 
vement accéléré ,  puifque  le  retardé  n  eft  que  le  mêmç,ren- 
veifé.  Je  cherche  la  mefure  de  lune  6c  de  l'autre  de  ces  forcesj 
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qui  doit  être  TefFet  de  chacune  >  en  fuppofant  que  chacune 
agifle  pleinement. 

Il  eft  clair  d'abord  que  TefFet  de  la  force  fimplement  mo- 
trice ,  eft  un  certain  efpace  parcouru  en  un  certain  temps  par 
le  corps  qu'elle  a  mû  >  &  qu  elle  eft  d'autant  plus  grande  que 
cet  efpace  eft  plus  grand  y  ôc  ce  temps  plus  court  >  ou  au  coivf 

traire.  Donc  fa  mefure  ou  fon  expreflion  eft  4.. 

1^25.  Une  force  fimplen^ent  motrice  neft  ni  variable >  Toret  ««/- 
puifqu  elle  n'agit  qu  un  inftant  ^  ou  pendant  le  moindre  temps  ^a^^l^^^^^ 
poiI]ble>  ni^  à  proprement  parler^  conftante>  Ôc  cela  par  làprUtis  L 
même  raifon ,  car  il  faudroit  qu  elle  agît  également  pendant  '«««^'w^»* 
tous  \^^  inftans  de  fon  aftion  :  or  elle  n  en  a  qu  un.  Mais  la  2«/^    ^^^ 
force  accélératrice  qui  agit  pendant  plufîeurs  inftans  peut  être 
ou  conftante  >  ou  variable  ;  conftante,  fi  fon  adion  eft  égale 
pendant  des  inftans  égaux  ;  variable  >  fi  ù'eft  le  contraire. 

1 5*24.  Je  la  fuppofe  conftante ,  comme  on  conçoit  d'or- 
dinaire queft  la  Pefanteur.  En  ce  cas,  fi  pendant  le  \^^  in- 
ftant elle  a  imprimé  au  corps  un  certain  degré  de  vjteffe ,  elle 
lui  en  imprime  un  égal  dans  un  1^  inftant  égal^  &  toujours 
ainfi  de  fuite.  Donclafomme  des  vitcffes  >  ou  laTiteffe  to- 
tale acquife  par  le  corps  au  bout  d'un  certain  temps  détermr-^ 
né  j  fera  toujours  comme  la  fomme  des  inftans  qui  compofe- 
ront  ce  tenîps  déterminé ,  ou  comme  ce  tenips  j  &  les  diffé- 
rentes vitefles  totales  acquifes  au  bout  de  differens  temps  fe-, 
ront  comme  ces  temps. 

I  ^ly.  Ce  qui  mefurera  la  force  accélératrice  >  ou  exprî-* 
mera  combien  elle  eft  plus  gfande  ou  plus  petite  y  doit  être 
âufii  bien  que  pour  la  force  fimplement  motrice^un  rapport  de 
Tefpace  au  temps, puifque  toutes  deux  font  parcourir  un  efpace 
dans  un  temps  5  &  que  toutes  deux  font  d'autant  plus  grandes 
qu'elles  font  parcourir  un  plus  grand  efpace  dans  un  temps  plus 
court  y  ou  au  contraire.  Mais  puifqu'elles  font  différentes  y  il 
doit  y  avoir  une  différence ,  &  une  différence  tirée  de  leur 
nature.  La  force  accélératrice  étant  toujours  appliquée  au 
corps  >  &  l'effet  de  cette  application  continuelle  étant 
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certain  efpace  parcouru  :  plus  la  force  accélératrice  fera  gran- 
de, plus  Tefpace  parcouru  fera  grand ,  &  le  temps  court  pen- 
dant lequel  Fefpace  fera  parcouru ,  fie  pendant  lequel  la  force 
aura  eu  befoin  d'être  appliquée  au  corps  pour  le  lui  faire  par- 
courir. Donc  cette  force  comme  motrice  enferme  Fidée  du 
temps  pendant  lequel  un  efpace  a  été  parcouru  y  6c  comme 
accélératrice  Tidée  de  ce  même  temps  pendant  lequel  elle  a 
été  appliquée  ;  6c  il  eft  clair  que  l'idée  du  temps  n'entre  pas 
de  cette  2"^*  manière  dans  la  force  Amplement  motrice.  Donc 
la  mefure  de  la  force  Amplement  motrice  étant  Pefpace  divi- 

fé  par  le  temps,  ou  -f-,  celle  de  la  force  accélératrice  fera 

l'efpace  divifé  par  le  quarré  du  temps ,  ou  -7^. 

1525.  Puifque  la  force  accélératrice  eft  fuppofée  conf-, 

tante ,  ^  eft  donc  un  rapport  conftant.  Donc  E  étant  plus 

grand  que  ^ ,  ôc  Tplus  grand  que  r,  on  a  toujours  —  =  —, 

ou  £ .  ^  :  :  TT  .tt;  c'eft-à-dire ,  que  les  efpacfes  parcourus  en 
difierens  temps  font  comme  les  quarrés  des  temps. 

1 527*  Donc  fi  Ton  conçoit  le  temps  total  divifé  en  par- 
ties égales ,  par  exemple ,  en  Minutes ,  6c  que  l'elpace  par*- 
couru  pendant  la  i  ^^  Minute  foit  i ,  celui  qui  fera  parcouru 
pendant  l  Minutes  fera  4 ,  pendant  3  Minutes  s>  >  àic.  Et 
fi  on  prend  féparément  l'efpace  parcouru  pendant  chaque 
Minute,  celui  de  la  1"  eft  i ,  de  la  2^^  3 ,  de  la  3°**"  j* ,  ôcc» 
^  ainfi  de  fuite  félon  les  nombres  impairs. 

1528.  Les  vitefies  acquifes  pendant  le  cours  de  chaque 
temps  égal,font  égales ,  la  force  accélératrice  étant  confiante 
(1370)  :donc  Ci  la  vitefle  acquife  pendant  la  i"  Minute  a 
fait  parcourir  i ,  la  viteffe  acquife  pendant  la  i*^^  aura  auflî 
fait  parcourir  i.  Mais  l'efpace  parcouru  pendant  cette  t,^"" 
Minute  eft  3  (  1 5:27  )  ;  donc  fi  cet  efpace  j  eft  conçu  divifê 
en  I  ôc  2 ,  I  étant  néceflairement  parcouru  en  vertu  de  la 
viteffe  acquife  pendant  la  2^*  Minute ,  il  faut  que  2  ait  été 
pîircouru  en  vertu  dç  la  viteffe  qui  étoit  toute  acquife  à  la 


DE  l'  I N  F I N I.  PaYtU  IL  SeÛ.  FUI.  y2t 

fin  de  la  i"  Miniate.  Donc  fi  à  la  fin  de  la  i"  Minute  la 
force  accélératrice  avoit  ceflfé  d'être  appliquée  au  corps ,  il 
n'auroit  parcouru  que  2 ,  efpace  double  de  celui  qu'il  avoit 
parcouru  pendant  la  i  "  par  un  mouvement  accéléré.  Or  fi 
a  la  fin  de  la  i'*^  Minute  il  eût  été  abandonné  par  la  force 
accélératrice  j  fon  mouvement  feroit  devenu  uniformc>  puif- 
qu'un  mouvement  n  eft  accéléré  ou  uniforme ,  que  parce  que 
la  force  eft  ou  n'ett  pas  toujours  appliquée  au  corps.  Donc 
dans  la  2***^  Minute  il  auroit  parcouru  par  utf  mouvement 
uniforme  un  efpace  double  de  celui  qu  il  avoit  parcouru 
dans  la  i  '*  par  un  mouvement  accéléré. 

I  y  2p.  Et  comme  un  efpace  quelconque  peut  être  pris 
pour  I ,  il  fuit  en  général  que  fi  au  bout  d'un  efpace  quel- 
conque un  corps  eft  abandonné  par  la  force  accéleratrice^ou, 
ce  qui  eft  la  même  chofe,  fi  avec  la  vitefle  qu'il  a  acquife  lorf- 
qu'il  eft  parvenu  au  bout  de  cet  elpace ,  il  vient  à  fe  mouvoir 
d'un  mouvement  umforme,il  parcourra  dans  un  même  temps 
un  efpace  double  de  celui  qu'il  avoit  parcouru  par  un  mou- 
vement accéléré. 

I  j  3  o^  Par  là  on  change  aifément  tout  mouvement  accé^ 
1ère  en  uniforme  ;  car  au  lieu  de  Tefpace  e  parcouru  en  un 
certain  temps  par  le  mouvement  accéléré^  il  n'y  a  qu'à  pren- 
dre 2  e  qui  ieroit  parcouru  dans  le  même  temps  d'une  vitefle 
uniforme  égale  à  celle  que  le  corps  avoit  acquife  au  dernier 
inftant  de  fon  mouvement. 

I  y  5 1 .  Toute  vitefle  uniforme  eft  d'un  certain  degré  dé- 
terminé, &  par  conféquent  elle  eft  telle  qu*elle  pourroit  avoir 
été  originairement  la  vitefle  accélérée  d'un  corps  tombant  y 
qui  étant  parvenue  à  ce  degré,  feroit  devenue  uniforme  félon 
ndée  préfente.  Or  en  ce  cas  Pcfpace  e  étant  celui  que  le  corps 
Uroit  parcouru ,  ou  A  la  hauteur  d'où  il  feroit  tombé ,  2  f  oa 
2  h  feroit  l'elpace  que  la  vitefle  devenue  uniforme  lui  feroit 
parcourir  dans  un  temps  égal  à  celui  de  (a  chute.  Donc  fi  on 
prend  h  pour  la  hauteur ,  d'où  un  corps  aura  dû  tomber  pour 
acquérir  up  certain  degré  de  vitefle,  z  h  kz9,  i'efoace  que  fera 
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parcourir  à  un  corps  dans  le  même  temps  une  vitefle  unifoc^ 
me  de  ce  même  aegré.     • 

1^32.  Donc  >  qpe  dans  un  certain  temps  le  corps  ait  par- 
couru refpace  e  ouh  par  un  mouvement  ac^céléré  ^  ou  2^  ou 
z  h  par  un  mouYement  uniforme ,  dont  la  vitefle  foit  égale  à 
celle  qu'il  aura  acquife  au  dernier  inftant  du  mouvement  ac< 
célété,  c'eft  la  même  chofe. 

IS33'  Puifque  £  ou  H.  e  ou  h  ::  TT.  tt  (i  j2(5),oiia 
T.  r  :  :  VH.  Vk.  Et  puifque  les  vitefles  acquifes  au  bout  de 
difFérens  temps  y  font  comme  ces  temps  (  1  y  24  ) ,  ces  viteffes 
font  donc  comme  les  racines  des  hauteurs  correfpondantes. 

I  n4«  Donc  les  hauteurs  font  comme  les  quarrés  des 
vitefles  correfpondantes,  ou  les  repréfentent, 

I  y  3  j.  Et  puifque  ce  qu'eft  h  dans  la  vitefle  accélérée,  û 
l'eft  dans  la  vitefle  uniforme  égale  à  la  dernière  vitefle  acquife       \ 

{)ar  une  chute  faite  de  la  hauteur  h{i$^2)^  ^h  repréfentera 
e  quarré  de  cette  vitefle  uniforme  >  comme  h  repréfente  ce- 
lui de  la  vitefle  accélérée  (  1 5  34  )• 

Voilà  tout  le  Sifteme  de  Galilée  fur  la  Pefanteur  démon- 
tré â priori f  parles  feules  définitions  néceflaires  de  force fim- 
plement  motrice  ôc  accélératrice  t  6c  indépendamment  de 
toute  expérience. 

II  eft  vrai  que  nous  avons  fuppofé  avec  Galilée,  &  avec 
prefque  tous  les  Philofophes  la  pefanteur  ou  fon  a£Hon  conf- 
tante  y  &  que  cette  fuppofîtion  peut  avoir  quelque  difficulté. 
Car  quoiqu'une  force  foit  toujours  appliquée  à  un  corps,  il 

{'aroît  que  dans  le  i  ^^  infiant  où  elle  le  trouve  en  repos,  & 
ui  donne  un  coup  ^  elle  lui  doit  imprimer  une  plus  grande 
vitefle  que  dans  le  2^  inftant  où  elle  le  trouve  fuyant  devant 
elle  j  &  fe  dérobant  à  fon  aftion.  Mais  ce  n  eft  pas  ici  le  lieu 
d'examiner  cette  difficulté  ^  il  fufllt  que  le  Sifteme  de  Gaiil^ 
foit  généralement  reçu ,  &  nous  Talions  porter  dans  ïhAm 
^Z?sc^%  où  il  peut  être  utile  de  le  confidérer. 
rwcTfimfU^      iS3^*  Il  ne  s'agit  que  de  forces  Finies,  foit  Amplement 
«"'»^  jpjj^j"  motrices  >  foit  accélératrices.  Elles  font  toujours  Finies  dans 
d^tnn/m\  quelque  temps  qu  elles  agiflent ,  foit  infiniment  pedt ,  foit 
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fîni>  folt  infini;  car  certainement  le  temps  de  la  durée  de 
îeur  aâion  ne  change  rien  à  leur  nature  de  force  ^  il  ne  peut 

que  modifier  leur  aûion.  Dofic  —  étant  Texpreflion  d'une 
force  fimplement  motrice  ^  &  ~  celle  d'une  force  accéléra- 
trice >  finies  l'une  ôc  l'autre  j^es  deux  expreffions  doivent 
toujours  être  celles  de  deux  ^bes'  Finies  5  quelque  différen- 
ce ou  quelque  modification  qii^ÊLiïc  y  apporter  la  fuppofî-- 
tion  des  temps. 

I J  37»  Je  commence  par  la  force  accélératrice ,  quoique 
moins  fimple  (Jlie  l'autre ,  agiflante  dans  un  temps  infiniment 
périt  ou  inftant,  qui  fera  dt^  infiniment  petit  de  r,  temps 
rini.  Cette  force  eft  non-feulemept  toujours  Finie,  mais  elle 
efl:  toujours  accélératrice^  même  dans  l'inflant  dvyczr  le  temps 
n'étant  pas  moins  divifible  que  l'efpace ,  l'inflant  dt  peut  être 
conçu  comme  formé  d'une  infinité  de  ddty  temps  infiniment 
petits  du  2^  ordre ,  pendant  lefquels  la  force  accélératrice  a 
été  toujours  appliquée  au  corps  fur  lequel  elle  agiffoit.  Or 

dans  ^ ,  expreffioh  de  laforce  accélératrice  ^  ^  eft  un  efpace 

fini  total ,  qu'elle  a  fait  parcourir  pendant  tout  le  temps  fini  r, 
dont  il  feut  prendre  le  quarré ,  parce  que  la  force  eft  accélé- 
ratrice. Donc  le  temps  tot^  étant  ici  ^;>  il  en  Êtut  prendre 
aufli  le  quarré  dt^  y  qui  fera  néceffairement  le  dénominateur 
die  la  fi*aàion  qui  exprimera  la  force.  Et  comme  cette  force 
eft  toujours  finie  ^  le  numérateur  de  la  fra£kion  ou  l'efpace 
total  parcouru  ne  peut  être  que  dde ,  efpace  infiniment  petit 
du  2^  ordre.  Donc  l'exprellîon  de  la  force  accélératrice 

agilTante  dans  un  inftant  dt^eûj^. 

1538.  Donc  un  corps  qui  tombe  par  ùl  feule  pelknteur, 
ne  parcourt  dans  le  i"  infîant  dt  de  (à  chute, qu'un  efpace 
infiniment  petit  du  là  ordre.  ^ 

I  J?P«  Tous  les  inftans  étant  fuppofés  égaux ,  le  corps 
dans  le  2^  inftant  parcourt  sdde,  dans  Xq^"^  ^ddey  &c.  ou  > 
ce  qui  revient  au  même ,  l'efpace  total  parcouru  au  bout  du 

V  u  u  ij 
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^^  inftant  eft  ^ddcyZM  bout  du  ^^^  ^dde  ^  &c.  îufqu*à  ce 
qu'enfin  le  coefficient  de  dde  étant  le  moindre  infini  poffi- 
ble  de  la  Suite  des  quarrés  ^  ^  change  le  dde  en  de  >  c'eft-à- 
dire  y  que  iefpace  total  parcouru  fera  infiniment  petit  du 

1  ^^  ordre,  La  V^  de  ce  coefficient  infini  de  dde  y  fera  le  nom- 
bre des  inflans  dt  >  pendant  Idquels  de  a  été  parcouru  :  or  ce 
coefficient  infini  étant  le  gifflhdre  infini  poffibie  de  la  Suite 

des  quarrés ,  (a  v^  efl  finflH[)onc  de  efpace  infiniment  petit 
du  1^^  ordre  a  été  parcouru  pendant  un  nombre  Fini  y  mais 
indéterminable  en  grandeur  y  d'inflans  dt  y^U:  abfbiument 
dans  un  temps  infiniment  petit  du  i"^*^  ordre. 

I  y  40.  Le  nombre  fini  indéterminable  en  grandeur  des 
inftans  rff,  pendant  lefquêls  de  a  été  parcouru,  étant  jf^  & 
«•  =  oC  i  on  aura  donc  Tefpace  x*  dde  =  àCdde  ==  de 
parcouru  dans  le  temps  xdpyéc  pour  l'expreffion  de  la  force> 

x*dde.  OCéide  de  de  j         ^-    • 

■  ,  . .  == = r = -T- >  grandeur  rmie. 

1 5'4i,  Quand  le  nombre  des  dt  eft  devenu  ==  oC  ^  on 
a  refpace  oCdde  parcouru  pendant  le  temps  oCdtyot 
oC*dde=^ey.  &  ocit=  t.  Donc  un  efpace  total  Fini  2 
été  parcouru. dans  un  temps  Fini,,  &  Texpreflion  de  la  force 

eft  ~ ,  déjà  trouvée* 

i5'42.  Dans  le  i"  infiant  de  la  chute  du  corps  ^  la  vîtefle 
n  a  été  qu'infiniment  petite  du  1^'  ordre,  puifqu  un  efpace  dde 
a  été  parcouru  dans  un  temps  dt.  Enfuïtc  s^de  étant  par- 
couru  dans  un  z^  dt  ég^rt^àe  y  dans  un  3^'*^  dt  ^  &c.  la 
vitefle  eft  toujours  infiniment  petite ,  jufqu  a  ce  que  le  coef- 
ficient de  dde  foit  oC ,  car  alors  cK  dde  :-=  de  étant  par- 
couru dans  un  dt ,  la  viteffe  eft  Finie.  Or  le  coefficient  qui 
^xprime  le  nombre  des  dde  parcourus  dans  un  dt ,  étant  tou- 
jours un  terme  de  la  Suite  des  Impairs ,  il  ne  peut  devenir 
Infini ,  que  quand  cette  Suite  a  eu  un  nombre  infini  de  ter- 
mes ,  ce  qu*il  eft  aifé  de  voir ,  ou  après  qu  il  y  a  eu  un  nom- 
Ère.  Infiniégal  de  dt  >  c  eft-à-dire^  après  un  temps  Fini.  Donc 
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ce  n^eft  qu'après  un  temps  Fini  qujpn  efpace  de  infiniment 
petit  du  i"  ordre  vient  a  être  parcouru  dans  un  inftant  d$ 
du  même  ordre. 

I J43,  Donc  il  fiiut  àJa  force  accélératrice  un  temps  Fini 
pour  imprimer  au  corps,  une  vitefTe  finie  ^  ou  ^  ce  qui  eft  le 
même  ^  elle  a  befoin  d'être  appliquée  pendant  un  temps  Fini» 

I  ^44.  Quand  l'efpace  parcouru  dans  un  dt  eft  oC  dde, 
refpace  total  parcouru  eft  le  produit  de  dde  par  la  fomme 
de  la  progrefTion  arithmétique  des  Impairs  9  depuis  i  jufqu'à 
oC  y  Ton  premier  terme  infini.  Or  le  nombre  des  termes 
qu^elle  a  dans  cette  étendue  eft  la  moitié  moindre  que  celui 
dos  termes  de  la  Suite  naturefUe  ^  qui  commenceroit  par  i^  ôc 
fe  termineroit  parle  même  oC*  Le  nombre  des  termes  de  la 
Suite  naturelle  feroit  oC  ^  donc  celui  de  la  Suite  des  Impairs 

€ft  — .  Sa  différence  eft  2.  Donc  fa  fbmme  cherchée  eft  z 

% 

X  —  X  —  ==  -^  y  oLi  efpace  total  parcouru  ■  ^  ,  gran- 
deur fînie.^ 

174 y.  Donc  quand  la  force  accélératrice;  imprime  in» 
vitefle  finie  y  il  s'eft  paflH  un  temps  fini  y  quelque  petit  qu'il 
(bit  ^  6c  unKfpace  fini  a  été  parcourut. 

vs^6.  Puifque  les  vitefles  d'inftans  égaux  paffent  de 
rinfiniment  petit  au  Fini ,  elles  font  croiffantes ,  ainfi  qi^il 
eft  indifpsnfable  dans  un  mouvement  accéléré. 

I  f  47*  Si  la  force  accélératrice  eft  fuppofée  conftante>  elle 
a  la  même  aâion  &  le  même  effet  dans  tous  les  inftans  égaux/ j 
6c  par  conféquenc  ce  qu  elle  a  produit  dans  le  premier >  elle 
le  produit  dans  tous.  Dans  le  premiej:  elle  a  imprimé  au 
corps  une  vitefle  infiniment  petite  du  i^^  ordre ,  donc  dans 
tous  les  inftans  fuivans  elle  lui  en  imprime  une  égale.  Ainfi 
les  viteffes  de  chaque  inftSnt  font  inégales  ôc  croiffantes 
(i  5*4^)  j  &  les  augmentations  de  viceffe  toujours  égales» 

1 5*48.  Comme  dans  chaque  inftant  une  viteffe  infiniment 
petite  égale  y  s  ajoute  toujours  à  la  fomme  des  viteffes  déjà 
acquifes  >  Taugmentation  eft  du  même  ordre  que  la  fomme  ; 

Vuuiii 
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tant  que  la  fomme  nêk  qu'un  infiniment  petit.  Or  cette 
fomme  eft  un  infiniment  petit ,  tant  que  le  temps  total  de  la 
chute  du  corps  ou  Tefpace  total  parcouru  n'eft  pas  encore  fini 
(  I  y  43  )  :  mais  depuis  Tinftant  inclufivement  ou  cela  arrive, 
la  viteffe  de  chaque  inftant  fuivant  étant  finie  j  Taugmenta- 
tion  de  viteffe  n'eft  plus  à  compter  par  rapport  à  elle ,  &  Ton 
peut  prendre  la  viteffe  de.chaque  inftant  pour  uniforme  ^  & 
l'exprimer  comme  telle  par  le  rapport  de  i  efpace  de  de  cet 
inftant  à  dt.  Ainff  ce  n  eft  qu^en  fuppofant  un  temps  fini 
déjà  écoulé,  &  un  efpace  fini  parcouru  qu^on  peut  prendre 
la  viteffe  de  chaque  inftant  pour  uniforme. 

1 5'4p.  Si  la  force  accélératrice  agit  pendant  un  temps 
==  oo,  le  dénominateur  de  fon  expreffion  elft  oo*^ ,  ôc  pour 
avoir  une  force  toujours  Finie,  il  faut  que  le  numérateur^c'eft- 
à-dire ,  refpace  total  parcouru  foit  auffi  oc\  Donc  pendant 
un  temps  infini  un  efpace  total  infini  du  i^  ordre  eft  parcouru. 

1550.  Mais  quand  un  efpace  total  infini  du  i^*^  ordre  eft- 
il  donc  parcouru  ?  Cat  il  eft  impoflîble  que  la  force  vienne 
à  faire  parcourir  un  oc^  dans  un  temps  ==  oc ,  fans  avoir 
paffé  par  faire  parcourir  un  00  dans  un  temps ,  foit  fini  >  foit 
mfini  :  or  dans  un  temps  fini  il  ne  paroît  pas  que  cela  fe 
puiffè.  La  folution  de  cette  difficulté  eft  ce  quff  nous  avons 
vu  tant  de  fois.  L'efpace  étant  oc ,  lexpreffion  de  la  force 

a 

fera  —  j  quelque  temps  que  foît  f ,  &  il  faut  que  cçtte  expref- 
fion foit  finie.  Donc  tt  =s=  00 ,  donc  t  eft  un  temps  fini  indé- 
terminable en  grandeur^  tel  que  fon  quatre  eft  infini.  Donc 
tant  que  le  temps  eft  fini  déterminable^  Tefpace  total  parcou- 
ru eft  fini ,  fi  le  temps  devient  fini  indéterminable  eh  gran-  ' 
deur ,  lefpace  eft  infini  du  i"  ordre ,  fi  le  temps  eft  infini 
du  1"  ordre ,  Tefpace  eft  du  1^. 

I  j y  I •  Donc  lefpace  total  j^arcouru  commence  par  être 
de  Tordre  immédiatement  inférieur  au  temps  total  >  enfuite 
il  eft  du  même  ordre ,  après  cela  de  Tordre  immédiatement 
fupérieur  j  enfuite  d  ordres  toujours  plus  fupérieurs. 

1552.  Quand  le  temps  total  eft  devenu  infini  du  i" 
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ordre^la  vîteffe  de  chaque  inftant  eft  infinie  du  même  ordrç, 
car  elle  efl  la  fomme  d'autant  de  vitefles  Infiniment  petites, 
égales  qu  il  y  a  eu  d'infbans  dt  :  qr  dans  un  temps  infini  du 
I*'  ordre  ^  il  y  a  un  nombre  de  dt  =  oo*  >  &  un  nombrç 
d'infiniment  petits  >  qui  eft  oo^  >  fait  une  fomme  de  l'ordre 
de  oo. 

lyjj,  Puifqu*alors  la  viteffe  de  chaque  inftant  eft  doi 
Tordre  de  oo  ^  l'augmentation  de  vitefle  toujours  égale  ôc 
infiniment  petite  y  l'empêche  encore  infiniment  nipins  d'être 
uniforme  y  que  quand  cette  vitefle  étoit  finie. 

i5^4«  Confidérons  maintenant  la  force  fimplement  mo-^ 
trice.  Tout  le  monde  dit  que  c'eft  celle  qui  ne  fait  que  firap^ 
per  ie  coips  dans  un  temps  indivifible  >  &  l'on  en  prétend 
iàire  une  force  toute  dififérente  de  l'accélératrice.  Mais  il  me 
femble  qu'il  y  a  beaucoup  à  démêler  dans  cette  idée. 

La  force  fimplement  motrice  &  l'accélératrice  ont  néceA 
fairement  quelque  chofe  de  commun  ^  &  l'accélératrice  qui 
s'applique  toujours  au  corps  ne  fera  que  motrice ,  fi  ayant 
frappé  le  corps^  &  s'y  étant  appliquée  pendant  le  temps,  quel 
qu  il  foit ,  néceflaire  à  la  motrice ,  elle  cefle  de  s'y  appliquer» 
Or  je  demande  quel  eft  ce  temps  néceflaire  à  la  motrice. 

Un  temps  indivifible  n'exifte  point  y  non  plus  qu'un  elpace 
indivifible.  Ce  temps  eft  donc  infiniment  petit  y  un  dt.  La 
force  fimplement  motrice  eft  donc  dans  le  même  cas.  que 
l'accélératrice  agiflant  dans  undpyôc  ceflant^nfuite  de  s'ap-^ 
pliquer  au  corps.  Or  l'accélératrice  agiflant  dans  un  temps 
infiniment  petit ,  ne  peut  imprimer  au  corps  qu'une  vitefle 
infiniment  petite  du  i^'  ordre  (  1^42)  ;  &  fi  après  cela  la 
force  eeflbit  de  s'appliquer  au  corps  ^  il  n'auroit  que  cette 
vitefle  avec  laquelle  il  ne  pourroit  parcourir  qu'un  efpace  ijj^- 
JBniment  petit  dans  un  temps  fini  y  fon  mouvement  étant  de-» 
ve;iu  uniforme  y  c'eft-à-dire,  qu'il  demeureroft  phyfiquement 
êc  fefifiblement  en  repos.  Il  n'y  aûroit  donc  nulle  force  fim« 
plement  motricf  y  qui  pût  mouvoir  ou  déplacer  un  corps  > 
ce  qui  eft  bien  éloigné  des  phénomènes. 

Comme  toutes  les  fi^rces  fimplement  motrices  impriment 
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des  viteffes  finies  i  oh  ne  peut  donc  concevoir  autre  chofe, 
iînon  que  ce  font  des  forces  qui  pendant  un  temps  fini,  fi 
court  que  Ton  voudra^  ont  été  accélératrices ^  ou  appliquées 
au  corps  >  après  quoi  elles  ont  cefTé  de  Têtre.  Il  eft  aifé  de 
voir  que  de-là  les  phénomènes  s'enfuivent. 

1$^^*  Donc  tout  corps  qui  imprime  à  un  autre  une 
vitefle  finie ,  ne  la  lui  imprime  qu'en  un  temps  fini  >  par  de- 
grés 9  Ôc  félon  les  règles  du  mouvement  accéléré. 
g«e  tùuu      I  y  j  ^.  Si  deux  corps  ,  dont  Pun  a  choqué  l'autre  en 
farce  fimfU^  repos,  vont  tous  dcux  enfemble  après  le  choc ,  le  choquant 

ment  motrt"       *       fi        #  ^    '   \  *       •  \   i>  »| 

€ey  eftaccéU-z  employé  un  temps  iim  a  communiquer  a  1  autre  ce  quu 
tatrice  pen-  j^yoît  lui  donner  de  fa  vitefle  ^  &  a  été  pendant  ce  te.mps 
fini.  force  accélératrice  qui  lui  étoit  toujours  appliquée^après  quoi 

lorfqu  ils  vont  enfemble  d'une  même  vitefle  ^  il  eft  vrai  que 
le  choquant  eft  encore  appliqué  à  Pautre,  mais  non  en  qua- 
lité de  force  accélératrice  comme  il  étoit  auparavant  ;  il  ne 
le  meut  plus  du  tout,  &  n  eft  qu'une  partie  d'une  maffe  tota- 
le qui  fe  meut. 

1 5  57^  Ce  même  raîfonnement  fubfifte  y  fait  que  les  deur 
corps  foient  parfaitement  durs ,  ou  qu'ils  ne  le  foient  pas. 
S'ils  ne  le  font  pas  >  le  corps  choquant  applatit  le  choqué  aux 
endroits  voifins  du  choc ,  &  en  eft  réciproquement  applati; 
&  ce  ii'eft  que  pendant  cet  •pplatiflement  mutuel ,  qui  aug- 
mente par  degrés ,  que  le  corps  choquant  eft:  force  accélé- 
ratrice.  Après  «la  les  deux  corps  applatis  vont  enfemble  >  s  il 
n  y  a  rien  de  plus.  Oh  voit  bien  que  nous  voilà  arrivés  au 
Reflbrt  y  mais  il  n'en  eft  pas  quefti^p  ici. 

On  pourra  voir  combien  tout  ceci  s'accorde  avec  ce  qui 
a  été  dit  dans  l'Hift.  de  l'Acad.  en  1722  (/?.  lop  &fuiv.) 
d'après  M.  de  Mairan ,  qui  a  expliqué  la  Réflexion  des  Corps 
.  d'une  manière  nouvelle ,  &  beaqcoup  plus  précife  que  Ton 
n'avoit  encore  Tait.  Si  quelque  impteflîon  finie  de  mouve- 
ment fe  pouvoit  foire  dans  un  inftant  indivifible ,  il  feaible 
que  la  Réflexion  en  devroit*être  un  exemple. 

1  y j: 8.  La  force ,  d'abord  accélératrice ,  ayant  cefle  d'agir 
fur  le  corps  y  fon  mouvement  devient  uniforine^  ôc  la  vitefTe 
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«n  eft  la  dernière  vitefle  acquife  par  raccél^fation ,  de  forte 
que  dans  un  temps  fini  égal  à  celui  pendant  lequel  l'accé- 
lération a  duré  y  il  parcourra  un  efpace  double  de  celui  qu'il 
avoir  parcouru  >  &  toujours  ainfî. 

1  yfp.  Si  ce  mouvement  devenu  uniforme  >  eft  comparé 
à  lui-même  y  qui  eût  continué  d'être  accéléré ,  il  fuit  de  fart, 
1  ;  y  I ,  que  plus  le  temps  de  l'un  &  de  l'autre  fera  long ,  plus 
l'efpace  parcouru  par  le  mouvement  accéléré  fera  grandpac 
rapport  à  l'efpace  parcouru  par  le  mouvement  unifotme. 

1  $6o^  Dès  que  la  force  accélératrice  eft  parvenue  à  im- 
primer au  corps  une  viteffe  finie  y  &  quand  la  force ,  que 
nous  appellions  Amplement  motrice^  a  ceflTé  d'être  accéléra- 
trice^ l'expreffion  de  la  vitefle  de  chaque  inftant^foit  du  mou- 
vement accéléré ,  foit  de  lunifbrme ,  eft  j-' ,  le  temps  pen- 
dant lequel  fe  font  les  deux  mouvemens  étant  fuppofé  fînu 
Dans  Tuniforme  le  rapport  de  de  à  dt  eft  conftant,  dans 
Taccéléré  il  eft  variable ,  &  toujours  croiflant. 

1551.  Dans  laccéléré  l'augmentation  de  vitefle  à  chaque 

înftant  eft  -j^ ,  &  j;  H — ^  ==  j^  rend  la  vitefle  inftanta- 


née  uniforme  >  &  la  vitefle  totale  au  bout  de  chaque  temps 
fini  eft  formée  d'une  infinité  de  viteflfes  inftantanées  uni- 
formes pendant  chaque  inftant  y  àc  croiflantes  d  uil  inftant 
à  l'autre. 

1S62.  Si  la  force  accélératrice  n^toit  point  conftante^ 

l'augmentation  de  vitefle  de  chaque  inftant >  ou— %  ne  (eroit 

plus  une  grandeur  conftante^  mais  elle  n'en  difparoîtroit  pas 

moins  dans  la  fomme  37  -+-  -^7  j  &  pat  conféquent  la  viteflfe 

accélérée  fe  réduiroit  toujours  à  des  vitefles  inftantanées  uni* 
formes.  Ce  feroit  la  même  chofe  ^  fi  la  force  accélératrice 
étant  conftante  par  elle-même ,  fon  aâion  étoit  inégale  pat 
les  circonftances  y  comme  le  feroit  l'aâion  de  la  Pefànteuc 
çonftaote  fur  un  corps  qu  elle  feroit  tomber  le  long  de  1% 
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concavité  d'une  Courbe  différemment  inclbéc  à  rhorifoû  en 
tous  fes  points ,  ou  côtés. 

I  y  53,  Si  la  force  accélératrice  n  eft  pas  confiante  en  elle- 
même^  ou  (i  ^  étant  conftante^elle  a  une  a£tioh  inégale  à  caufe 
des  circonlîaftces  ,  ou  fi  une  force  confiante  eft  difiérente 
d'une  autre  conftante  aufli ,  il  eft  clair  que  la  vitelTe  inftan- 

tanée  j^ ,  qui  pareillement  eft  toujours  néceffairement  varia- 

ble  d'inftant  en  inftant,  le  fera  différemment  dans  tous  ces 
différens  cas  >  mais  toujours  uniforme  dans  chaque  infhnt. 

-De-ià  il  fuit  que  la  variation  quelconque  des  ^ ,  fera  tou- 
jours celle  des  Infiniment  petits  de  quelque  Courbe  >  qui  pa- 
4reillement  ne  font  conftans  ou  n'ont  un  rapport  confiant 
que  pendant  un  pas  infiniment  petit  de  la  Courbe.  Et  cette 
'rédudion  des  mouvemens  accélérés  à  des  Courbes,  qui  les 
expriment  ou  les  repréfentent ,  eft  l'avantage  qu  on  tire  de 
l'uniformité  inftantanée  des  élémens  de  ces  mouvemens,  ce 
qui  n'auroit  pas  été  poffible  fi  dans  chaque  inftant  infiniment 
-petit  l'augmentation  de  vîtefle  avoit  dû  être  comptée. 

Par  exemple ,  fi  on  fuppofe  laTefanteur  conftante  >  on  voit 
^ue  dans  cette  hipothefe ,  les  efpaces  étant  comme  les  quar- 
rés  desjemps  (  1  j* 25 ) ,  &  dans  la  Parabole  3c  =yy  9  les  Ab- 
Tcifles  X  de  la  Parabole  repréfenteront  ou  feront  les  hauteurs 
d'où  un  corps  pefànt  fera  tombé,  &  que  les  Ordonnées  y 
'repréfenteront  les  temps ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même ,  qu'une 
Ordonnée  quelconque  repréfcntant  la  dur^c  de  lachûte  d'un 
corps,rAbfcifre  correfpondante  repréfenteral'efpace  qu'il  au- 
ra parcouru ,  ou  la  hauteur  d'où  il  fera  tombé.  Et  comme  dans 
cette  hipothefe  les  vitefles  acquifes  au  bout  des  différens 
temps  >  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  les  vitefles  uniformes 

j7  de  chaque  inftant  infiniment  petit ,  font  comme  les  temps 
.  (i  ^24  ) ,  ces  vitefles  feront  comme  les ^  de  la  Parabole  ou 

les  K^,  puifque^  ==  V^x.  Donc  sî  =  -^-  Or  dans  la  Pa- 
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tdboltdx.dy  :\  2y.i  :  :  2y^sç.i.  Donc  t^  =  î— ^  =5=  j^ 

<le  la  Parabole ,  car  ici ,  où  il  ne  s'agît  qqe  de  rapports ,  V^sç  & 
a  V'x  y  c*eft  la  même  chofe. 

Réciproquement,  s'il  étoîi;  donné  que  j^==  t^^^T 

d  une  Courbe,  &  qu  il  fallût  trouver  quelle  hipothefe  a  été 
faite  fur  la  Pefanteur  ^  on  vercoit  aufli-tôt  qup  cette  Courbe 

cherchée  eft  la  Parabole  où  dx.dyiiz  Vx .  I,  Donc  Içç  Ab- 
fciflcs  étant  prifes  pour  les  efpaces  parcourus^  les  viteflfçs  font 
comme  les  racines  de  ces  efpaces ,  çê  qui  emporte  que  la  Per 
fanteur  foit  confiante^ 

1  y  54.  On  peut  concevoir  la  Pefanteur  comme  une  force  Torat  «m- 
inhérente  au  centre  de  la  Terre  %  ôc  qui  retire  toujours  le?  ^^V  »  ** 
corps  vers  ce  centre ,  &  quoique  cette  idée  nç  loit  pas  pby- 
fique  y  elle  eft  ûifiilante  pour  le  ddfein  préfent,  ôt  pli|$ 
Éicile  à  (àifii:  que  toute  autre.  Si  Ton  a  donné'  3  uo  corps 
une  impulfion  fislon  une  ligne  droke  Tangente  du  glpPQ 
de  la  Terre  ^  &  que  le  mouvement  commence  au  point  <J*at- 
touchement^  ce  corps  1  s'il  fuivoit  cette  impulfioq  ^  déçriroic 
cette  Tangente  à  l'Infini  ^  6c  s'éloigneroit  toujours  du  centrç 
de  la  Terre.  JVIais  la  Pe4nteur  >.  qu'on  fuppofe  qui  agit  tou- 
jours ,  le  retire  toujours  vers  c«  centre ,  ^  par  çpijféquçnt  le 
retire  dès  le  1^'  inibnt  infîniment  petic  de  fon  mouvement. 
Dans  ce  1^*^  inftant  il  ne  pou  voit  décrire  par  fon  mouveinçnic 
propre  ou  d'impulfion  ^  qu'une  partie  infiniment  petite  de  I? 
Tangente  ^  ôc  il  ne  fe  feroit  écarté  du  globe  ou  du  Cercle  qu^ 
<le  l'étendue  de  la  bafe  d'un  angle  de  contingén.ce  ^  m^is  I4 
Pefanteur  qui  le  retire  vers  le  centre ,  l'empêche  de  faire  UO 
écart  de  cette  étendue ,  de  forte  qu'à  la  fin  de  Pinftant  il  eft 
encore  fur  la  circonférence  du  Cercle.  Dans  k  2,^  inflànt  ^  fi 
la  Pefanteur  cefibit  d'agir  ^  il  fijivroit  par  fon  mouvement  pro- 
pre la  direûion  du  côté  droit  infiniment  petit  du  Cercle  qu'ijl 
a  décrit  dans  le  1^'  inftânt^  ôc  feroit  un  écart  égal  à  la  bafe 
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d^un  angle  de  contingence  :  mais  la  Pefantcur  Je  retire  enco* 
re  ^  &  le  retient  fiir  une  circonférence  circulaire ,  &  toujours 
ainfi  de  fuite. 

La  Pefanteur  ainfî  conçue ,  &  toute  autre  force  pareille 
s'appelle  force  centrale. 

Si  on  conçoit  la  force  par  laquelle  le  corps  eft  toujours 
retiré  vers  un  centre  comme  inhérente  au  corps,  elle  s'appel- 
le force  centripète  ,  &  à  cette  force  s'oppofe  la  centrifuge ,  par 
laquelle  le  corps  qui  aune  impulfîonen  ligne  droite  tend  à 
la  fuivre ,  &  à  s^écarter  d  une  circonférence  circulaire. 

Mais  comme  tout  cela  revient  au  même ,  il  fuffît  de  conlw 
dérer  la  force  Centrale  ^  du  moins  pour  Tordinaire. 

i$6$.  En  général  un  corps  qui  a  reçu  une  impulfîon  ne 
peut  fe  mouvoir  qu'en  ligne  aroite ,  félon  la  direûion  déter- 
minée de  cette  impulfîon.  Il  décrira  cette  droite  à  l'Infini ,  & 
s'il  s'en  détourne  ^  il  feut  que  ce  foit  par  une  caufe  étrangère. 
S'il  s'en  détourne  conpnuellement ,  ou ,  ce  qui  eft  le  même  y 
,  décrit  une  Courbe ,  il  faut  que  ce  foit  par  une  caufe  étrangère 

toujours  appliquée  à  ce  corps.  Si  cette  caufe  le  détourne  tou- 
jours vers  un  même  point,  c^eft  une  force  centrale. 

\$66.  Donc  tout  mouvement  curviligne  qui  fe  rapporte 
à  un  point  fixe ,  doit  être  conçu  comme  compofé  d'un  mou^ 
vement  rçailigne  d'impulfîon ,  &  d'un  mouvement  reftili^ 
gne  de  tradion ,  caufé  par  une  force  centrale  K>ujours  agi(^ 
lante ,  &  inhérente  au  point  fixe  fuppofé. 
Xefurê  iê      iJ^T^  Pour  coufidérer  la  force  centrale  dans  une  Cour- 
*  ^r^^ZT  ^^  ^"^ïconquc  qu'elfe  fait  décrire,  il  faut  donc  concevoir  un 
pt^ktis.     corps  qui  a  reçu  une  impulfîon  ,  félon  la  direâion  de  laquelle 
il  décriroit  une  ligne  droite  à  l'Infini,  dont  il  eft  perpétuelle- 
ment détourné  par  laforce  centrale  inhérente  à  un  point  fixe, 
1)ris  dans  le  plan  de  la.  Courbe.  Les  lignes  de  tradion  par 
efqusUes  agit  cette  force  pour  retirer  fans  cefle  le  corps ,  le 
détourner  de  la  ligne  droite  qu'il  tend  à  fuivre  >  &  le  retenir 
fur  la  circonférence  de  la  Courbe , "font  des  droites  tirées  du 
point  fixe  ou  centre  fuppofé ,  &  terminées  à  tous  les  côtés 
iofiniment  petits  de  là  Courbe,  On  les  appelle  aufH  Kayonr. 
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U  eft  claie  que  ces  Rayons  font  difFéremment  inclinés  aux 
diffërens  arcs  de  la  Courbe^  &  que  par  conféquent  ces  arcs 
étant  les  petites  droites  que  le  corps  décrit  à  chaque  infiant  ^ 
les  lignes  par  lefquelles  la  force  centrale  agit  fur  le  corps  j 
font  toujours  difFéremment  inclinées  à  celles  par  lefquelles 
le  corps  fe  meut^  ou^  ce  qui  efl  la  même  chofe^  que  Taâion  de 
ta  force  centrale  fur  le  corps  eft  toujours  inégale.  Mais  cofh* 
me  il  peut  y  avoir  encore  d'autres  inégalités^nous  allons  cher- 
cher en  général  ^  quelle  eft  la  mefure  de  la  force  centrale  > 
qui  fait  décrire  une  Courbe  quelconque  >  en  y  feiignt  entrer 
tout  ce  qu'il  eft  imaginable  qui  y  entre.  Nous  fuppofons  la 
force  centrale  finie  y  &  conftante  en  elle-même^  quoique  fon 
aâion  puiffe  être  inégale. 

I  y  58.  Puîfque  Teffet  continuel  de  la  force  centrale  efLde 
détourner  le  corps  de  la  droite  qui  tend  à  décrire  >  elle  a  be-- 
foin  d'être  d'autant  plus  grande  que  ce  corps  eft  par  lui-mêr- 
me  plus  difficile  à  détourner  de  la  ligne  droite.  Or  il  eft  par 
lui-même  d'autant  plus  difficile  à  détourner  de  cette  ligne  ^ 
qu'il  a  une  plus  grande  quantité  de  mouvement  avec  laquelle 
il  tend  à  la  décrire.  Sa  quantité  de  mouvement  eft  le  produit 
de  fa  maffe  ^  ou  poids  p  par  fa  viteffe  u.  Donc  il  eft  d'autant 
plus  difficile  à  aétourner  de  la  ligne  droite  que  pu  eft  plus 
grand.  Donc  de  ce  chef  la  mefuve  de  la  force  centrale  eft  /?  »u 

i$69.  Mais  la  force  centrale  eft  appliquée  avantageufe^ 
ment  au  corps ,  ou  ^  ce  qui  eft  le  même  >  plus  le  rayon  par 
lequel  elle  agit  dans  un  inftant  quelconque  eft  incliné  au  côté 
de  la  Courbe>  que  le  corps  décrit  en  cet  inftant^  plus  la  force 
a  befoii^  d'être  grande  pour  agir  malgré  ce  défàvantage. 

Si  Ton  conçoit  deux  sayons  infiniment  proches  tirés  dh 
point  fixe  aux  deux  extrémités  d'un  côté  ^f  de  la  Courbe^ 
&  du  même  point  fixe  pris  pour  centre  ^  un  arc  circulaire 
infiniment  petit  dx  décrit  fur  le  moindre  des  deux  rayons  y 
de  forte  qu'il  détermine  leur  différence  dy  ;  il  eft  vifible  que 
plus  le  grand  rayon  y  -f-  dy  fera  oblique  zdsy  plus  ds  ferat 

grand  par  rapport  à  dx.  Donc  ^  mefure  l'inégalité  de  L'aâion» 
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de  la  force  centrale  fur  le  corps.  Donc  de  ce  chef  fa  me(uie 

eft  ^9  ôc  elle  eft  d'autant  plus  grande  que  dscû  plus  grand 

par  rapport  kdxy  parce  que  Ton  application  efl  moins  avanta- 
geufe  >  car  il  s'agit  uniquement  de  la  grandeur  de  la  force ^  & 
non  de  celle  de  fon  aâion» 

-iSJo.  Plus  la  force  centrale  fait  faire  de  grands  détours 
au  corps  ^  plus  elle  eft  grande.  Or  puifque  ce  corps^décrit  une 
Courbe ,  la  grandeur  des  détours  qu'il  fait  à  chaque  inftant  efl: 
la  même  que  celle  des  angles  de  contingence^  ou  de  la  cour- 
bure de  la  Courbe.  Or  les  différentes  courbures  font  en  rai^ 
fon  renverfée  des  Rayons  de  la  Développée  que  j'appelle  r. 

Donc  de  ce  chef  la  mefure  de  la  force  centrale  eft  -î-. 

1^71.  Plus  la  force  centrale  fait  Étire  de  détours  en  un 
même  temps ,  plus  elle  eft  grande.  Or  plus  la  viteffe  d  mipul- 
(ïon  u  d'un  Corps  eft  grande  >  plus  il  faut  que  la  force  centrale 
lui  fafTe  faire  en  même  temps  un  grand  nombre  de  détours  $ 
pour  le  tenir  toujours  fur  la  Courbe.  Donc  de  ce  chef  la  me* 
îùr^  dç  cette  force  eft  u. 

1 5:72.  Et  comme  il  n  eft  pas  pofïïble  d'imaginer  rien  de 
plusjon  a^en  ralTemblant  tout^pour  mefure  ou  pour  exprefCoja 

4ie  la  force  centrale  pu  (  1  j58 )  x  '^  (  ijtfp  )  x  7-  (1570) 

1 5'7Î.  Le  quarré  de  toute  vitttk  uniforme  peut  être  ex- 
primé par  2  À  5  h  étant  la  hauteur  d  où  le  corps  fera  tombé 

pour  acquérir  cette  vitefTe  (  i  ÎJ  î).  Donc  ^^^  ==  77p> 

ce  qui  eft  une  des  formules  que  feu  M.  Varignon  a  données 
foc  ce  ftijet  en  1 705  dans  ks  Mémoires  de  T Académie  des 
Sciences ,  &  celle  qui  m'a  paru  la  plus  propre  à  être  déduite 
immédiatement  &  naturellement  des  premières  notions. 
1 574-.  Si  la  Courbe  décrite  eft  un  Cercle  ^  on  a  ^j  ==  dx$ 

iBc  pei:  conféquent  l^  ,  ce  qui  eft  la  formule  des  forces 
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cetitràles  dans  le  Cercle  y  donnée  par  feu  M.  le  M.  de  XHà^ 
pital  en  1 700  dans  les  Mémoires  de  T Académie,  r  exprime 
encore  ici  le  Rayon  de  la  Développée^  qui  dans  le  Cercle 
feft  le  même  que  le  Rayon. 

1 5"?  J.  Des  quatre  principes  qui  entrent  dans  la  mefure  ou 
dans  la  formule.de  la  force  centrale^  il  y  en  a  deux  y  le  poids 
du  corps  &  fa  vitefTe^  qui  ne  peuvent  jamais  aller  ni  dans  Tin- 
fini  y  ni  dans  Tinfiniment  petit.  Mai&les  deux  autres  y  peuvent 
aller  y  6c  c'eil  ce  que  nous  allons  examiner. 

Si  un  Rayon  y  par  lequel  agit  la  force  centrale^  eft  tel  qu'il 
concourre  avec  le  côté  de  laCourbe^  Tautre  Rayon  terminé 
à  J  autre  extrémité  de  ce  côté  concourra  aufli  avec  lui>  ôc  par 
conféquent  c^s  deux  Rayons  ne  feront  que  la  même  droite  y 
iiul  intervalle  infiniment  petit  du  i^'  ordre  ne  les  féparera^ 

&  on  aura  dx  ===  o^ds  fubfiibnt.  Donc  alors  i^'  efl  une 

'  grandeur  infinie. 

Cependant  la  force  centrale  eft  toujours  fuppoiH e  iinie  y 

auflî-bien  que  la  pefanteur.  Mais  7^  s=3  00  fignifie  feulement 

que  (i  ce  cas  étoit  poffîble^  la  force  centrale  feroit  inSnie  ; 
car  fa  fonéHon  perpétuelle  étant  de  détourner  le  corps  de  ht 
ligne  droite  y  6c  de  lui  faire  décrire  une  Courbe ,  il  éiudroic 
qu'elle  eût  cette  v«rtu  a  un  degré  infini  pour  la  pouvoir  en- 
.  core  exercer,  lorfqu  elle  ne  combat  plus  du  tout  par  fa  direc- 
tion celle  du  corps,  6c  qu  au  contraire  elle  le  met  elle^mêtne 
fur  la  même  ligne  droite.  Mais  comme  la  forcé  centrale  ne 

•peut  être  infinie,  le  cas  de  ^=te  oc  eft  phyfiquement  impofr 

fible,  quoique  géométriquement  poflible.  Aufli  n'arrive-t'il 
Tanjais  dans  aucun  phénomène  ^  que  la  force  centrale  ait  dans 
,.  aucun  point  la  même  direction  que  la  Courbe  qu  elle  fait 
décrire^ou  agiffe  par  une  Tangente  de  cette  Courbe.  On  peut 
imaginer  que  les  Planètes  mues  d  une  première  impulfion  en 
ligne  droite  décrivent  des  Courbes  autour  du  Soleil ,  parce 
qu  une  ferce  centrale  inhérence  dans  le  Soleil  les  jetij:e\pef* 
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pétuellement  vers  lui  ^  mais  quelles  que  foient  ces  CourbeSi 
Cercles ,  ou  Eilipfes  >  telles  qu'on  voudra  y  la  force  centrale 
n'agira  jamais  par  une  Tangente  y  parce  qu'on  ne  peut  tirée 
à  aucune  de  ces  Courbes  une  Tangente  d'un  point  pris  au-de* 
dans  de  leur  circonférence.  Que  fi  par  une  efpece  de  jeu 
géométrique  y  on  imagine  que  la  force  centrale  réfide  dans 
un  point  pris  au-dehors  de  quelqu'une  de  ces  Courbes  >  il 
s'enfuivra  néceffairement  que  quand  la  Planète  fera  arrivée  à 
un  point  où  la  direâion  de  la  force  centrale  fera  Tangente , 
cette  force  y  parce  qu'elle  n'eft  pas  infinie  >  ne  pourra  conti- 
nuer davantage  à  faire  mouvoic  la  Planète  fur  la  Courbe. 

1^7^.  Quoique  dans  le  cas  de  j^  ==  oo  on  imagine; 

ïlu  moins  géométriquement,  la  force  centrale  comme  infini- 
ment grande  y  il  n'y  a  point  de  cas  oppofé  oà  l'on  puiffe  Fi- 
maginer  comme  infiniment  petite  dans  le  même  fens  y  c  eft-à- 
dire  y  comme  appliquée  fi  avantageufement  que  >  quoiqu  mfi* 
niment  petite  >  elle  pût  encore  agir.  Sa  direction  y  Qc  celle  du 
corps  pendant  quelque  inftant,  peuvent  dans  le  fens  quon 
vient  de  voir  être  la  même  ou  infiniment  peu  différentes, 
mais  elles  ne  peuvent  jamais  être  infiniment  différentes  ^  car 
elles  ne  peuvent  l'être  davantage  que  lorfqu  elles  font  per- 
pendiculaires l'une  à  l'autre  y  ce  qui  n'eft  que  fini  >  &  a  une 

oiefure  finie.  Et  en  effet  y  ^  ==2  o  eft  împoffible  j  car  il  eft 
aifé  de  voir  que  ds  ne  peut  être  =  o ,  dx  fubfiftant. 

I  s 77'  Le  cas  le  plus  oppofé  à  celui  de  ^  ==  oc  eft  donc 
jj  =5  I  y  c'eft-à-dire ,  celui  de  ds  ==5  dx  y  ou  de  la  force 

centrale  agiffante  dans  un  Cercle  au  centre  duquel  elle  réfide 
(  ï  174  )j  alors  elle  agit  toujours  perpendiculairement  à  la 
diredion  du  corps ,  ôc  avec  tout  l'avantage  poffible  de  ce 
chef. 

I  y 78.  La  dircûion  perpendiculaire  de  la  force  centrale 
donne  lieu  d'imaginer  aifément  un  effet  des  diredions  obli- 
<^e$>  felpn  qu'elles  font  pofées  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la 

diieâioQ 
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dîre£lion  perpendiculaire.  Le  corps  décrit  un  côté  quelcon- 
que de  la  Courbe  d'un  certain  fens  déterminé  ;  fi  la  diredlion 
oblique  de  la  force  centrale  tire  le  corps  en  ce  même  fenSjcUe 
hâte  fon  mouvement,  fi  elle  le  tire  du  fens  contraire  y  elle  re- 
tarde fon  mouvement  :  or  le  fens  dont  les  diredlions  obliques 
tirent,  dépend  de  leur  pofition  d'un  côté  ou  d'autre  d'une' 
diredion  perpendiculaire.  Elles  hâtent  ou-retardent  d'autant 
plus  le  mouvement  qu'elles  font  plus  obliques ,  quoiqu'en 
même  temps  elles  aient  moins  d'effet  pour  détourner  le  corps, 
ou  lui  faire  décrire  une  Courbe.  Quant  aux  direûions  per- 
pendiculaires, elles  n  ont  nul  effet  par  rapport,  à  l'accéléra- 
tion ,  ou  au  retardement  du  mouvement. 

1 57p.  De-là  il  fuit  que  dans  le  cas  de  ^j  ==  oo ,  la  force 

centrale,  dont  la  direSion  concourroit  avec  celle  du  corps  , 
n'auroit  d'autre  effet  que  de  hâter  ou  de  retarder  fon  mouve- 
ment ,  félon  qu  elle  le  tireroit ,  ou  du  même  fens  dont  il 
îroit  y  ou  du  (èns  contraire. 

1  j  8  G.  Si  dans  ^^^  y  r.  Rayon  de  la  Développée^eft =00; 

c^efl-à-dire ,  fi  la  Courbe  au  point  fuppofé  eft  infiniment  peu 
courbe,  ou  à  quelqu'étendue  en  ligne  droite,  comme  il  arrive 
ordinairement  dans  les  inflexions,  rdx  eil  une  grandeur  finie  y 

&  2phds  une  infiniment  petite  ,  &  par  conféquent  ^^^^ 

o ,  c*eft-à-dire,  que  la  force  centrale  agit  infiniment  peu  : 


car  elle  ne  peut  être  infiniment  petite  >  ou ,  ce  qui  revient  au 
même ,  c'eft-à-dire,  que  quand  elle  feroit  infiniment  petite  , 
elle  n'agiroit  pas  moins.  En  effet,  il  n'efl  pas  befoin  d'une 
force  centrale  pour  donner  un  mouvement  en  ligne  droite^ 
que  le  corps  a  de  lui-même.  Et  comme  il  eft  impoffible  que 
la  force  centrale ,  dont  l'effet  effentiel  eft  de  cfétourner  le 
corps,  ait  réellement  contribué  à  ce  mouvement  en  ligne 
droite,  ce  cas  eft  phyfiquement  impoffible,  auffi-bien  quç 

^0tii  de  -^  =  oc ,  c'eft-à-dire ,  qu'une  force  centrale  ne  peut 

^njais  Élire  décrire  une  Courbe  qui  ait  une  étendue  en  ligne 
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droite  plus  grande  que  celle  d  un  de  fes  côtés. 

I  f  8 1 .  Si  r  ==  o  >  ou  la  Courbe  infiniment  courbe  >  î^ 

c==  OC  :  maïs  la  force  centrale  ne  pouvant  être  mfinie,  ni  pat 
conféquent  fon  aûion ,  ce  cas  eft  phyfiquement  impoffible.  . 

1^82.  Donc  il  eft  phyfiquement  impoflible  que  des  Cour- 
bes décrites  par  des  corps  en  vertu  de  forces  centrales >  aient 
des  Tangentes  qui  concourrent  avec  aucun  de  leurs  points , 
du  côté  où  réfide  la  force  centrale^  ni  une  courbure  nulle  ou 
infinie. 

1583.  Au  lieu  de  concevoir  un  Corps  qui  décrit  une 
Courbe  en  vertu  d'une  première  impulfion  en  ligne  droite  ^ 
&  de  laâion  continuelle  d'une  force  centrale  inhérente  à  un 
point  fixe  pris  au  dedans  de  cette  Courbe  5  fi  Pon  conçoit  ce 
même  Corps  tombant  par  fa  pefanteur  le  long  d'une  Courbe, 
du  côté  qu  elle  eft  concave  ^  comme  le  long  d'un  Canal  qui 
le  conduîroit  j  il  eft  clair  que  le  mau¥«nent  de  ce  Corps  9  qui 

f)ar  la  pefanteur  feule  ne  ferolt  que  reâiiîgne  y  devient  curvi- 
igné  à  caufe  de  la  Courbe  ibppi^ée  >  qu'elle  l'empêche  à  cha- 
que moment  de  prendre  le  mouvement  reâiligne  qu  il  tend 
à  prendre,  &  que  par  conféquent  cette  tendance  eft  une  cer- 
taine force  qu'il  exerce  à  chaque  moment  contre  la  Courbe 
qui  lui  réfifte.  Si  la  Courbe  manquoit  au  Corps  >  ou  finiflbit) 
&  je  fuppofe  que  ce  fiit  par  un  petit  côté  incjin^  à  rhoiifon> 
le  Corps  devenu  libre  fuivroit  la  direâion  de  ce  dernier  petit 
côté,  iwi  de  la  dernière  Tangente  de  la  Courbe ,  &  par  confé- 
quent ce  petit  côté  étant  conçu  comme  un  arc  circulaire  infi- 
niment petit ,  décrit  fur  un  certain  Rayon  ,  &  d'un  certaia 
centre,  le  Corps  s'éloigneroît  toujours  de  ce  centre.  Et  com- 
me c'eft  évidemment  la  même  chofe  pour  tous  les  petits 
côtés  de  la  Courbe ,  la  force  que  le  Corps  exerce  à  chaque 
moment  fur  chacun  d'eux  ,  peut  être  appellée  centrifuge  y  par 
rapport  aux  difFérens  centres  de  tous  ces  petits  côtés  pris 
pour  des  arcs  circulaires  infiniment  petits.  ^ 

1 784.  Donc  fi  une  Courbe  quelconque  eft  âxfEércmmf 
inclinée  à  l'horifon  .en  tous  fes  points  >  ôc  qu'un  Coips  tombe 
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le  long  de  fa  concavité  ^  il  exerce  contre  chacun  de  ^ts  petits 
côtés  deux  difiërentes  forces.  L^une  eft  celle  de  fa  pefanteur, 
car  chaque  petit  côté  de  la  Courbe  foutient  ce  Corps  y  de 

f)orte  une  partie  plus  ou  moins  grande  de  fa  pefanteur  abfo- 
ue ,  félon  qu  il  eft  plus  ou  moins  incliné  à  Thorifon.  L'autre 
force  eft  la  centrifuge  par  laquelle  il  tend  à  s'éloigner  en 
ligne  droite  du  centre  de  chaque  petit  côté  ou  arc  au  il  dé- 
crit*  Nous  ne  parlerons  point  de  là  1"  force ,  qui  eft  extrê- 
mement connue ,  il  ne  s'agit  que  de  la  2^^. 

1585.  Dans  le  cas  fuppofé  >  la  force  centrifuge  agit  à 
chaque  inftant  comme  dans  un  Cercle  y  ôc  d'un  inftant  à  Tau* 
tre  comme  dans  un  Cercle  différent  >  de  forte  que  r  eft  le 
rayon  variable  de  ces  Cercles ,  &  le  rayon  de  la  Développée 
de  la  Courbe  à  un  point  quelconques  Donc  la  force  centri- 
fuge de  chaque  inftant  s'exprime  par  i^  (  i  j  77  )• 

I  ^%6.  Sur  cela  on  peut  faire  une  remarque  y  qui  fervirà   Appiicéticm 

à  confirmer  l'ufage  de  notre  Théorie  des  différens  Infinis*     ^i^ThéorU 

Dans  les  Mém.  de  FAcad.  de  1 700  (/?*  p  &fHiv.)  feu  M.  ^cmicui^imê 

■  *         -  Courbi. 

de  l'Hôpital  a  trouvé  dx  =  -J^^  J~  r  pour  l'équation  différ 

rennelle  d'une  Courbe,telle  qu'un  Corps  quitomberoît  libre- 
ment le  long  de  fa  concavité ,  &  qui  par  conféquent  la  pref- 
feroit  différemment  à  chaque  point  y  tant  par  la  pefanteur  que 
par  fa  force  centrifuge  >  toutes  deux  toujours  différemment 
combinées  enfemble  9  la  preâerôit  toujours  aVec  une  force 
égale  à  la  pefanteur  abfolue. 

Cette  Courbe  a  un  dernier  côté  horifûntal  y  &  parallèle  à. 
l'axe  y  auquel  répond  une  Ordonnée  infinie  y  qui  eft  aufli  une 
hauteur  infinie  d'où  le  Corps  eft  tombé.  Le  Corps  arrivé  à 
ce  dernier  côté  le  preffe  par  toute  la  pefanteur  abfolue  >  & 
par  conféquent  la  force  centrifuge  doit  alors  être  nulle  >  car 
autrement  le  Corps  prelTeroit  alors  la  Courbe  par  une  force 
plus  grande  que  fa  pefanteur  abfolue.  D'ailleurs  parce  que  la 
force  centrifuge  doit  être  nulle  à  ce  dernier  côté  y  le  rayon 
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de  la  Développée  y  doit  être  infini ,  &  il  l'eft  en  effet  par 

la  nature  de  la  Courbe.  Donc  fi  on  applique  là  la  formule 

îlt^  on  a  A==:00>  r  ===  oo,  &  par  conféquent  ^^  =  2pi 

force  centrifuge,  qui  non-feulement  n  eft  pas  nulle,  maisefl: 
double  de  la  pefanteur  abfolue. 

Il  y  a  donc  là  de  l'erreur  ,  &  elle  vient ,  comme  nous 
Tavons  vu  bien  des  fois ,  des  infinis  mal  caraâérifés. 

Je  prens  le  rayon  de  la  Développée  de  cette  Courbe 

félon  la  formule  ordinaire  ...^.^+^>_\ 

•^  ddy 

Puifque  dans  cette  Courbe  dy  == — î^^iZ^llïi'^onâ 


V  On  a  par  le  calcul  ddy — JLJL^ 


4 


Donc  ^"^  -^jy'  =  lydxxy^r^y^Ty-a    ^  ^^  ^  ^^  jj^^, 


de  i;c ,  fa  valeur  ^^^^^^,  a  vient  îî^î^^ 

Sïy  ==  oo ,  on  a  donc  pour  le  Rayon  de  la  Développée 

en.ce  point  r  =  ^^^^7—  =  '-^• 
Donc  dans  la  Courbe  d'égale  preflion,j^  ou  h  étant = 00  i 

if-  fe  réduit  pour  Tordre  à  -^  ==:  00    ^    ==3  00     * 

T 
00 


00 


force  centrifiige  infiniment  petite. 


1 5:87.  Puifqu'à  l'extrémité  de  cette  Courbe  le  rayon  de 
la  Développée  eft  infini,  la  courbure  eft  alors  infiniment  pe- 
tite ,  &  c  eft  elFeâivement  ce  qui  rend  la  force  centrifoge 
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iiuUe  malgré  la  viteffe  infinie ,  car  il  n  y  a  point  de  force 
centrifuge  dans  un  mouvement  fait  en  ligne  droite ,  quelle 
qu  en  foit  la  vitefle. 

15:88.  Mais  puifque  le  rayon  de  la  Développée  eft  de 

Tordre  de  00*^, ou  au  deffus  du  Fini  de  plus  quun  ordre 
potentiel ,  il  faut  que  la  courbure  foit  plus  qu'infiniment  peti- 
te ^  ou  >  félon  la  Théorie  de  la  Seâ:.  xiii  y  au  deflbus  de  -^  ^ 

de  plus  qu'un  ordre  potentiel  ;  &  pour  voir  plus  précifément 
ce  qui  en  eft ,  on  peut  prendre  cette  courbure  de  Textrémité 
félon  cette  Théorie. 

On  aura ,  après  les  fubftitutîons  néceflaires  y  ddy  ==a 


,  ce  qui  feul  donne  la  courbure  de  Textrémîté  V 

puifqu  alors  ds  ==  ^  a:  ,  le  dernier  côté  étant  parallèle  à  Taxe.' 
y  étant  auffi  alors  =  00  ,  on  a  '~fj''  \ —  '^^^\  Refte  à 

favoir  ce  que  vaut  dy^. 

On  a  par-tout  dy  .dx  ::  Vol  Vây  — -  a.  Vy Va  y  fie 

dans  rinfini>  dy  .  dx  w  V2.  VJy  .  Vy  y  ^  pour  Tordre 

:  :  00^ .  00  *•  Donc  en  fuppofant  dx  ==3  ^,  puifqu'il  fub^ 

X  I 

lifte  dans  le  parallélifme  y  on  aura  dfy .  -^  :  :  00  4 ,  00  ^ ,  ou 


dy  ==—221^  =  00'"^  =  ^.  Donc dfy  ==: -1^ ; 
00  X  00*  00*  00* 

iôc  '^~-  =3 i-r  y  courbure  qui  eft  entre  Tordre  de  -i-* 

00  Z  *  c»^ 

00* 

1589.  On  peut  remarquer  ici  que  comme  à  la  courbure 
de  Tordre  de  --^  que  nous  appelions  ordinaire  ôc  finie^répond 


un  rayon  de  la  Développée  fini  y  il  doit  répondre  à  une  couri 
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bure  de  rordre  de  -î-^  un  rayon  de  la  Développée  de  Tordre 

de  oo  j  &  à  une  courbure  qui  pafle  -^  fans  aller  jufqu  a  -^  , 

un  rayon  dé*  la  Développée  qui  foit  entre  oo  ôc  oo*  >  &  c  eft 

efFeûivement  ce  qui  fe  trouve  ici.  De  plus  oo  »^  eft  précifé- 
ment  moyen  géométrique  entre  oo  ôc  oo^  comme  -iy  left 


X 


entre  ^.&^,. 

I  $90.  Il  eft  très-aifé  de  voir  par  la  nature  de  la  Courbe 
d'égale  preffion  qu  elle  n  a  point  d'Afymptote ,  &  félon  la 
courbure  qu'on  lui  trouve  ici  à  fon  extrémité  >  elle  n'en  doit 
pas  avoir  (  1 182  ).  Cette  Courbe  eft  du  nogibre  de  celles  qui 
ibnt  Courbes  dans  une  étendue  infinie^  &  enfuite  droites  dans 
une  étendue  Hnie  (  1 1 82  )  >  c  eft  alors  que  la  force  centrifuge 
y  devient  nulle. 

1S91.  On  peut  prendre  une  idée  de  cette  Courbe ,  en  con-^ 
fidérant  feulement  les  expreflions  de  la  force  centrifuge  va- 
riable à  chaque  point ^  &  de  laâion  de  la  pefànteur  variable 
aufli>  félon  que  la  Courbe  eft  plus  ou  moins  inclinée  à  l'ho- 
rifon.  Je  fuppofe  qu'un  côté  quelconque  de  la  Coutbe  étant 

ds  >  il  eft  prouvé  que  cette  aâion  de  la  pefànteur  eft  ^. 

Le  Corps  eft  fuppofé  tomber  librement.  Donc  il  ne  tombe 
que  le  long  de  la  concavité  de  la  Courbe  y  car  il  eft  vifible 
qu'il  ne  fuivroit  jamais  fa  convexité. 

II  eft  naturel  de  penfer  d'abord  que  la  Courbe  dans  toute 
fon  étendue  tournera  fa  convexité  vers  l'horifon  >  comme  fe- 
roit  un  Quart  de  Cercle  pofé  fur  un  plan  horifontal  auquel 
il  feroit  perpendiculaire  par  fon  extrémité  fupérieure.  En  ce 
cas  le  Corps  fera  toujours  foutenu  par  la  Courbe  j  &  il  la 
prefTera  tant  par  la  force  centrifuge  que  par  la  pefànteur. 

Mais  parce  que  tout  ce  qui  peut  être  conçu  fens  contra- 
didion  eft  poflîble  &  néceffaire  en  fait  de  Courbes  y  il  eft 
poflibie  que  cette  Courbe  ait  dans  une  partie  de  fon  étendue 
la  concavité  tournée  vers  Thoriion  ^  comme  Fauroit  le  Quart 
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de  Cercle  dont  on  vient  de  parler^ devenu  demi-Cercle.  Alors 
il  eft  vrai  que  dans  la  moitié  fupérieure  de  ce  demi-Cercle 
concave  vers  Thorifon ,  le  Corps  ne  feroit  pas  foutenu  par  la 
Courbe ,  à  ne  confioérer  que  là  pefanteur ,  &  par  conféquent 
ne  la  prefTeroit  pas  y  qu'au  contraire  fa  pefanteur  ne  tendroit 
qu'à  le  faire  tomber  verticalement  :  mais  la  force  centrifuge 
peut  être  telle  qu^elIe  tendra  à  appliquer  le  Corps  contre  cet- 
te même  partie  de  la  Courbe  ^  a  où  la  pefanteur  tendra  à  le 
détacher. 

Donc  la  force  centrifuge  concourant  tantôt  avec  la  pe** 
fauteur  y  &  tantôt  la  combattant  >  il  hnt  exprimer  en  général 

la  fomme  de  leurs  avions  par  î^  -4-7^,  &  cette  grandeur 

complexe  doit  toujours  par  la  fuppofition  être  ==^f-  Ou  en 
prenant  pour  p  une  ligne  confiante  a  qui  la  repréfentera  >  ôc 

entrera  dans  Téquation  de  la  Courbe  ^  on  aura 


4t 


a. 


Pour  trouver  Torigine  de  la  Courbe  >  je  vois  quUl  y  faut 
fuppofer  la  hauteur  h  d'où  le  Corps  tombe  >  la  moindre  qu'il 

foit  poffible.  Je  prens  A  =  o.  Donc  îj^  =  j.  Donc  la  force 

■ 

centrifuge  n^agit  point ,  &  de  plus  dx=ids  ;  c'eft-à-dire ,  que 
ia  Courbe  a  fon  premier  côté  parallèle  à  Taxe  ou  à  Thorifon* 
Donc  alors  le  Corps  ne  peut  que  tomber  verticalement  par 
(à  pefanteur ,  &  il  n'y  a  nulle  preflîon.  Donc  le  cas  de  h  ==:  o 
eft  impoflîble.  Donc  à  l'origine  de  la  Courbe  h  eft  une  gran« 
deur  finie  >  ou  le  Corps  a  déjà  une  viteife  telle  qu'il  l'auroit 
acquife  en  tombant  en  ligne  droite  de  cette  hauteur  h. 

h  étant  finie  à  Porigine  y  ^  n  y  peut  être  ==  o  autrement 

que  par  r  ==5  00  ;  mais  alors  il  n'y  auroit  point  de  courbure  > 
&  le  Corps  condnueroit  à  tomber  en  ligne  droite  fans  &ire 
de  preffion  >  ce  qui  eft  contre  la  fuppofition  de  l'origine  de  la 
Courbe  «  £c  de  toute  l'étendue  de  la  Courbe» 

Par  la  même  raifon  ^  Joe  peut  à  cette  origine  être  s=s  o  j 
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car  cela  marqueroit  un  premier  côté  vertical ,  &  le  Corps  ne 

feroit  encore  que  continuer  à  tomber  félon  la  ligne  droite  h. 

Donc  à  lorigine  la  grandeur  complexe  —  ^  —  fubfifte; 

On  y  peut  fuppofer ,  comme  on  a  fait  d'abord  ,dx  =  d$y 

c^eft-à-dire ,  le  côté  horifontal  j  ce  qui  donne 


z  a  b 

r 


&  néceflairement  ^ a  ==  a  ,  puifque  ~  n  eft  pas 

==  o.  De-là  fuit  h  ==  n  Donc  à  ce  premier  côté  horifontal 
fuppofé  la  force  centrifuge  eft  double  de  la  pelànteur  qui 
tend  à  faire  tomber  verticalement  le  Corps  que  la  Courbe  ne 
foutient  nullement  >  la  force  centrifuge  applique  le  Corps 
contre  la  Courbe  ^  &  caufe  feule  la  preflîoii  ;  ôc  elle  ne  la  cau« 
fe  qu  avec  un  effort  égal  à  la  pefanteur  abfolue  du  Corps , 
puifque  la  moitié  de  fon  effort  ou  de  fon  adion  eft  détruite 
par  la  pefanteur  qui  agit  direâement  contr*elle.  De  plus  à  ce 
premier  côté  horifontal  la  hauteur,  d'où  le  Corps  doit  être 
tombé  pour  avoir  la  viteffe  qu'il  a  ^  eft  égale  au  rayon  de  la 
Développée  de  la  Courbe. 

dx  ayant  été  pris  arbitrairement  ==  dsy  &  fans  aucun  rap- 
port nécelfaire  à  l'origine ,  elle  n  eft  point  encore  nécefîaire- 
nient  déterminée  :  mais  fi  en  la  fuppofant  on  trouve  que  tou- 
tes les  variations  poffibles  de  la  Courbe  s  y  lient,  elle  le  fera 
effeûivement. 

dx  ayant  commencé  par  être  =  ds ,  ne  peut  varier  qu'en 
devenant  plus  petit ,  car  il  ne  peut  pas  être  plus  grand.  Si  tn- 

findx=^oou^==tOy  ona  ^  ===  ^ ,  c  eft-à-dire  >  que  la 

Courbe  ayant  eu  un  côté  horifontal ,  vient  à  en  avoir  un  ver- 
tical le  long  duquel  le  Corps  tombe  fans  caufer  aucune  pref- 
Con  par  fa  pefanteur ,  que  la  force  centrifuge  feule  caufe  la 
prefuon  en  appliquant  ce  Corps  contre  le  côté  vertical ,  & 
comme  il  faut  que  ce  foit  avec  unç  force  égale  à  la  pefanteur 
abfolue ,  il  faut  que  2  h  foit  ==  r. 

Donc  dans  la  variation  qui  a  été  depuis  le  côté  horifontal 
jufqu  au  vertical^la  force  centrifuge  de  double  qu'elle  étolE  de 

h 
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la  pefanteur  abfolue  ^  lui  eft  devenue  égale.  Donc  elle  a  tou- 
jours décru. 

£c  puifqu'elle  agiflbic  feule  au  commencement  de  cette 
variation ,  &  qu'elle  agit  encore  feule  à  la  fin ,  elle  a  toujours 
agi  feule  pendant  toute  la  variation ,  f  entens  quant  à  la  pref- 
fîon.  Donc  la  pefanteur  Ta  toujours  combattue  ^  &  a  toujours 

diminué  fon  effort.  Donc  la  grandeur  générale  ^^ij^ 

a  toujours  été  dans  cette  variation  ^  —  ^. 

Donc  la  Courbe  y  a  toujours  été  concave  vers  Thorifon  ^ 
puifqu  elle  ne  foutenoit  nullement  le  Corps. 

En  même  temps  il  eft  vifible  que  la  hauteur  h  ne  peut 
qu  avoir  augmenté.  Et  comme  r ,  qui  étoit  d'abord  ==  A,  eft 
devenu  ==  2  h ,  cela  veut  dire  que  par  rapport  à  la  hauteur 
d'où  le  Corps  étoit  tombé  ou  à  fa  vitefle ,  le  rayon  de  la  Dé- 
veloppée a  été  deux  fois  plus  grand  >  ou  la  courbure  de  la 
Courbe  deux  fois  moindre  à  la  fin  de  la  variadon  qu'au  com-- 
mencement  >  ce  qui  a  diminué  de  moitié  la  force  centrifuge 
prife  en  elle-même. 

Après  dx^:=o  ou  3^=!  o ,  ^^  ne  peut  que  recommencer 

à  croître  par  rapport  à  ds.  Et  après  que  la  grandeur  générale 

~  Hh  ^  a  été  pendant  une-  variation  ^  —  ^ ,  il  Êiut 

qu  elle  devienne  —  -4-  ~^.  C'eft  -  à  -  dire ,  que  la  Courbe 


recommence  à  avoir  des  côtés  inclinés  à  Thorifon  y  &  que  la 
force  centrifuge  commenôe  à  caufer  la  prelfion  conjointe- 
ment avec  la  pefanteur.  Donc  alors  le  Corps  eft  foutenu  en 
partie  par  la  Courbe  qui  tourne  fa  concavité  vers  l'horifon. 

Comme  -^  croît  toujours  par  laugmentanon  continuelle 

que  dx  prend  par  rapport  kds  y\\  faut  que  —  décroifle  pour 

conferver  Tégalité  effentielle  à  la  Courbe.  Donc  dans  cette 
féconde  variation  le  Corps  preflTe  toujours  la  Courbe  par  une 
plus  grande  pactie  de  fa  pefanteur  abfolue  >  &  moins  par  fa 
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force  centrifuge  qui  concourt  alors  avec  la  pefanteur. 

A  la  fin  de  la  variation  j  il  faut  que  dx  foit  =  ds  y  ou  qu  il 
y  ait  un  côté  horifontal  ^  qui  fera  donc  prefTé  par  toute  la  pe- 
fanteur du  Corps.  Alors  ^  =  a.  Donc  ^  ==  o.  Ce  qui 

rie  fe  pourroit ,  h  étant  alors  nécefTairement  infinie  >  fi  r  n  étoit 
un  Infini  d'un  ordre  fupérieur ,  ainfi  que  nous  avons  vu. 

Il  fuit  de  tout  cela  que  l'origine  de  la  Courbe  >  que  nous, 
avons  fuppofée ,  étoit  eflfedivement  la  vraie» 


REFLEXION 

SUR  LES  SOMMES  DES  SUITES, 

jQui  a  été  faite  trop  tard  pour  être  inférée  dans  le  cor  fi 

du  Livre. 

SO I T  la  Suite  A*  -+-  A  y  qui  eft  i  •+-  i  ==  2  ,.4  -4-  i 
===  6 .  p  •^-  3  ==  12.20.  SO.  42  j  &c.  à  rinfini. 
Je  dis  que  quoique  yf  *  -f-  A  ait  fes  ternies  plus  grands 
'que  les  <:orrefpbndans  de  A*  y  elle  n'a  que  la  même  fournie 

que  A"^ ,  car  la  fomme  de  y^*  eft  —  (  ;8o  ) ,  &  celle  de  -4* 
•4-  A  eft  donc  ^  ^-  ^'  .==  ^  ,  conclufion  qui  fera 

jréçue  de  tous  ceux  qui  admettent  l'Infini. 

Mais  afin  que  cela  foit ,  il  faut  néceflairement  que  tous  les 
termes  de  A^  -+•  A  n'aient  pas  été  plus  grands  que  ceux  de 
,A%  comme  ils  Tétoient  à  l'origine  de  leur  Suite,&  qu'ils  aient 
commencé  à  un  certain  endroit  à  n'être  qu'égaux  à  ceux  deA\ 

Il  faut  de  plus  que  tous  les  termes  dcA^-^^À,  plus  grands 
que  ceux  de  A""  ^  n'entrent  point  dans  la  fomme  àcA^-^A, 
&  pour  cela  il  faut  que  la  fomme  de  ces  termes ,  plus  grands 
que  leurs  correfpondans  dans  A* ,  dîfparoiffe  devant  ceux 
d'un^ordre  fupérieur  qui  les  fuivent  dans  A^-i-  A  ^  &c  pour 
difparoître ,  il  faut  qu/ils  ne  foient  qu'en  nombre  Fini. 
Pr  tout  cela  arrive  félon  les  principes  qui  ont  été  établis. 
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n  étant  fucceflîvement  tous  les  Nombres  Naturels,  w»  -h  w  eft 
Texpreffion  générale  de  y^*  -+-  y^.  Quand  n  eft  un  nombre 
fini  indéterminable  fi  grand  que  par  l'élévation  au  quarré  il 
devient  Infini ,  on  a  w  w  •+•  »  =  w» ,  &  à  plus  forte  raifon  tous 
les  »»  -f-  n  fiiivans  ne  font  que  «  w  >  &  -^*  -f-  -^  n  eft  plus 
que  A\  Et  le  premier  w»  -H-  n  ==  nn  n  eft  qu'à  une  diftan- 
ce  Finie  de  l'origine  de  la  Suite  >  &  par  confé^uent  tous  les 
termes  précédens  Finis  ne  font  qu  en  nombre  fini ,  &  leur 
fomme  finie  difparoît  devant  les  Infinis  qui  fuivent  >  &  ils 
font  tous  inutiles  à  la  fomme. 

De  même  tous  les  nn  finis  de  y^*^  qui  font  en  même 
nombre  que  les  ti»  -t-  »  Finis  de  y^'  -f-  /^ ,  &  plus  petits ,  font 
inutiles  »la  fomme,  (211).  D'où  il  fuit  que  quant  à  la  fomme 
y^*  -H  -^  n'eft  exaéement  que  A\ 

Je  ne  vois  pas  qu  on  pût  expliquer  autrement  à  priori  la 
caufe  de  l'égalité  des  deux  fommes. 

Il  eft  vifible  qu'il  en  ira  de  même  de  /^*  —  y4. 

Le  même  raifonnement  fubfiftera  fur  les  Suites  de  Figurés 
comparés  aux  yf  qui  leur  répondent^  c'eft-à-dire,  fur  la  Suite 
des  Triangulaires  que  j'appelle  T,  comparée  à  yi'y  fur  la  Suite 
des  Pyramidaux  que  j'appelle  P  y  comparée  zA\  &c. 

Un  nombre  Triangulaire  quelconque  étant  ?L?zh?  {126)  y 

T  commence  à  n'avoir  plus  que  des  —  dès  que  »w  eft  Infini> 

&  à  commencer  de  ce  point  là  les  termes  de  T  ne  font  que 
ceux  de  A\  divifés  par  i ,  6c  par  conféquent  la  fomme  de  T 
fera  la  fomme  de  A^ ,  qui  aura  2  pour  divifeur.  Or  la  fomme 

totale  de  /^*  eft  -^p  ,  &  la  fomme  totale  àeTdi^{$^6\ 
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Donc  la  fomme  totale  de  y^S  &  celle  de  T  ne 
3x1 

font  que  les  mêmes  que  fi  ces  deux  Suites  ne  commençoient 

qu'au  premier  nn  Infini.  Donc  tous  les  termes  qui  ont  précédé 

cet  nn  dans  Tune  &  l'autre  Suite  font  inutiles  à  leurs  lommes*. 

Ils  ne  pourroient  l'être  j  s'ils  étoient  en  nombre  infini , 

car  étant  finis  ils  feroienc  une  fonune  de  l'ordre  de  00  qui 
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fe  joindroit  d'un  côté  aux  oo  de  -^S  &  de  l'autre  aux  oo  de 
Ty  &  de  plus  comme  tous  les  termes  de  Tfont  moindres  que 
ceux  de  w^'  ^  &  tous  les  Finis  de  T moindres  que  ceux  de  /4* 
dans  un  plus  grand  rapport  que  celui  de  i  à  2  ^  ce  rapport 
ne  venant  que  dans  l'Infini,  ce  nombre  infini  de  termes  finis 
qui  entreroient  de  part  &  d  autre  dans  les  deux  fommes  to- 
tales i  &  dont  les  fommes  auroicnt  un  autre  rapport  que  ce- 
lui de  1  à  2  5  empêcheroit  que  le  rapport  de  la  fomme  totale 
de  T  à  celle  de  A"^  ne  fut  exaâement,  comme  il  Teft ,  celui 
de  I  à  2. 

Donc  le  premier  n  n  infini  de  T  &  de  y^'  n'eft  qu*à  une 
diftance  finie  de  leur  origine ,  &  n  eft  un  Fini  indéterminable. 

On  en  dira  autant  de  P  comparée  à  AK  Chaque  Pyramidal 

étant  ^-^ti.?-±iif(  125),  la  fomme  de  yf' =5.^^,  &  celle 
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de  P  fi=3  —  (  y75)  s=-^  >  on  voit  que  dès  que  n^  eft  Infini, 

chaque  terme  de  P  eft  |  du  terme  çorrefoondant  de  A^ ,  que 

{)ar  là  la  fomme  totale  de  P  eft  7  de  celle  de  A^ ,  d'où  tout 
e  refte  fuit. 

Les  fommes  de  tous  les  ordres  des  Figurés  ne  font  donc 
que  les  fommes  des  yf  "  correfpondantes  divifées  par  le  divi* 
feur  de  la  formule  de  chaque  ordre  ,  &  quoique  Its  Suites 
de  Figurés ,  prifes  dans  tout  leur  cours  fini,  foient  fort  diffé- 
rentes des  A"  correfpondantes,  elles  ne  font  plus,  dès  qu'elles 
ont  atteint  l'Infini ,  que  ces  mêmes  A""  divifées  par  le  nom- 
bre confiant  qui  leur  convient ,  ôc  tous  leurs  termes  finis  i 
»qui  font  les  feuls  que  nous  connoiffions  ,  &  qui  les  caraâé- 
rifent  à  notre  égard ,  n'entrent  pour  rien  dans  leurs  fommes. 
Il  fuit  de-là  qu'il  ne  faut  pas  juger  les  Suites ,  fur  tout  à 
l'égard  des  fommes ,  par  leurs  termes  finis  feuls ,  &  qu'il  efi 
nécefiaire  de  les  fuivre  dans  l'Infini ,  où  il  arrive  fouvent  des 
changemens  confidérables ,  Ôc  qu'on  n'eût  pas  prévus.       \ 

FIN. 
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